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《如 因 印 装 质量 问题 影响 阅读 ,我 社 负责 调换 ) 


几何 ,在 数学 及 数学 教育 中 占有 举足轻重 的 地 位 . 历 
史上 ,数学 首先 以 几何 学 的 形式 出 现 .现实 中 ,几何 不 仅 
是 对 我 们 所 生活 的 空间 进行 了 解 、 描 述 或 解释 的 一 种 工 
具 , 而 且 是 我 们 认识 绝对 真理 而 进行 的 直观 可 视 性 教育 
的 合适 学 科 , 是 训练 思维 、 开 发 智力 、 进 行 素 质 教育 不 可 
缺少 的 学 习 内 容 . 

如 果 说 数学 博大 精深 、 毅 丽 多 姿 、 光 彩照 人 ,那么 就 
可 以 说 几何 学 源远流长 .魅力 无 限 . 引 人 人 和 人 胜 .几何 学 提 
出 的 问题 透 发 出 一 个 又 一 个 重要 的 数学 观念 和 有 力 的 方 
法 ,如 几何 学 中 三 大 作 图 问题 对 数学 的 发 展 所 产生 的 无 
法 估量 的 作用 .几何 学 的 方法 和 代数 的 分析 的 、 组 合 的 
方法 相辅相成 ,扩展 著 人 类 对 数 与 形 的 认识 .几何 学 能 够 
同时 给 学 习 者 生动 直观 的 图 像 和 严谨 的 逻辑 结构 ,这 非 
常 有 利于 大 脑 左右 两 个 半球 潜力 的 挖掘 ,有 利于 提高 学 
习 效 率 ,完善 智力 发 展 .如 果 把 数学 比 做 髓 峨 的 宫 典 ,那么 
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平面 几何 丛 似 这 宫 暴 门 前 五 彩 缤 纷 的 花坛 和 晶莹 夺目 的 喷泉 所 组 成 的 园林 ,这 
迷人 的 园林 会 吸引 更 多 的 人 来 了 解数 学 ,学习 数学 ,研究 数学 .中 国 近代 数学 家 
徐光启 在 《几何 原本 杂 议 ?中 说 ;“ 人 具 上 资 而 意 理 疏 菲 , 即 上 资 无 用 ;人 具 中 材 
而 心思 续 密 , 即 中 材 有 用 ;能 通 几 何 之 学 , 续 密 甚 侨 , 故 率 天 下 之 人 而 归于 实用 
者 ,是 成 其 所 由 之 道 也 .” 

在 几何 学 发 展 的 历史 长 河中 ,许多 经 久 不 衰 的 几何 名 题 ,犹如 一 颗 颗 闪烁 
的 珍珠 ,璀璨 夺目 ,点 级 着 瑰丽 的 几何 园林 ,装饰 着 数学 宫 典 .这 些 几何 名 题 , 精 
TI 深刻 迷人、 有 趣 、 美 丽 ,推动 着 几何 学 刀 至 整个 数学 的 发 展 ,它们 中 有 的 从 
一 被 发 现 就 吸引 着 人 们 的 关注 ,有 的 经 过 几 代 甚 至 几 十 代数 学 家 的 努力 ,得 出 
许多 耐人寻味 ,发人深省 的 结论 , 

学 习 几 何 名 题 是 进行 奇异 的 旅行 .几何 名 题 在 某 个 属于 它 自身 的 永恒 而 腔 
胱 的 地 方 ,在 那 腊 脆 的 土地 上 ,我 们 奇异 地 从 点 线段 、 角 、 三 角形 .多边 形 、 贺 等 
图 形 中 获得 绚丽 多 彩 的 景象 ,从 一 点 小 小 的 逻辑 推理 ,可 以 得 到 深刻 而 优美 的 
几何 结构 与 量度 关系 ,在 那 片 脱 脆 的 土地 上 ,还 有 无 数 更 令 人 惊奇 的 几何 图 形 
以 及 其 中 的 位 量 与 数量 关系 ,等 着 我 们 和 它们 相遇 . 

学 习 几 何 名 题 可 明 澈 自己 的 思维 .三 角形 三 条 中 线 总 是 交 于 一 点 且 该 点 三 
等 分 每 一 条 中 线 ,三 角形 三 内 角 之 和 在 欧 氏 空间 就 等 于 180", 等 等 ,这 些 都 精确 
地 摆 在 那儿 .生活 里 有 许多 巧合 一 一 那些 常 被 有 心 或 无 心地 异化 为 玄妙 或 骗术 
法 宝 的 巧合 ,也 许 只 是 自然 而 简单 的 几何 结果 ,以 几何 的 眼光 来 看 现实 ,不 会 有 
那么 多 的 模糊 .有 几何 精神 的 人 多 了 ,骗子 (特别 是 那些 穿戴 科学 衣冠 的 骗子 ) 
的 空间 就 小 了 .无限 的 虚幻 能 在 几何 中 找到 最 踏实 的 归宿 . 

学 习 几 何 名 题 是 欣赏 纯美 的 艺术 ,几何 学 家 像 画家 和 诗人 ,都 创造 着 “ 模 
式 " ,不 过 是 用 思想 来 创造 ,用 图 形 和 符号 来 表达 .几何 的 思想 ,就 像 画 家 的 构思 
和 诗人 的 前 律 ; 几 何 的 线条 ,就 像 画家 的 色彩 和 诗人 的 文字 ,以 和 谐 的 方式 组 织 
起 来 .几何 的 世界 里 ,没有 丑陋 的 位 置 .在 几何 学 家 的 眼 里 , 自己 笔下 的 公式 定 
理 就 像 希腊 神话 里 的 那 位 塞浦路斯 国王 ,从 自己 的 雕像 看 到 了 爱人 的 生命 .在 
几何 里 ,在 那 续 密 的 逻辑 里 , 藏 着 几何 学 家 们 对 美的 追求 , 藏 着 他 们 的 性 情 和 生 
r. 

学 习 几 何 名 题 是 享受 充满 数学 智慧 的 精彩 人 生 .学 几何 的 感觉 有 时 像 在 疏 

山 ,为 了 寻找 新 的 山峰 不 停 地 去 攀 胞 ;有 时 又 像 在 庭院 散步 ,这 是 一 种 有 益 心 知 
的 精神 漫步 ,可 以 进行 几何 思维 的 深刻 领悟 . 

作者 编写 这 本 几何 瑰宝 是 基于 如 下 几 方 面 的 考虑 :一 是 对 历史 名 题 , 集 之 
莫 深 , 汇 其 精华 ;二 是 体现 我 国 广大 初等 数学 研究 者 对 几何 问题 的 研究 ;三 是 体 
现 张 景 中 院士 对 改造 平面 几何 体系 而 开创 面积 法 方案 的 介绍 以 及 新 课 改 中 强 
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调 突 出 几何 变换 思想 的 渗透 .为 了 编写 好 这 本 几何 瑰宝 ,作者 在 整理 自己 多 年 
的 数 本 几何 研究 著作 及 发 表 的 数 十 篇 文章 的 基础 上 , 又 探讨 研究 了 一 系列 专 
题 ,并 广泛 收集 整理 资料 ,阅读 大 量 书 刊 , 特 别 是 张 景 中 、 沈 康 身 . 单 坪 . 梁 绍 鸿 、 
MR AEA JAER EH RR DE ARA PE REELT, E 
ERRAU FX, RLR RN PA R E ILOR AR, 
ARIEI INET KURE AURA RE DEN E EFR F E RRT 
遵 标 、 邹 守 文 , 令 标 . 王 扬 、 周 新 民 ARA BIE WR AR, ATIN E 
权 , 张 狗 等 人 以 及 国外 著名 数学 家 阿达 玛 ( 法 ) ,约翰逊 ( 美 ), 管 部 贞 市 郎 (日 ) 等 
的 书籍 与 文章 使 编者 受益 蜡 浅 , 因 他 们 的 研究 ,使 几何 名 题 进入 到 一 个 新 的 境 
界 , 书 中 引用 了 他 们 的 大 量 成 果 . 在 此 ,也 向 他 们 表示 深 深 的 谢意 . 

让 我 们 来 几何 园林 走 走 , 也 许 能 挽回 正在 失去 的 读书 兴趣 , 找 回 一 个 永 不 
停 欢 ,充满 生机 的 圆满 人 生 . 孔 夫子 说 ,知之 者 不 如 好 之 者 ,好 之 者 不 如 乐 之 
者 ." 只 要 “君子 乐 之 ”, 就 走 进 了 一 种 高 远 的 境界 

感谢 刘 培 杰 数 学 工作 室 的 盛情 邀请 , 花 了 4 年 的 时 间 编 写 了 这 本 几何 瑰 
宝 .限于 作者 的 水 平 , 书 中 可 能 有 不 少 疏 漏 , 敬 请 读者 批评 指正 
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学 匀 股 定理 


DRES ”直角 三 角形 的 两 条 直角 边 的 平方 和 等 于 斜 边 的 平方 ， 
车 设 a,6,c 为 直角 三 角形 的 三 边 ,其 中 为 斜 边 , 则 
a? + b = c 

我 国 古代 称 直角 三 角形 为 勾 股 形 ,并 且 直 角 边 中 较 小 者 为 勾 , 另 一 直角 边 
为 股 , 斜 边 为 弦 , 所 以 称 这 个 定理 为 勾 股 定理 ,也 有 人 称 商 高 定理 . 这 条 定理 不 
仅 在 几何 学 中 是 一 颗 光 彩 夺 目的 明珠 ,被 誉 为 “几何 学 的 基石 ”, 而 且 在 高 等 数 
学 和 其 他 科学 领域 也 有 着 广泛 的 应 用 . 

勾 股 定理 从 被 发 现 至 今 已 有 五 千 多 年 的 历史 ,五 千 多 年 来 ,世界 上 几 个 文 
明 古 国都 相继 发 现 和 研究 过 这 个 定理 . 古 埃及 人 在 建筑 金字 塔 和 测量 尼罗河 泛 
洲 后 的 土地 时 ,就 应 用 过 勾 股 定理 ,我国 也 是 最 早 了 解 勾 股 定理 的 国家 之 一 ,在 
四 千 多 年 前 , 我 国人 民 就 应 用 了 这 一 定理 . 据 我 国 一 部 古老 的 算 书 《 周 佣 算 
经 》( 约 西汉 时 代 , 公 元 前 一 百 多 年 的 作品 ) 记载 , 商 高 ( 约 公元 前 1120 年 ) 答 周 
AE: PENIDE REN, BRE. ENZ, SERER TE, RE 
四 五 ,两 矩 共 长 二 十 有 五 ,是 调 积 矩 .” 在 这 本 书 中 , 同时 还 记载 有 另 一 位 中 国 
学 者 陈 子 (前 11 世纪 ) 与 荣 方 在 讨论 测量 问题 时 说 的 一 段 话 ;“ 若 求 那 ( 斜 ) 至 日 
者 ,以 日 下 为 勾 , 日 高 为 股 , 勾 股 各 自 荫 ,并 而 升 方 除 之 ,得 邪 至 日 ”如 图 1. 1， 
即 

BEH = VA BË 

这 里 给 出 的 是 任意 直角 三 角形 三 边 问 的 关系 . 因此， g 
也 有 人 主张 把 勾 股 定理 称 为 陈 子 定理 ”. 

两 千 多 年 前 ,由 于 希腊 的 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras, 前 2 股 
572 一 前 497) 学 派 也 发 现 了 这 条 定理 ,所 以 希腊 人 把 它 
叫做 毕 达 哥 拉 斯 定理 .相传 当时 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派发 现 ， 测 者 HT 


mool m+l 
E m KU 1803.) m ， 7 便 是 一 个 可 


构成 直角 三 角形 三 边 的 三 元 数组 .果真 如 此 ,可 见 这 个 学 
派 当 时 是 通晓 勾 股 定理 的 .但 这 一 学 派 内 部 有 一 规定 ,就 是 把 一 切 发 明 都 归功 


图 1.1 
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于 学 派 的 头领 ,而 且 常 常 秘 而 不 宜 . 据 传说 , 发现 这 个 定理 的 时 候 ,他 们 还 杀 了 
一 百 头 牛 酬谢 供奉 神灵 ,表示 庆贺 . 因此 ,这 个 定理 也 叫 “ 百 牛 定理 ”. 至 于 毕 达 
哥 拉 斯 学 派 是 否 证 明了 这 一 定理 ,数学 史 界 有 两 种 不 同 的 观点 ,一 种 意见 认为 
证 明 过 ,理由 为 如 前 所 述 . 另 一 种 意见 则 认为 证 明 勾 股 定理 要 用 到 相似 形 理论 ， 
而 当时 毕 达 哥 拉 斯 学 派 没有 建立 完整 的 相似 理论 ,因此 他 们 没有 证 明 这 一 定理 ， 

勾 股 定理 在 法 国 和 比利时 又 叫 “ 驴 桥 定理 ”, 这 自然 也 有 它 的 来 历 . 

人 类 对 勾 股 定理 的 认识 经 历 了 一 个 从 特殊 到 一 般 的 过 程 ,而 且 在 世界 上 很 
多 地 区 的 现存 文献 中 都 有 记载 ,所 以 这 些 地 区 认为 这 个 定理 是 他 们 先 发 现 的 . 
国外 一 般 认为 这 个 定理 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 首先 发 现 的 ,因此 ,国外 称 它 为 毕 达 
哥 拉 斯 定理 .但 历史 文献 确 涂 地 证 明 , 商 高 知道 特殊 情况 下 的 勾 股 定理 比 毕 达 
哥 拉 斯 学 派 至 少 要 早 五 六 个 世纪 ,而 陈 子 和 掌握 普遍 性 的 勾 股 定理 的 时 间 要 比 毕 
达 哥 拉 斯 早 一 二 百年 ,是 我 们 的 祖先 最 早 发 现 这 一 定理 的 ,这 就 是 我 们 把 它 称 
为 " 勾 股 定理 "“ 商 高 定理 ”或 “ 陈 子 定理 ”的 理由 ， 

几 千 年 来 ,人 们 给 出 了 勾 股 定理 的 多 种 多 样 、 绚 丽 多 彩 的 证 明 . 如 1940 年 
重 米 斯 (E.S.Loomis) 搜集 整理 的 一 本 中 就 给 出 了 370 种 不 同 证 明 .我 国 的 李 志 
昌 编 辑 了 一 本 《 勾 股 定理 190 例证 》, 可 惜 笔者 经 多 方 寻找 , 始 终 未 见 到 这 两 本 
书 .出 于 自己 的 爱好 ,笔者 多 年 来 也 收集 整理 了 193 种 证 法 中. 下面 介绍 几 个 典 
型 证 法 . 

证 法 ! 〈 商 高 证 法 ) 将 商 高 回答 周公 话 翻 译 过 来 即 得 证 法 . 

“ 既 方 之 ,是 指 把 几 个 直角 三 角形 合成 正方 形 “ 外 半 其 一 矩 环 而 共 盘 ", 是 
指 中 外 转 部 分 由 同一 矩形 (直角 三 角形 ) OEE 即 整个 正方 形 的 


面积 是 (3 + 4)2 = 49, 内 部 正方 形 的 面积 为 49 - — x 3 x 4 x 4 = 25( 两 矩 共 长 
二 十 有 五 ), 所 以 边 长 ( 矩 之 弦 ) 为 5. 把 多 三 股 四 " 推广 到 一 般 的 “ 勾 a Ë b” 09 
直角 三 角形 上 去 ,证 明 不 需要 作 任 何 实质 性 的 修改 ,依然 是 内 部 正方 形 的 面积 
为 (a + 6)?- Lab x4 = a2 + b2,BD c2 = a2 + b2, ARRERA KE 
的 弦 长 为 V az + 如 ,如 图 1.2 所 示 . 

当 一 个 数学 定理 的 证 明 从 特殊 过 渡 到 一 般 的 时 候 , 如 果 不 需 要 作 实质 上 的 


修改 ,只 是 在 同一 计算 公式 中 变换 数据 ,即使 在 今天 意义 下 严格 的 数学 证 明 ,也 
是 允许 的 @ . 


证 法 ORIGEM) 如 图 1.3, 由 of = 4x ob + (b-a AP = a?+ 


, 杨 清 桃 .数学 眼光 透视 SAM . 险 尔 滨 : peut 大 学 出 版 社 ,2008:82-105. 
欧阳 维 诚 . 数 学 科学 与 人 文 的 共同 基 鹤 [M] RS 有 
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证 法 3 《加 菲尔德 证 法 ) 如 图 1.4, 由 二 (ao+ 6)(a+6) =2x 二 ob+ 二 2 | L 
即 证 . S 
证 法 4 ( 张 景 中 证 法 ) 如 图 1.5, 由 FAB 与 Z BCE 互 余 , 知 AM L CE. 
由 十 AF ° EM + T AF + MC = Sicrs = GAF- CE = be, Ahe = Lagda ° 


即 证 . 
证 法 5 〈 华 德军 姆 证 法 ) 如 图 1.6, 由 
Shcpg = 2Saace - Sacer + Saare 
1 


1 l. ab œ 1 ab a2 
有 (a+b) b=2x zb- a e tE oe S) 


图 1.4 图 1.5 图 1.6 
证 法 6 〈( 张 景 中 证 法 ) 如 图 1.7, 由 Rt 人 STP 避 Rt 人 SLR, 有 PT = RL, 妈 
知 
AL = AR + RL = AP - TP = $ (a + b) 
从 而 Susr = SAhnp + Sapns 
即 Lard? = Tab + ge 
故 tbe 


证 法 7 如 图 1.8, 在 RA ABC 中 , 作 斜 边 AB 上 的 高 CD , 则 RtA CDB oA 
RADCA RIAACB, E. Sacos + Saane = Saagcn BI 
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亦 即 fras 
故 atb = 2 


证 法 8 〈 欧 几 里 得 证 法 ) 如 图 1.9, 由 AABF O 人 4EC, 有 


Saar = SA4EC 


而 Sanr = 二 4P -AC = + = Sanc = + AE + AH = E Sron 
即 Sawm = b? 

同 理 , Sao = 0. 

故 a? + b? = Sgymams = c2 


图 1.7 


注 ”上 述 证 法 中 ,证 法 1 与 证 法 2 可 看 做 由 四 个 全 等 的 直角 三 角形 构成 的 图 形 而 论 ;证 
法 3 ~ 5 可 看 做 由 两 个 全 等 的 直角 三 角形 构成 的 图 形 而 证 ;证 法 6 与 证 法 7 可 看 做 由 两 个 有 
关联 的 直角 三 角形 构成 的 图 形 而 证 ;证 法 8 直接 从 平方 式 表 正 方形 面积 而 构 形 证 明 . 另 外 ， 
从 图 1.2 到 图 1.4, 再 到 图 1.7 可 看 做 在 原 路 形 中 依次 取 一 半 的 “ 青 生 " 证 明 ? ,而 证 法 8 体现 
了 “再 生 ” 证 明 的 面积 推算 本 质 . 

在 探索 勾 股 定理 的 证 法 中 ,不 但 有 数学 家 ,如 张 景 中 院士 ,还 有 政治 家 ,如 美国 第 20 届 
总 统 加 菲尔德 ,他 的 这 个 证 法 是 他 当 俄 交 俄 州 共和 党 议员 时 和 其 他 议员 一 起 做 “思维 体操 ” 
时 想 出 来 的 ,并 且 得 到 了 两 党 议员 的 "一致 赞同 ”. 在 我 国 的 古代 数学 家 中 , 自 赵 爽 之 后 ,还 
有 梅 文身 \ 李 锐 \ 项 名 达 、 华 衡 芳 等 人 2 . 


(D 张 景 中 .数学 杂谈 [M] .北京 :中 国 少年 儿童 出 版 社 ,2005:77-83. 
O 高 希 敬 . 数 海 钩沉 [M] .西安 :陕西 科学 技术 出 版 社 ,1982:2. 


党 勾 股 定理 的 推广 


定理 1 ”在 直角 三 角形 的 勾 股 纺 上 分 别 作 任 意 相似 的 图 形 , 则 弦 上 图 形 的 
面积 等 于 勾 和 股 上 图 形 面积 之 和 ， 


证 明 WA 1.10, 设 弦 上 图 形 的 面积 为 51, 勾 股 上 图 形 面积 分 别 为 S2, 


53, 则 
e a 
JO Oa p 


图 1.10 
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在 欧 几 里 得 《几何 原本 》 第 六 篇 就 有 上 述 推广 的 记载 . 
定理 2 ” 设 长 方 体 的 长 . 宽 、 高 及 对 角 线 的 长 分 别 为 es,b,e RIM P = 
a +b2 + c2. 
证 明 ”如 图 1.11 所 设 , 依 题 设 ,有 
BC L AC, CD | DA 
则 Ë = AB? = AC + BC = 
AD? + DC? + BC = 
tbe 
定理 3 ”在 直 四 面体 0 - ABC rh, ZA0B = 人 BOC = 图 1.11 
Z C0A = 90,S 是 顶点 O 所 对 的 面 的 面积 , Si, S2, S3 分 别 为 侧面 A 04B, 
A0AC,2 0BC 的 面积 , 则 S = Sf + S+ 53. 
证 明 ”如 图 1.12, 作 OD | BC 于 DD, 依 立体 几何 知识 知 ,4D | BC, 从 而 


s = (Tac- 4D)” = TB: AD = 


二 BC2 < (A02 + 0D?) = 


NO 
ON 


(a) g aca aza =— = 


NO 
ON 


Eana B umpan Ë 2r==iqda 


A f A 宝 


For + 0C2)402 + Ire. OP = 


(tos. oa)? +(40c. oa) + (二 Bc op) = 人 
ST+ S23+ 53 š 


同样 ,还 可 以 将 钨 股 定理 推广 到 n sts]. , 
Set LER 


“ 池 中 之 蕊 ” 原 载 ( 九 章 算术 》 勾 股 章 . 

《 九 章 算术 》 是 我 国 著 名 的 " 算 经 十 书 ” 之 一 ,是 十 部 算 经 中 最 重要 的 一 部 ， 
是 周 秦 至 汉代 中 国 数学 发 展 的 一 部 总 结 性 的 有 代表 性 的 著作 .这 部 伟大 的 著作 
对 以 后 中 国 古代 数学 发 展 所 产生 的 影响 , 正 像 古 希腊 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 
对 西方 数学 所 产生 的 影响 一 样 , 是 非常 深刻 的 它 大 约 编纂 于 西汉 中 叶 ( 公 元 前 
1 世纪 ) ,此 后 一 千 多 年 间 , 一 直 是 我 国 的 数学 教科 书 . 它 还 影响 到 国外 ,朝鲜 和 
日 本 也 都 曾 把 它 当 作 教科 书 . 书 中 不 少 题目 ,后 来 还 出 现 于 印度 的 数学 著作 中 ， 
并 且 传 到 了 中 世纪 的 欧洲 .我 国 古代 数学 家 刘 微 ( 约 3 世纪 ) 曾 为 该 书 作 注 . 

《 九 章 算术 》 是 以 数学 问题 集 的 形式 编写 的 , 共 收 集 了 246 个 问题 及 各 个 问 
题 的 解答 , 按 性 质 分 类 ,每 类 为 一 章 , 计 有 方 田 、 票 米 、 塞 分 、 少 广 、 商 功 、 均 输 .至 
AE 方程 和 勾 股 九 章 , 故 称 《 九 章 算术 》. 

勾 股 章 是 《 九 章 算术 》 的 第 九 章 , 包 括 24 个 问题 及 解法 ,内容 大 体 上 可 分 为 
三 类 :中 第 1 ~ 14 题 ,利用 勾 股 定理 解决 应 用 问题 .“ 池 中 之 茂 "( 诛 第 6 题 )“ 饥 
木 求 径 "( 原 第 9 题 ) 等 是 其 中 有 代表 性 的 名 题 ;加 第 15 题 是 一 个 “ 勾 股 容 方 ” 问 
题 ,第 16 题 是 一 个 “ 勾 股 容 圆 ”问题 ,研究 了 直角 三 角形 的 内 切 圆 问 题 ;@ 第 
17 ~24 题 ,是 8 个 关于 测量 的 问题 .这 几 个 问题 都 是 根据 相似 直角 三 角形 对 应 
边 成 比例 的 原理 解 出 的 . 

PLR” 问题 如 下 : 

今 有 池 方 一 丈 , 苇 (芦苇 ) 生 其 中 央 , 出 水 一 尺 (图 1.13) , 引 蕊 赴 岸 , 适 与 岩 
齐 (图 1.14). 问 水 深 、 蕊 长 各 儿 何 ? 


es <s = 
图 1.13 ÉH kin 图 1.14 引 茂 赴 岸 图 


对 于 这 个 问题 ,如 果 应 用 勾 股 定理 和 一 元 一 次 方程 知识 求解 ,是 很 容易 


的 . 
如 图 1.15, 设 水 深 为 AC. JSC AD = 4C + CD = 上 
AC +1,H AB = AD,BC = 5, 于 是 
AC? + CB? = AB? = AD? 

Bp AC? +25 = (AC + 132 
得 4C = 12,4D = 13 
故 池 深 12 尺 , 茂 长 13 尺 ， 

这 是 我 们 现在 的 解法 , 从 解 题 过 程 中 可 以 看 到 解 这 题 
的 确 是 比较 容易 的 ,然而 在 古代 数学 发 展 的 早期 ,数学 理论 还 很 不 完善 ,计算 工 
具 和 计算 方法 都 还 十 分 原始 ,对 于 古人 来 说 ,要 解 这 样 一 个 题目 并 非 十 分 容易 . 
让 我 们 看 看 古人 的 解法 吧 ! 

从 刘 微 的 注 ,我们 知道 古代 是 用 下 面 方法 求解 的 . 

如 图 1.15 ,水面 BE 等 于 方 池 的 边 长 , C 是 BE 的 中 点 ,4D 是 直立 的 大 ,4B 
是 把 蕊 引 到 岸 边 时 的 位 置 . 设 BC = a,AC = b,AB = .根据 勾 股 定理 , 在 
RtAABC P,a? + b? = c2.BD et- b= a, 

现在 利用 图 形 的 面积 来 解释 上 式 . 以 边 长 为 c 作 正 方形 FKMQ ,其 面积 为 
c°. Æ FKMQ 内 作 边 长 为 5 的 正方 形 G1JQ ,如 图 1.16 所 示 , 其 r p 
面积 为 b. 这 样 图 中 阴影 部 分 的 面积 便 是 c? - b, 它 等 于 
a?. 其 中 小 正方 形 HKLI 的 面积 是 (ec - b). 

把 图 1. 16 中 矩形 FHIG 移 到 LNPM 的 位 置 , 便 得 到 较 大 
和 矩形 INP] ,其 面积 等 于 阴影 部 分 面积 减 去 小 正方 形 HKL 的 Kaz 


图 1.15 


人 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ， IM 
面积 , 即 o ~ (e - b) B IN = 2(e ~ b), J = b, 故 有 N 7 
IN- IJ =2(c -— b) * b = a2 — (c - b)2 图 1.16 
从 而 可 求 得 计算 b 的 公式 


a2 ~- (c-b)? 


bs 2(c — b) 


wo 
AN 


(e)í-g3aeo— ag sm = 


NO 
AN 


Femei mamn 8 =m 


A f A 宝 


已 知 a = 5 尺 ,c -b = 1 尺 , 代 和 人 上述 公式 ,得 8 = 12 尺 . 

故 水 池 深 12 尺 , 蕊 长 13 R. 

这 个 题目 在 世界 上 影响 很 大 . 

如 印度 莲花 问题 和 它 性 质 安全 相同 : 静 静 湖水 清 可 鉴 ,水 面 半 尺 露 红 莲 .出 
泥 不 染 亭 亭 立 , 忽 被 强风 吹 一 边 .渔夫 观看 忙 向 前 , 花 离 原 位 二 尺 远 . 善 算 诸 君 
请 解 题 ,湖水 如 何 知 深浅 ? 

这 是 12 世纪 印度 数学 家 婆 什 伽 罗 (Bhaskara,1114 一 1185) 著作 中 的 一 个 问 
题 . 它 与 我 国 《 九 章 算术 》 中 的 “ 池 中 之 杞 ” 问题 几乎 是 一 样 的 . 

又 如 ,在 15 世 纪 中 亚细亚 数学 家 阿尔 . 卡 西 (al Kashi, ?一 约 1436)《 算 术 之 
钥 》(1427 年 ) 中 有 一 题 :一 矛 直立 在 水 中 ,出 水 三 尺 , 风 吹 矛 没 人 水 中 ,矛头 恰 
在 水 面 上 , 矛 尾 端 留 原 位 不 动 , 矛 头 与 原 位 相距 S 尺 RFK.” 

在 16 世纪 英国 算术 中 也 有 类 似 题 目 ;" 一 根 芦苇 生 在 圆 池 中 央 , 出 水 3 中， 
池 宽 12 叫 , 风 吹 芦 苇 , 茎 尖 刚 碰 到 池 边 水 面 , 问 池 深 多 少 ?” 

从 这 些 十 分 相似 的 题目 之 中 ,不 难看 出 中 国 古 算 题 在 世界 上 产生 了 多 么 巨 
大 的 影响 . 


学 测 望 海岛 问题 


“ 测 望 海岛 ” 原 载 于 《海岛 算 经 》, 是 其 中 第 1 题 . 

公元 3 世纪 时 期 的 我 国 数学 家 刘 徽 , 他 在 魏 景 元 四 年 (263 F) 为 《 九 章 算 
术 》 作 了 全 面 注释 并 给 以 图 解 ,使 ( 九 章 算术 》 有 了 定 本 ,在 注释 中 ,他 不 迷信 十 
人 ,增补 了 自己 的 创见 ,订正 了 原 书 的 雇 误 ,使 4 九 章 算术 》 的 科学 性 提高 了 一 
步 .在 注 勾 股 章 时 ,他 不 仅 指出 相似 勾 股 形 , 也 指出 相似 勾 股 形 对 应 边 的 比例 关 
系 .注解 中 ,他 发 现 勾 股 章 中 介绍 的 测量 问题 有 不 足 之 处 ,就 编 提 了 专门 论述 测 
量 问题 的 《 重 差 ) 一 卷 ,他 对 古代 已 失传 的 “ 重 差 术 ”重新 研究 造 术 ,用 9 个 典型 
例题 附 在 《 九 章 算 术 》 之 后 ,说 明 如 何 运用 表 或 矩 来 测算 可 望 而 不 可 及 的 目标 
的 高 低 , 大 小 .距离 等 :“ 度 高 者 重 表 , 测 深 者 累 矩 , 孤 离 者 三 望 , 离 而 又 旁 求 者 四 
望 . 触 类 而 长 之 , WE BB eÑ, 靡 所 不 人 . ”方法 非常 巧妙 实用 , 令 人 赞叹 不 
已 ! 由 于 “ 重 差 术 " 的 特殊 性 ,后 人 将 《 重 差 》 一 卷 另 行 单 本 改称 为 《海岛 算 经 》， 
成 为 著名 的 “ 算 经 十 书 " 之 一 .《 海 岛 算 经 》 里 所 列 出 的 9 道 测量 问题 ,其 中 两 次 
测 望 的 3 题 ,三 次 测 望 的 4 题 ,四 次 测 望 的 2 题 . 《海岛 算 经 》 把 由 一 次 测 望 的 简 
单 问题 发 展 到 利用 四 对 相似 勾 股 形 连 续 进行 四 次 测 望 的 复杂 问题 ,在 测量 问题 
的 研究 方面 取得 了 卓越 的 成 就 . 


测 望 海岛 问题 如 下 : 

今 有 望海 岛 , 立 两 表 齐 , 高 三 丈 ,前 后 相去 千 步 , 令 后 表 与 前 表 相 直 . 从 前 表 
却 (后 退 ) 行 一 百 二 十 三 步 ,人 目 著 地 取 望 岛 峰 , 与 表 末 参合 . 从 后 表 却 行 一 百 
二 十 七 步 ,人 目 著 地 取 望 岛 峰 , 亦 与 表 末 参合 (图 1.17). 问 岛 高 及 去 表 各 几何 ? 

原 题 译 成 现代 汉语 ,就 是 : 

有 人 望海 岛 ( PQ), 立 二 表 ( EK FAG) 都 高 3 丈 ,前 后 相距 (KC)1 000 步 ,使 
前 后 表 的 上 下 两 端 在 同一 水 平 线 上 .从 前 表 退 行 (KH)123 步 , 人 伏地 上 (有 H), 望 
DIEP) AARTE) 相合 .从 后 表 退 行 (GC)127 步 ,人 伏地 上 (C), 再 望 岛 峰 ， 
BARMA) 相合 , 问 岛 的 高 ( PQ) 和 远 ( KQ) 各 多 少 ? 

本 题 可 如 图 1.18 添 作 辅助 线 , 找 出 相关 的 相似 三 角形 ,用 对 应 线段 成 比例 
的 性 质 解 得 . 


P: P 

A e 
| L 

TEL AA 


图 1.17 图 1.18 


因为 AG, EK 和 PQ 在 同一 个 平面 上 ,所 以 AG JL EK. 作 AB // EH, W 
A4EPm 人 入 CB4 ,得 


AE AP _ PF 
CB = CA = AG 
故 PF = 4. AG 
于 是 PQ = fE. AG + FQ = ASK + EK 
Bp S -pA 1 WEG + SS 
EF _ PF 
又 HK = EK 
所 以 EF = ÈE . HK = É ° HK 
A 
j MELA - E ERE 
和 
ya gti o MRR = QA. 


根据 且 设 条 件 ， 已 知 5 = 3 丈 = 5 步 (1 步 =6 尺 ),d = 1000 步 ,al = 


(m)rco3so<— ag ==z=— = 


Esa Bm arma 


e 


A f A E 


123 #, a = 127 步 . 代 人 上 述 公式 
5 x 1 000 


y= 127 — 123 + 5 = 1 2550F) 
123 x 1 000 _ 
= 3281000 - 30750( 步 ) 


因为 1 里 = 300 步 , 故 可 得 岛 高 4 里 55 步 , 岛 距 前 表 102 里 150 步 . 
在 测量 计算 公式 中 Ji 是 两 个 差 数 之 比 ,d 是 两 个 标杆 对 被 测 物 的 距 


离 差 , az - at 是 两 个 标杆 的 影 差 , 故 这 种 测量 方法 称 之 为 重 差 术 .这 种 测量 方 
法 解决 了 直接 测量 所 不 可 能 解决 的 问题 ,类 似 地 ,还 有 如 下 的 “ 望 清 渊 " 问题 : 

今 有 望 清 渊 , 济 下 有 白石 . 翁 矩 岸上 , 令 勾 高 (4B) 三 尺 , 斜 望 水 岸 ,和 人 下 股 
(BD) 四 尺 五 寸 . 望 白石 ,入 下 股 ( BC) 二 尺 四 寸 .又 设 重 矩 于 上 ,其 间 相 去 (4E) 
四 尺 . 更 从 勾 端 斜 望 水 岸 , A EJR( FH) 四 尺 .以 望 白石 ,人 上 股 (FC) 二 尺 二 
十 . 问 水 深 几何 ? 

本 题 是 (海岛 算 经 》 第 7 题 .如 图 1.19, 设 想 在 陡峭 的 渊 岸 
上 某 处 用 和 矩 4BD( 矩 是 我 国 古代 的 主要 测算 工具 ,是 两 根 尺子 
在 一 端 互相 垂直 ) 观测 两 个 目标 水 岸 M 和 白石 N. 记 录 观 测 时 
在 股 上 的 数据 BD 和 有 BC ,然后 又 从 甜 直 的 上 方 相距 AE( 已 知 ) 
处 用 和 矩 EFH 再 次 观测 M 和 NN, 记 下 股 上 的 数据 FH 和 FC. 连同 
已 知 矩 的 勾 长 AB = EF, VRE ABD 与 水 面 的 距离 BK ,就 能 
用 位 似 勾 股 形 的 对 应 勾 股 成 比例 的 性 质 算出 水 深 KL T. 

答案 是 水 深 1 丈 2 尺 . 图 1.19 

刘 徽 这 种 理论 服务 于 测量 实践 的 范例 ,为 后 世 治 数学 者 之 楷模 ,形成 了 中 
国 数学 理论 与 实践 相 结合 的 优良 传统 .宋代 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》(1247) 第 七 、 八 
卷 测 望 类 “ 望 山高 远 " 等 共 9 题 ,其 中 与 刘 徽 《海岛 算 经 ) 解 题 方法 相似 者 有 “ 望 
山高 远 "“ 表 望 浮 图 "“ 表 望 方 城 ” 等 问题 ,而 “ 遥 度 圆 城 "“ 望 敌 圆 营 ” 等 题 却 
运用 了 别 的 数学 知识 , 较 之 《海岛 算 经 》 又 有 了 新 的 发 展 . 元 代 朱 世 杰 《四 元 玉 
监 》(1303) 第 五 卷 * 勾 股 测 望 " 共 8 题 ,与 《海岛 算 经 》 方 法 相 类 者 在 半数 以 上 ,其 
中 “ 今 有 方 城 上 有 成 楼 不 知 高 远 ”一 题 的 解 题 术 虽 与 《海岛 算 经 》 中 “ 测 望海 岛 ” 
相同 ,但 却 把 “人 目 著 地 ”改进 为 “人 目 高 四 尺 ”, 说 明 在 测量 方法 上 有 了 新 的 进 
步 


测 望 问题 在 古 希 腊 也 有 所 发 现 ,不 过 是 限于 一 次 测 望 .7 世纪 时 ,印度 数学 
著作 中 才 出 现 了 一 道 与 4 海岛 算 经 》 十 分 相似 的 两 次 测 望 问题 ,到 了 15,16 世 
纪 , 欧 洲 的 数学 著作 中 也 只 有 较 简 单 的 两 次 测 望 问题 .而 刘 徽 早 在 3 世纪 便 解 
决 了 一 至 四 次 测 望 问题 ,他 的 功绩 在 测量 学 史上 是 不 可 磨灭 的 . 


党 共 边 比例 定理 


先 给 出 一 个 基本 命题 ,再 介绍 定理 的 内 容 与 证 明 :O@ 


基本 命题 ” 设 人 4BC 的 边 48 上 有 一 点 杂 ,如 果 有 AM = AAB RAY = A, 
则 
Saame = SehBc 
或 Saauc AM 


Sec 7 ° 7 AB 
共 边 比例 定理 FER AB 与 直线 PQ 2 M , W 
Sapna _ PM 


Sawa = QM 
证 明 ”图 形 有 4 种 情形 (图 1.20). 


P P P 
— Diana 
4 # z A B M 
(a) (b) (c) 


(a) 
图 1.20 
由 基本 命题 ,有 
SAPAM = HS aom Sam = Qaqa 
由 上 述 两 式 相 加 ,对 于 图 1.20 (a), (b) 有 


Sapa _ PM 
Sags = QM 
由 上 述 两 式 相 减 ,对 于 图 1.20 中 (e),(d) 有 
Sapa _ PM 
Sagu 7 QM 


或 者 在 直线 AB 上 另 取 一 点 NN, 使 MN = 4B, 则 
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NO 
oN 


(e) p<ao< a Z= === 


NO 几何 A 瑰宝 
ON 
或 者 由 
Sam _ Sarn . Sarm .Saows _ AB .PM , MB _ PM 
Saq ~ Sarme Seow Sagas “MB QM AB © QM 
£ 即 证 . 
1 
多 必定 比分 点 公式 
题 
m 
£ 定 比分 点 公式 Æ P,Q 两 点 在 直线 AB 的 同 侧 ( 即 线段 不 与 直线 AB 相 
S 交 ), 点 C 在 线段 PO 上 , 且 PC = 4PQ, 则 
他 Saane = ASAqa + (1 - à) Sap 
证 明 ”如 图 1.21, 设 四 边 形 PABO 的 面积 为 5, 则 由 C 2 
共 边 比例 定理 ,有 P 
® Same _ Samec _ PC) 
S- Sags Saa PQ ` 1 J 
即 Saare = A(S - Sage) 
Sasco _ Sasco _ CQ _ PQ-PC_ 3 h 图 1.21 
SC Sans ` Sarg PQ PE = 
BJ) Sasco = (1 - A)(S - Sapa) 


从 而 Saa = S - Saare = Sang = 
S -A(S - Sawa) - (t - A)(S - Sapa) = 
ASa@ + (1 ~ A)Sapa 


Ë 1. 上 述 证 明 不 能 包括 所 有 的 情形 . 如 图 1.22, 这 时 其 证 明 P 
就 要 改写 成 为 
Sag = S- Sase + Sasco = 
SASapm + (1-A) Sarg = 
S-A(S-Sagqa)+(1+A)(Sapm-s) = 二 b 
ASags + (1-A) Sare 
2. 虽 然 题 设 中 线段 PO 不 与 直线 4B 相 交 , 但 有 可 能 直线 PO 与 直 
线 AB 相交 ,这 时 不 妨 设 直线 PQ + AB 交 于 点 杂 , 如 图 1.23 所 示 . 
由 共 边 比例 定理 ,有 


图 1.22 


Saps _ Saos _ Saos 
PM = CM = QM 
IEE Sag = S. 
CR — DA paR 2298 Z SACAR 
从 而 x AP。 Sa a 


CM-PM_ = QM- CM 


Treasure N Geometry 


umepona iam = e a 器 - T% 
即 (1-A) Sars - Sac) = A(Sacu - Saqu) 
解 出 得 。 Sac = ASagw + (1- A) Sap 

3.3⁄ P, Q 两 点 在 直线 4B 的 异 侧 , 则 有 

定 比 分 点 公式 补充 。 若 线段 PQ 与 直线 48 交 于 点 M， 
点 C 在 线段 PH 上 ,并 且 PC = APQ, W Same = (1- 
A) Sara - ASeo， 

证 明 ”如 图 1,24, 应 用 共 边 比例 定理 ,得 


Sapa _ Sacu _ Saga 
PM = CM = QM 


于 是 有 

Sapa = Sace x Saca + Sao 

PM-CM = CM+ QM 

也 就 是 

Sapa - Sac _ PM - CM PC 

Sacs + Saga = CM + QM = CQ 
解 出 得 Saase = (1- à) Saps = 1Saom 
N 
Koa 


平行 线 与 面积 的 关系 定理 若 直 线 MN // AB, W Same = Sama; 反 过 


来 ,车 Sea = SAms, 则 MN // AB. 
证 明 ” 先 证 前 面 的 结论 ,用 反 证 法 . 


若 Sams # Sams, PWP Sawa > San, 如 图 
1.25. 此 时 直线 MN $ AB 必 相 交 . 下 面 证 明 这 个 结论 : 


事实 上 ,对 于 线段 MN 延长 线 上 任 一 点 P, 记 的 = 


,由 定 比 分 点 公式 ,可 知 
Same = ÀSAapa + (1 - A)SAams 


Sa, 
Sams 


取 A=1- 


0, 即 直线 AB 与 MN 交 于 点 已 ,这 与 MN // AB 矛盾 ,所 以 Sams > Sana 不 可 


能 (同样 可 证 Same < Sana 不 可 能 ) , 故 
Sawa = Sanae 


再 证 反 过 来 的 结论 ,用 反 证 法 . 


图 1.24 


MECN Sams < SAMia. 这 是 可 以 取 的 ) RAER Sars = 


NO 
oN 


(m) p= agua m= 


NO 
ON 


| 


e 


JR. f A = 


BER MN SAB ñi3e puk L MSSM = ML, 1, Sama > Sawa, 这 


与 题 设 Same = Sam 矛盾 .从 而 假定 直线 MN 与 4B 相交 不 成 立 , 故 MN // 
AB. 


党 平行 和 


平行 线 分 线段 成 比例 定理 FER 41,12,13 WE L / L / h, ER AC, 
DF RIZ L, h, lh FA,B,CHD,E,F, W 


AB _ DE 
= EF 

证 明 ”如 图 1.26, 联 结 AE , BD , BF, CE, 则 
Sase _ AB Sane _ DE 


Sase ™ BC’ Saser ™ EF 
H h / b // H 


Saane = Sange» SABCE = SABEF 


从 而 4B _ DE 


注 ”此 定理 的 逆 定 理 也 是 成 立 的 . 

上 述 定理 有 下 列 推论 : 

推论 1 平行 于 三 角形 一 边 的 直线 截 其 他 两 边 (或 两 边 的 延长 线 ) ,所 得 的 
对 应 线段 成 比例 ,反之 亦 真 . 

推论 2 一 直线 束 截 两 条 平行 直线 ,所 得 的 对 应 线段 成 比例 . 

推论 3 若 一 直线 束 中 的 直线 PAB, PCD, PEF 上 的 点 4,B,C,D,E,F 满 
Æ AC // BD, CE // DF ,WJ AE // BF. 


人 党 平行 线 唯一 性 定理 


平行 线 从 一 性 定理 ”过 直线 AB 外 一 点 ,有 且 只 有 一 条 直线 PQ 平行 于 
AB. 

证 明 ”如 图 1.27, 联 结 PB, 设 PB HANM, 联结 4M 延长 至 0, 使 
MQ = 4M, 则 


Treasure ~ Geometry 
Saang = 2SAAMB = SAABP z o 
从 而 PỌ // AB NA 
这 证 明了 过 点 P 可 作 48 的 平行 线 . AAA go 
再 证 唯一 性 .车 1 也 是 过 点 P 的 另 一 条 与 48 平行 的 — S 


直线 ,不 妨 设 与 BQ 的 交点 Q' 在 B,0 之 间 , 这 时 Sagas < 
Sarn: (B Sargo + Sagas = Saga = Saras), FÆLIR 
与 AB 平行 . 


学 两 平行 线 与 第 三 直线 平行 定理 


两 平行 线 与 第 三 直线 平行 定理 FER AB // CD ,直线 CD // PQ, 则 直 
线 AB // PQ. 


证 明 ”如 图 1.28, 在 直线 CD ERAM, El MER 
条 直线 分 别 交 AB, PQ FAA, B, P,Q. ER 4P, BQ 与 另 
一 直线 CD 交 于 点 C, D. 由 平分 线 分 线段 成 比例 定理 及 


共 边 比例 定理 ,有 P O 
AM _ BD _ BM Sasu _ AM Samo _ BM 
MQ = DQ = MP'’Sagru = MQ’Sapug = MP 图 1.28 
从 而 Saa = Sang 
即 有 Saam = Sanr 
故 AB // PQ 


兴 平 行 线 判 定 定理 


平行 线 判定 定理 。 两 条 直线 与 第 三 条 直线 相交 ,车 同位 角 相等 , 则 这 两 条 
直线 平行 . 

证 明 ”如 图 1.29, 若 直线 48 与 CD 交 于 点 下， 
直线 1 与 4B,CD 分 别 交 于 点 P,0, 取 PQ 的 中 点 ， 
4 .图形 绕 M 旋转 180", 则 点 已 转 到 点 @ ,直线 aB “ 
与 CD 换 位 ,而 交点 X 变 为 点 .这样 两 条 直线 就 
交 于 两 点 了 . 

故 AB, CD 不 相交 , 即 AB // CD. 


NO 
LA 


(m)rp<3ao— ag a= = 


>K 


Fume B mima asa 


R f Z m < 


Ë “1. 由 此 定理 ,可 推出 若 内 错 角 相 等 或 同 旁 内 角 互 补 , 则 两 条 直线 平行 . 
2. 由 此 定理 ,再 利用 平行 线 的 唯一 性 , 便 可 推出 : 若 AB // CD, 则 它们 被 另 一 直线 所 截 
时 ,其 同位 角 相等 . 


党 共 角 比 例 定理 


共 角 比例 定理 若 ZABC 与 ZAB'C 相等 或 互补 , 则 有 
SA4Bc = AB: BC (或 Saame = Sawee ) 
Sosse ~ A'B' - BC ™AB. BC 7 A'B' .BC 
证 明 ”把 两 个 三 角形 拼 在 一 起 ,让 Z B 的 两 边 所 在 直线 与 一 有 的 两 边 所 
在 直线 重合 ,如 图 1.30 所 示 ,其 中 图 (a) 是 两 角 相 等 的 情形 ,图 (b) 是 两 角 互补 
的 情形 ,两 情形 下 都 有 
Saame _ Sac , Sanse _ AB . BC 
Sawee ~ Sanm Sarwe ™ A'B' B'C 
共 角 比例 定理 的 推广 一 4BC 与 人 XYZ 相等 或 互补 ,点 在 直线 4B 上 且 
不 同 于 4, 点 Q 在 直线 XY 上 且 不 同 于 X, 则 
Samc _ PA» BC 
Sagaz ` QX- YZ 
证 明 ”不 妨 设 8,C,X,Y 共 线 ( 图 1.31), 则 


Sapc _ Sarac , Sazpc , Samy _ PA , BC , XY _ PA- BC 
SAoZ Sazsc Sazy Sagz ZB XY QX QX: YZ 


B(BY) A 4 A BB) 4 


党 共 角 比例 不 等 式 


共 角 比例 不 等 式 “如果 人 4BC > 了 人 4'B'C' ,而 且 两 角 之 和 小 于 180P, 则 


Saage AB - BC SAhac Saree 
Sarre > AB- B'C AB - BC > AB BC) 


Treasure N Geometry 


W E ZABC = a,ZAB'C = B. p 
如 图 1.32, 作 一 个 顶 角 为 a - 8 的 等 腰 A PQR ,延长 
QR 至 $, 使 人 RPS = 8, 则 二 QPS = a. 由 共 角 比例 定理 ， 
有 o R S 
Saa Sagps SARP Sazgc 图 1.32 
AB - BC™ PQ > PS > PR- PS = TB BG 
党 等 腰 三 角形 判定 定理 


等 腰 三 角形 判定 定理 ”在 全 4BC 中 ,车 人 B = 人 C, 则 4B = AC. 
证 明 ”把 公 4BC 和 公 ACB 看 成 两 个 三 角形 ,由 共 角 比例 定理 ,有 


1 = Sac _ AB- BC _ AB 
Sauce = AC + BC = AC 


故 AB = AC. 


e F= fJ E Oe pa 


YREIMKERER ”在 人 4BC 中 ,车 4B = 4C, 则 一 B = ZC. 
证 明 ”用 反 证 法 .假定 Z B x ZC,A BH Z B > 全 C. 由 共 角 比例 不 等 
式 ,得 


_ Saa 、4B ,BC _ AB 
= Sasca > AC BC 7 AC 


推出 4C > AB 与 4C = AB Ñ, i ZB = ZC. 


党 三 角形 大 角 对 大 边 定理 


三 角形 大 角 对 大 边 定理 ”在 人 4BC 中 ,车 人 B > ZC,WJ AC > AB. 
证 明 ”把 人 4BC 和 公 4CB 看 成 两 个 三 角形 ,对 它们 用 共 角 比例 不 等 式 ， 


_ Samce 、4B .BC _ AB 
= Sauce > 40 BC = 


故 AC > AB 


[e)r gas gsm = 


SO 
ex 


ihpp ËB mima asia 


Ë 


党 三 角形 大 边 对 大 角 定 理 


三 角形 大 边 对 大 角 定 理 。” 在 人 4BC 中 , 若 4C > 4B, 则 LB > ZC. 

证 明 ”用 反 征 法 .车 Z B 不 大 于 人 C, 有 两 种 可 能 : 

当 人 B = 人 C 时 ,这 时 必 有 AC = AB, SBA AC > AB 矛盾 ， 

Š LB < 人 C 时 ,由 大 角 对 大 边 ,这 时 应 有 AB > 4C ,也 与 已 知 AC > AB 
FĀ. 

从 而 假定 Z B 不 大 于 人 C 不 成 立 , 故 LB > ZC. 


洗 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 定理 


三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 定理 ”在 人 4BC 中 ,4C + BC > 4B,AB + 
BC > AC,AB + AC > BC. 

证 法 1 仅 证 第 三 式 , 设 AB < BC,4C < BC( 因 
AB,AC 中 有 一 边 大 于 8C , 则 结论 显然 成 立 ). 

如 图 1.33, 在 BC ERAM, iE BM = B4, 则 


LBMA = BAM 
而 < BAC < 180 = Z BMC + LAMC 
从 而 Z MAC = ZX BAC - Z BAM 
L180 - Z BMA = ZAMC 
于 是 MC < AC 
故 AB + AC = BM + AC > BM + MC = BC 


证 法 2 ”因为 大 角 对 大 边 , 则 只 要 证 明 较 小 的 两 角 对 边 之 和 大 于 最 大 角 对 
边 即 可 .不 妨 设 ZA 不 小 于 人 B 和 一 C, 作 边 BC 上 的 高 4D ,由 共 角 比例 不 等 
式 ,有 


1 = Sama 、BD - AD _ BD 
= Samo > BA- AD = BA 


BI AB > BD. ÑS AC > DC, 故 
AB + AC > BD + DC = BC 


共 角 比 例 道 定理 ”在 人 4BC 和 人 和 BC' ih HE = AB. BC. py 
ABC 
LB 与 人 B' MERTA 
证 明 。 用 反 证 法 .假设 Zp, LB 不 相等 也 不 互补 ,不 妨 设 B > LB 
这 时 有 两 种 情形 :人 8B + Z B' < 180R ZB + ZB' > 180. 
# ZB + LB < 180", 由 共 角 比例 不 等 式 ,得 


Samce _ _AB. BC 
Savec > AB' .BC 


这 与 题 给 条 件 矛 盾 . 
Æ LB + ZB' > 180 ,如 图 1.34, 延 长 AB 至 D, 使 | 
BD = AB, 延长 4'B' X D 使 BD = AB. 这 时 ， a e 
人 LDBC + 人 D'B'C' < 180P, 而 且 -A 
LDBC = 18 ~ LB < 18? - ZB' = ZD'B'C' 
由 共 角 比例 不 等 式 ,得 
Savec _ B'D' + B'C 
Sapc ” BD- BC 
但 由 共 边 比例 定理 , 知 
Sarge = Sapre, Sapee = SAABC 
B'D' = A'B',BD = AB 


且 
故 上 述 不 等 式 , 即 为 
Saa. _ _AB ' BC 
Sasse < A'B- B'O 
这 也 与 已 知 题 给 条 件 矛盾 ， 
从 而 假设 < B, Z p' 不 相等 也 不 互补 不 成 立 . 
故 Z B 与 Z B' 相等 或 互补 . 


必 三 角形 角 平 分 线 判 定 定理 


三 角形 角 平分 线 判定 定理 ”在 全 4BC 中 ,点 DD 是 边 B8C t-A 850 = 


NO 
ON 


(e) g< aE === 


NO 
ON 


FERS mima Š ISEK 


AB 
AB W AD PA ZA. 


证 明 ”由 共 边 比例 定理 ,有 
Sas _ BD _ AB 4B:4D 


Sepmc ™ DC " AC = AD. AC 
再 由 共和 角 比 例 逆 定 理 知 ,和 BAD 与 Z DAC 相等 或 互补 . 
M < BAD 与 Z DAC 均 为 锐角 , 故 人 BAD = Z DAC. 
即 AD 平分 ZA. 


党 三 角形 两 边 夹 角 正 弦 面积 公式 


这 里 先 给 出 角 a 的 正弦 定义 ,再 介绍 面积 公式 . 

角 a 的 正弦 MMA aP < a < 1800), EKA 1 的 等 腰 三 角形 ,其 面积 
的 数量 记 为 S(a). S(a) 的 2 倍 叫做 a 的 正弦 , 记 作 sin a. 特 别 地 , 当 a = 90° 
时 ,sin a = 1. 

三 角形 的 面积 公式 ”对 任意 的 人 4BC ,内 角 分 别 记 为 4, 8,C, 它 们 所 对 
HARA a,b,c, M 


Same = besin A = 二 acsin B = 二 absin C 
证 明 ”在 共 角 比例 定理 中 , 取 L4' = ZA,A'B' = 1,4'C' = 1, 则 


Saam Samc _ _be 


Siira S sin. A Ixi 


Bp SAhac = L bcsin A = 去 tesin A 


同 理 , 可 证 Sac = L acsin B= Labsin c. 


F 41885 B Eka H BJ EJE BE 


平行 线 与 直线 垂直 的 性 质 定理 ”直线 PQ / 4B, 若 直线 15 AB 垂直 , 则 
L 也 与 PQ 垂直. 

证 明 ”如 图 1.35, 直 线 1 交 4B 于 M, 交 PQ 于 A. 用 反 证 法 证 明 该 结论 . 

设 人 NWB = 90, 而 人 MNQ + 9. š N EPO 的 垂 线 交 4B FS, E PE E 


Treasure N Geometry 


取 异 于 点 N 的 点 .由 PQ // AB,44 
TKN « SN = + KN - SN ` sin OF = Sams = Sanm = 


À KN + MN sin Z KNM 4 


$ 


L sM. MN = À KN > SN sin OFP = Seam = 


SM - SN - sin ZNSM 


上 述 两 式 化 简 , 分 别 得 到 
SN = MN : sin LKNM < MN,MN = SN sin NSM < SN 
这 是 两 个 互相 矛盾 的 式 子 , 从 而 设 人 MNQ 90 是 错误 的 , 故 ! 上 PQ. 


尝 平行 线性 质 定理 


定理 1 ”垂直 于 同一 条 直线 的 两 条 直线 平行 . 


直线 h l b,b Lh RE: h / b. 四 

证 明 。 用 反 证 法 .如 图 1.36, 假 设 41 与 4, 不 平行 , 丰 4 4 
# 及 分 别 交 h, FA, B WTX BES Y47008 L, 3 
设 P,@ 分 别 为 ,14 上 异 于 点 BRAN b5 垂直 ,有 Fh 
LABQ = 9P. 而 4 与 4 垂直 ,也 有 人 4BP = 90.2 5R 


BP 与 BQ 不 重合 蔬 盾 ,因而 假设 4 与 L, 不 平行 是 不 成 立 图 1.36 
的 , 故 l / b. 
定理 2 平行 线 处 处 等 距 . 
直线 1/ 12,4B 上 ,4B L ,CD L h,CD 1, 求证 :4B = CD. 
证 明 ”如 图 1.37, 由 NW 42, 则 A c 


h 
Saas = SABpc 
而 Saa = +AB : BD. sin 90 = + AB + BD i 
B D A 
L di -1gp. 
Sase = BD - CD .sin9 = + BD + CD i 


从 而 AB = CD 
定理 3 ”两 条 平行 直线 被 第 三 条 直线 所 截 ,内 错 角 相等 . 
直线 h // hL WAR L 分 别 交 h, lh 于 4,B, 求 证 :内 错 角 相 等 . 
证 明 ”如 图 1.38, 不 妨 设 4 与 ,4 不 垂直 .过 4,B 作 4,1; 的 垂 线 ,分 别 


NO 
oN 


(e) aos az sdm = 


b4 
ON 


Femer mim arsa 


几何 瑰宝 


X h,lı F P,Q.WJ PA | PB, 于 是 
Samp n Sapa _ PA: PB PB _ PB- AB 
Saag ™ Saso ™ PA: QA " QA 7 QA- AB 
由 共和 角 比 例 逆 定 理 知 , 人 PBA 和 人 BAQ 相等 或 互补 ， 
而 两 者 均 为 锐角 , 故 PBA = Z BAQ, MARREN. 


图 1.38 
注 ”由 此 结论 ,立即 可 推 得 两 条 平行 线 被 第 三 直线 所 截 , 同 位 角 相等 , 同 旁 内 角 互 补 . 


党 三 角形 中 位 线 定理 


三 角形 中 位 线 定理 。 三 角形 两 边 中 点 连 线 平行 于 第 三 边 , 且 等 于 第 三 边 
的 一 半 ， 

证 明 ”如 图 1.39, 设 M,NW 分 别 是 人 4BC 的 边 4B ,4C A 
的 中 点 , 则 由 共 边 比例 定理 有 


Sanc = 到 Same = SABMC 


从 而 ,MN // BC. 
于 是 ZBNM = 人 NBC ,由 共 负 比 例 定 理 , 有 


1 
MN _ MN: BN _ Somm 了 Se 1 


BC = BC- BN = Samce © Saw ~ 2 


或 1 _ AM: AN Sa _ AM MN _ 1 ,MN 
4  AB-AC ” Samc — AB. BC ` 2 ` BC 
故 BC = 2MN 
愉 三 角形 角 平 分 线性 质 定理 


三 角形 角 平分 线性 质 定理 三 角形 的 内 (外 ) 角 平分 线 分 对 边 所 得 两 条 线 
段 与 这 个 角 的 两 边 对 应 成 比例 . 
如 图 1.40, 车 P 为 人 4BC 中 人 人 4 的 内 (外 ) 角 平分 线 与 BC 的 交点 , 则 外 = 


BP 
cp ` 
上 述 定理 的 发 现 者 没有 留 下 姓名 ,但 它 确 是 平面 几何 中 最 重要 最 基本 的 定 


理 之 一 . 


图 1.40 
证 明 ”如 图 1.40, 作 CE // AP 交 BA( 或 延长 线 ) 于 EE, 则 AC = 4E, 故 有 


AB _ AB _ BP 
AC ` AE " CP 


这 种 证 明 是 简单 的 , 且 还 有 三 角 的 \ 面 积 的 、 解 析 的 各 种 证 法 等 多 种 ,有 兴 
趣 的 读者 可 自己 证 明 . 


党 三 角形 角 平 分 线性 质 定理 的 推广 
定理 1 Ë D 2 AABC 底 边 BC 上 任意 一 点 (点 C 除外 ), 则 
BD _ ABsin Z BAD 
CD = ACsin Z DAC 
证 明 ”如 图 1.41, 有 A 
BD Samp “ÁB: ADsin ¿BAD 
CD Same LAC- ADsin ZDAC 
B [ei 
ABsin Z BAD 
4Csin Z DAC 图 1.41 


显然 , 角 平 分 线 定理 是 其 特例 . 
定理 2 i Di,D; 为 人 ABC 的 边 BC 上 的 两 点 , 若 人 B4D = 人 D24C, 则 
AB? _ BD, ` BD, 


AG: ` CD, : CD; 
证 明 ”过 8B 作 与 4C 平 行 的 直线 交 4D, 的 延长 线 于 N, X AD, 的 延长 线 于 
MWH ABD,M co A CD,A,# 


BM _ BD; 
AC “= D2C © 


H AABN cO AMBA, # 


SO 
ON 


(e)rp<3ao< agua =-= 


NO 
oN 


Enga B mim amia 


即 BM = 
H A BND, co ACAD, H 
BD, _ BN 
D.C = AC 
BD, .4C 
Bp BN = D.C 


将 @,@ 代 人 中 , 即 有 
AB? BD. : BD; 
AC? = CD, - CD, 


注 ”此 定理 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 ,我 们 可 将 定理 2 改写 为 : 


设 D, Da FÈ A ABC WI BC LERIA B, CRA), W Z BAD, = Z DAC 的 充 要 


条 件 是 


AB AC’ 
BD, . BD, = €D, ` GD, 


事实 上 ,由 三 角形 正弦 定理 ,有 


AB? _ AB:AB _ sin LADIB. sin Z AD,B 
BD, ° BD, 7 BD, ` BD, © sin Z BAD, ` sin Z BAD, 
AC? AC: AC _ sin LADC sin LADIC 


CD, : CD, “ CD, CD ” sin Z CAD, ` sin Z CAD, 
& ZBAD, = a, Z DAD, = B, Z CAD, = y. 
充分 性 , 当 式 (* ) 成 立时 , 易 得 sin a ° sin(a + B) = sin y ° sin(B + y). 
Wat B + 7 为 一 整体 , 则 可 得 
sin(a - y) 'sin(a2 +8+ y) = 0 
由 于 0<a+p8+y<lsp,0< ay<9p, 从 而 ac = y. 
必要 性 . 当 a = 7 时 ,注意 到 B, D, Da, C 共 线 ,显然 有 式 ( * ) 成 立 . 
类 似 于 定理 1 的 证 明 , 我 们 还 可 推 证 得 如 下 定理 : 
EWI D,E, FSAA A ABC 的 边 BC, CA, AB 上 的 点 , 则 
DB: EC : FA _ sin Z DAB : sin Z EBC : sin Z FCA 
DC - EA ` FB ` sin ZDAC - sin ZEBA + sin Z FCB 
定理 4 D, DTE A ABC 的 边 BC 上 , 则 
DiB. DB _ sin LD,AB | sin Z D24B 
D.C DC ` sin LDIAC ` sin Z D;AC 


(*) 


定理 5 设 三 条 直线 相交 于 点 已 ,被 一 条 直线 截 于 4,B,C ,被 另 一 条 直线 


截 于 4',B',C', 则 
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AC AC = PC ` PC' 
定理 6 ” 设 四 条 直线 共 点 ,被 一 条 直线 截 于 A, 42,43,h4, 被 另 一 条 直线 
XT B1, B2, B3, B4, W 
AA. 4243 _ BiB, , B2B, 
AA, AA, = BiB, BB 
定理 7 ”四 面体 的 二 面 角 内 (外 ) 平分 平面 分 对 楼 所 得 两 条 线段 与 这 个 二 
面 角 的 两 个 面 的 面积 对 应 成 比例 ， 
证 明 ”如 图 1.42, 平 面 BCE 和 BCF 分 别 是 四 面体 
A - BCD 的 二 面 角 4 - BC ~ D 的 内 、 外 平分 平面 , 设 AD E 
与 平面 BCE 的 夹 角 为 a, 则 四 面体 4- BCE 与 D - BCE g 2° 
体积 之 比 为 


(e) gas ZEx==z— =s 


I Ñ Sanc ° AEsin a _ AE 
= DE 


e 


Jp-acg 1 


y Sasag * DEsin a 1.42 
又 依 题 设 知 ,E 到 平面 48C 及 BCD 等 距离 , 则 


定理 ”任意 一 个 三 角形 三 内 角 之 和 不 大 于 180( 在 证 明 过 程 中 不 许 应 用 
平行 公理 或 其 等 价 命题 ). 


勒 让 德 利 用 反 证 法 证 明了 这 个 定理 ， 

证 法 1 设 公 4B1C 内 角 之 和 大 于 180. 如 图 1.43, 在 AC 延长 线 上 依次 截 
取 CC, = C1Cz = … = Cn_zCn-1 = 4C, 再 分 别 以 CC1, CiCz，…, Cn-2Cn-1 为 
底 作 全 等 三 角形 , 即 


AAB,.C 2 A GB,C 2 入 ciB CG, e Q A C,.,B,C,-) 
再 联结 B. B2，…, B.B, B,-18,( 注 意 ,认为 B1,B8,,…,B8 在 一 直线 上 是 
没有 根据 的 ) , 则 又 得 一 些 全 等 三 角形 


Fame BME Sarsia 


AB, CB, 2 人 BC1B LQ 2 A B,.,C, >B, 

再 作 与 上 述 三 角形 全 等 的 A BAB. 

在 有 两 组 对 应 边 相等 的 两 三 角形 中 , 夹 角 大 的 第 三 边 大 . 在 公 AB1C 和 
AB, CB; 中, 不妨 设 人 4B1C > 一 BiCBa( 当 一 4B1C < 人 Bi1CBs 时 证 法 类 似 )， 
则 B.B, < AC,AC - B.B, > 0, 故 AC - B.B, 是 某 一 线段 , 则 

AB + BB, + B.B, + = + BiB, + B,C) > 
AC + CCi + CiC2 + … + Cr-2Cn-l 
即 AB + nB, B> + BC > nAC 
又 由 B,C,_, = AB, W 
2AB + nB,B, > nAC 
即 n(AC - BiB2) < 2AB 
其 中 n 为 任意 自然 数 ， 

但 是 后 一 个 不 等 式 违背 阿 基 米 德 公理 ,根据 阿 基 米 德 公理 ,对 于 线段 AC - 
B.B, 一定 可 以 找到 一 个 充分 大 的 数 n, 使 n(4C - B.B.) > 2AB , 故 三 角形 内 角 
和 不 能 大 于 180. 

勒 让 德 (Legendre,1752 一 1833) ,法 国 数学 家 ,在 数论 ,测量 学 、 理 论 天 文学 、 
椭 贺 函数 论 等 方面 都 有 重要 成 就 ,所 编 教 本 如 《几何 学 》《 椭 圆 函 数 和 欧 拉 积 
分 》 等 都 有 深远 的 影响 .他 在 寻找 第 五 公设 证 明 时 ,作出 了 一 连 串 有 关 三 角形 
内 角 和 的 定理 .他 的 研究 成 果 对 罗 巴 切 夫 斯 基 (JIodauescku,1793 一 1856) 影响 
很 大 . 罗 巴 切 夫 斯 基 在 建立 非 欧 几何 中 显然 采取 了 勒 让 德 的 某 些 推理 方法 、 

欧 几 里 得 (几何 原本 》 的 出 发 点 是 一 些 从 大 批 几 何事 实 中 总 结 出 来 的 基本 
概念 和 命题 , 即 “ 定 义 "“ 公 理 ” 和 “公设 ”. 从 这 很 小 的 一 部 分 基本 命题 出 发 ,他 
证 明了 几乎 是 当时 所 知道 的 全 部 的 几何 命题 , 他 的 方法 体现 了 近代 数学 中 公理 
方法 的 基本 思想 .但 用 现代 的 严格 标准 来 看 《几何 原本 》, 它 有 严重 的 缺点 ,就 是 
很 不 严格 .在 《几何 原本 》 中 共有 五 条 公设 .前 四 条 公设 可 以 说 确实 取得 了 公 
认 , 唯 有 第 五 公设 ( 同 平面 两 直线 与 第 三 直线 相交 , 若 其 中 一 侧 的 两 个 内 角 之 和 
小 于 二 直角 , 则 该 两 直线 必 在 这 一 侧 相交 ) 例外 ,没有 得 到 公认 .于 是 不 少 人 提 
出 来 要 把 它 作为 定理 来 证 明 ,这 就 是 所 谓 的 第 五 公设 的 问题 . 第 五 公设 的 证 明 
一 直 坚 持 研究 了 两 千 多 年 而 仍 归于 失败 ,到 19 世纪 初 , 罗 巴 切 夫 斯 基 (1826) 和 


Treasure N Geometry >< 


鲍 耶 (Baoye,1802 一 1860)(1832) 才 提出 了 最 后 的 解决 ,就 是 :这 个 证 明 是 不 可 能 
的 .从 而 产生 了 “ 非 欧 几何 ”. 

证 法 2 ”如 图 1.44, 在 人 48BC tP, M 为 边 48 延长 c 
线 上 一 点 ,过 8B8 作 BN // AC , 则 由 同位 角 相 等 ,内 错 角 相 
等 有 


< CAB = NBM, ACB = Z CBN 4 
故 
ZA + ZC + ZB = ZNBM + Z CBN + 一 Ca4 = 180 
由 内 角 和 定理 可 得 下 述 推论 ， 
推论 1 三 角形 的 一 个 外 角 等 于 与 它 不 相 邻 的 两 个 内 角 的 和 . 
推论 2 ”三 角形 的 外 角 和 等 于 36. 
推论 3 三 角形 的 一 个 外 角 大 于 任何 一 个 与 它 不 相 邻 的 内 角 . 


党 三 角形 的 余 面积 公式 


[wj}r 吕 OK 并 


先 给 出 余 面 积 的 概念 , 色 股 差 的 概念 ,再 介绍 公式 内 容 . 
余 面 积 的 定义 “与 A48C 有 关 的 量词 ab cos C, Mik AABC RF L C 
余 面积 , 记 作 Sc = Sars = +a “cos C, BRIa = Šara = Še. 


三 角形 角 的 勾 股 关 Wb +e- a? mik A ABC 中 关于 ZA 的 勾 股 差 . 
余 面积 公式 ”在 任意 全 4BC 中 ,关于 某 角 的 余 面积 ,等 于 三 角形 中 关于 此 


角 的 勾 股 差 的 证 . 
W 4 ABC < 90 时 , 作 正 方形 ,如 图 1.45(a) 所 示 , 则 
Sa = Šanse = 和 col = 


Ñ accos Z ABC = 


2 acsin Z ABQ = 


g 
" 
tnt 
Ë 
8 

" 
Q 
š 
" 


absin Z ACP = Sancp 图 1.45 


Fena B mtam g ISEH 


e 
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如 果 当 Z ABC > W 时 , 作 正 方形 如 图 1.45(b) 所 示 , 则 


SS Sa aS Sara e L acoos ZABC =- L acsin LABQ =- Sasso 


Be = Sarca = Žana = Laboos ZACB = Labsin LACP = Sacr 
于 是 $, + Sc = Hae 
£ 1 
= >š, +Š = x 
Ha + e- b?), e = Fa +P- 2) 


先 给 出 三 点 勾 股 差 的 概念 与 性 质 ,再 介绍 定理 内 容 . 
三 点 勾 股 差 的 定义 HERZEN A,B,C, ARÉ Piac 定义 为 
Pasc = AB? + BC - AC? 
三 点 勾 股 差 的 基本 性 质 ARË Pic = 0e 两 点 4,B 重合 ,或 B, C TK 
A, 或 人 ABC = 90P;Puac = PemsPigc + Paca = 2BC2; Pace = 2AB ， 
BCcos 人 ABC( 三 角形 余弦 定理 ). 


勾 股 关 定 理 。 若 ZABC = ZXYZ.M| 2 = y 


注 ”由 三角 形 余弦 定理 即 证 ; 当 一 4BC 与 Z XYZ 互补 时 其 特例 即 为 斯 特 瓦尔 特定 理 ， 
结论 式 两 边 分 别 除 以 sin ZABC, sin Z AYZ IIIN AE = gE 


= Sam" 


党 三 角形 全 等 的 判定 定理 


定理 1 ( 边 , 边 , 边 判定 定理 ) 设 人 A4BC 与 人 4'B'C' 的 三 条 边 对 应 相等 ， 
BD BC = B'C',AC = A'C',AB = A'B',W| AABC L AA'B'C'. 

证 明 ”可 由 共和 角 比 例 逆 定 理 证 得 三 角 对 应 相等 ,由 此 即 证 . 

定理 2 ( 边 、 角 、 边 判定 定理 ) 在 公 4BC 与 公 4'B8'C' 中 ,车 BC = B'C'， 
AC =4C ,LAC = LC', 则 人 ABC 2 和 4BC' 

证 明 ”由 共 角 比例 定理 得 其 面积 相等 ,或 者 由 三 角形 面积 公式 得 面积 相 
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等 , 设 人 C 与 人 C' 重合 , 则 AB 与 4'8' 重合 ,转化 为 边 、 边 、 边 情形 . 
定理 3 ( 角 、 边 、 角 判定 定理 ) 在 人 4BC 与 人 4'B'C' 中 ,车 人 4 = 人 4'， 
AB =A'B',LB = LB', 则 人 ABC OO AA'B'C'. 
证 明 ”由 共 角 比例 定理 得 其 对 应 边 相 等 转化 为 边 、 边 、 边 情形 . 
定理 4 ( 角 、 边 、 边 判定 定理 ) 在 人 48C 与 人 4'B'C' 中 ,人 4 = 人 4',4B = 
A'B',BC = B'C' ,并且 ZC 5 ZC 不 互补 , 则 公 ABC 2 人 4A'B'C'. 
证 明 ”由 共 角 比例 定理 ,有 
Samec _ AB.AC _ AC _ AC: BC 
Same T A'B' AC TAC RCBC 
WHA e plik e B , LC 与 一 C' EREA N C Z C' 不 互补 .所 
以 ZC = 人 C'. 由 边 、 角 、 边 定理 , 则 AABE A AB'C'. 


兴 三 角形 相似 的 判定 定理 


定理 1 ( 角 、 角 判定 定理 ) 在 AABC 与 Ah'B'C' th, ZA = Z, 
ZB =LB', 则 人 ABC 人 A'B'C'. 
证 明 ”由 共 角 比 例 定理 ,注意 Zc = LCA 
Sac _ _AB: AC _ _AB: BC_ _ _AC : BC 
s = PB AC EB BC = AC BO 
AC BC AB 
从 而 xC = PC = HB 
故 A4BCmA4'BC 
定理 2 ( 边 、 角 、 边 判定 定理 ) 在 人 4BC 与 公 4'B'C' P, ZA = 人 4', 且 有 
AC AB wE 
pE = gip SABC CA4 BC 
证 明 如 图 1.46, 设 人 4 与 A 重合 , 记 = 
ZË = , 则 由 共 角 比 例 定理 (或 由 三 角形 面积 公式 ) 得 


Same AC _1 _AB _ Sase 
Sa AC k AB ` Sac 
从 而 Saane = Saaw 
即 有 SAacg = Sare 
于 是 BC // B'C' , 则 
LB = ZAB'C' = ZB',ZCG = ZACGB' = LC 


NO 
ON 


(m) p3aoc<— Z= =x=— =s 


Fieppp ËB mmn Sarma 
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故 人 4BC cm AA'B'C' 


定理 3 ( 边 . 边 . 边 判定 定理 ) 在 人 4BC M ANRC p ARG =  - 


AB + 
jip M] OABC 和 4BC'， 


证 明 KAE p = k > 1, 如 图 1.47 所 示 . 


在 4B 上 取 点 D, 在 4C 上 取 点 E, 使 4D = A'B',AE = A 由 三 角形 相似 
判定 条 件 边 、 角 、 边 知 Ne 因而 


BC O AB AB L 
DE 7 AD 7 A'B F se 
从 而 DE = B'C' ,于 是 人 4'B'C' 2 AADE, W 


# ZA = 人 4'. 青 用 三 角形 相似 判定 条 件 边 、 A 
角 、 边 知 人 4BC AA'B'C'. 图 1.47 


党 三 角形 射影 定理 


三 角形 射影 定理 。 在 公 4BC PHEN a, b,c 顺 次 记 三 角形 的 角 4,8,C 的 
对 边 , 则 
a = bcos C + c ° cos B 
b = a° cos C + c * cos À 
c = a ° cos B + b + cos À 


证 明 AHB 1.48, 4E AD L BC 于 D, 则 在 A 
RtA4B8D 和 RtA4DC 中 ,分 别 有 
cos B = ŽD oos C = 2E 
从 而 B a D c 
a = BC = BD + DC = c > cos B + b- cos C 图 1.48 
同 理 ,证 得 其 余 两 式 . 
党 三 角形 余弦 定理 


三 角形 余弦 定理 ”在 公 4BC 中 ,车 以 a,b,c 顺 次 记 三 角形 的 角 4 ,B,C 的 
对 边 , 则 


Treasure N Geometry 


NO 
AN 


a? = b? + c? — 2be + cos À 


b? = a? + c2 — 2ac ° cos B P 

c? = a? + b? — 2ab + cos C M 

证 法 1 注意 到 三 角形 射影 定理 ,分 别 用 @,@,G@) 代表 其 3 式 , 则 u 

a- O+: @- c: @,48 B 

M 

a? + b? _ 2 = 2ab + cos C T 

. BD c? = a? + b?  2ab + cos C n 

同 理 , 证 得 其 余 两 式 . N 

证 法 2 ”由 三 角 公 式 , 有 

sin C = sim(4 + B) = (sin A cos B + cos A + sin B)? = ri 

sin24 + cos2B + 2sin A ° sin B + cos À + cos B + cos24 + si? B = K 
sinmA + (1 ~ sin?B) + 2sin A + sin B + cos Á * cos B + (1 — simA). si? B = 

sinA + sim B + 2sin A + sin B » (cos A + cos B — sin A + sin B) = 
sin24 + sinB — 2sinA + sin B + cos C ® 


从 而 c = a? + b? - 2ab + cos C( 其 中 用 到 弦 长 公式 ,如 ec = d- sin C 等 ). 
同 理 ,证 得 其 余 两 式 . 

证 法 3 4 ZC > 9%p 时 ,如 图 
1.49(a) 所 示 ,将 A ABC 绕 点 C 旋转 90 
到 公 4'B'C 处 ,注意 到 人 1 = 2, LA = 
ZA, AB | A'B' FAD. H 
Sawe + Sawe = SABCB + SaAch + 


Saga + Saaw 


有 
图 1.49 
Le BD + Le. AD = jas Lota 
Fab - sin(180 - (C - 902)) + Fab + sin( C — 9P) 
故 c? = a? + b? — 2ab + cos C 


4 < C < 90 it , Hf A ABC BEA C REFE 90 B) A A' B' C 的 位 置 , 如 图 1.49(b) 
所 示 . 注 意 到 人 1 = 人 2, 人 4 = ZA , 知 直线 AB L A'B' T D.H 
Sagep + Sampe = Sar + Saaw — SApct - Saar 


-AD = 二 + 二 天 -二 四 .sin(9gP + C) - + ab + sin(9P — C) 


c? = a? + b? — 2ab + cos C 


X naaa 


党 三 角形 正弦 定理 
Ë 
hi EREE ”三 角形 的 三 边 与 它们 所 对 角 的 正弦 之 比 相等 , 即 在 人 4BC 中 ， 
500| 。 按 遂 常 记 法 有 
名 a b c 
d Sin 4 = mB = anG = 2R 
* 阿拉 伯 数 学 家 、 天 文学 家 阿布 ， 韦 法 (Abu Weifa,940—998) ,给 出 并 证 明了 
T| 。 该 定理 .波斯 史学 家 阿尔 .比重 尼 (al-Biranz,973 一 1048) 也 给 出 了 该 定理 并 作 
È 出 了 一 个 证 明 . 阿拉 伯 天 文学 家 、 数 学 家 纳西 尔 -EWT (Nasir Eddin， 
1201—1274) 所 著 的 《 横 蕉 线 原理 书 》 Book of the Principle of Transversal) ,是 数 


学 史上 流传 至 今 最 早 的 三 角 学 专门 著作 .该 书 共 分 5 卷 ,其 中 卷 3 清 楚 地 陈述 和 
@ ”论证 了 正弦 定理 

结论 的 得 出 ,可 以 按 三 角形 的 一 角 (过 4) 分 别 为 锐角 、 直 角 、 钝 角 三 种 情况 
来 研究 (图 1.50). 


C(D) 


图 1.50 
0 是 全 4BC 的 外 接 圆 , 作 直 径 8D ,联结 DC , 则 当 4 为 锐角 时 ,有 
a = 2Rsin D = 2Rsin A 
当 4 为 直角 时 ,有 
a = 2R = 2Rsin 9° = 2Rsin A 
当 4 为 钝 角 时 ,有 
a = 2Rsin D = 2Rsin(180 — A) = 2Rsin A 

所 以 都 有 ry i 
同 理 mB Rt 


故 = -2 


Ë 。 正 、 余 弦 定 理 可 以 相互 导出 ， 
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先 从 余弦 定理 导出 正弦 定理 .注意 到 


sin À _ sin B _ sin C 


人 ° 


因为 上 述 三 个 比值 都 是 正 的 ,所 以 只 需 证 明 下 式 成 立 
iA siB _ si Ç 
= = 


HRE 


2(a202 + be? + ca’) — (at + bte ct) 
422 


所 以 


Si24 _ 2(a?b? + Po + ca?) - (at + bta ct) @ 
a 422 2 


mammie, SEE Gs G gF Q AMOER O ANE a, b, c KAFE, IT 
知 ), 所 以 式 @ R, A EKER Y.. 


再 从 正弦 定理 导出 余弦 定理 . 
WEREMA 
a = 2Rsin A,b = 2Rsin B,c = 2Rsin C 
所 以 
2 (S44 + si? B - de) 
2ab 2 sin Asin B 
(wA +e B sii (A + B)) OR A + B C = m) = 
二 (2 + si B - (sin Acos_B + sin Bcos 4). 
x sin Asin B 


1 [mAsa 2sin_Asin_Bcos Acos B) a 
2 sin Asin B 


sin Asin B — cos Acos B = - cos(A + B) = cos C 
ERREA. 


S. 拉 ， 希 尔 定理 


德 . 拉 … 希 尔 定理 Q 给 定 直 线 a,b 互相 平行 ,如 图 1.51 所 示 , 又 两 定点 


O 沈 康 身 .历史 数学 名 题 赏析 [M] .上海 : 上 海 教育 出 版 社 ,2002:405-406. 
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P,M, 过 M 作 任 意 直线 分 别 交 4a,5 于 4,B 两 点 ,联结 Ç 


PA,3| BM' 平行 于 Ph, 交 PM 于 M' ,那么 对 过 M 的 任意 
直线 ,如 交 a,b 于 A', B', 过 B' 所 引 平行 于 PA' WAR 4 a 
FT| SR M'. (I Br. 希 尔 ,de la Hier, 1640—1717) 
几 证 明 略 . B” Bb 
观 
站 | 党 伽 利 咯 定理 
l 1 图 1.51 
Xm 
条 
ET 伽利略 定理 图 1.52 中 三 直线 ,m,n 互相 平行 ,过 
(E) 点 Ss 作 线束 分 别 交 直 线 1,m 于 4,B,C;E,F, 昌 .又 过 S 作 
直线 SK, 交 1,m,n 于 D,K,P. 过 EE,F,H 又 作 与 5P 平 行 
的 直线 , 交 n 于 L,M,N, 则 LA, MB, NC 共 点 (伽利略 ,G. 
@ Galileo, 1564—1642) 
证 明 ”直线 PS, NC 交 于 RR, 则 
DC _ DR 
PN = PR 
从 直线 SAE, SBF , SCH , SDK, 可 知 
DA _ DB _ DC 
KE = KF = KH 
而 EL // FM // HN // KP 
于 是 KE = PL,KF = PM,KH = PN 
usis 2A DB pc. p 
也 就 是 说 AL, BM, CN, SP AR. 
洗 梅 涅 劳 斯 定理 


梅 涅 劳 斯 定理 设 4', 8', C' 分 别 是 全 4BC 的 三 边 BC, CA, AB 或 其 延长 
线 上 的 三 点 ,车 4,B',C' 三 点 共 线 , 则 
BA' .CB' ,4C 1 D 
AC’ B'A CB 
证 法 1 如 图 1.53, 过 4 作 直 线 4D // C'A' X BC 的 延长 线 于 DD, 则 
CB' _ CA' 4C DA’ 


B'A ` A'D'CB 7 A'B 


J 
| 


-EE EEE] 


故 
BA' ,CB' AC -2 _ BA! , CA! ,Dh | 
AC B'A CB ` AC AC AD AB” 
注 ”此 定理 的 证 明 还 有 如 下 正弦 定理 证 法 及 面积 证 法 . 
证 法 2 设 ZBCA = a,ZCB'A' = P; 
LB'A'B =y, ABAC 中 ,有 
BA' _ sina 
CB siny 
CB' siny AC' _ sing 
同 理 C4 sin @'AB' sin a 
此 三 式 相 乘 即 证 . 
证 法 3 BÆ _ Sakce CB' _ Sawe _ Sawe _ Sacmc + Sawe _ 
4C  Sagec’ B'A ` Sage — Satan ~ SAFAC + Sanas ™ 图 


Sacw 4C' _ Sasca 此 二 ` 
Sarr CB = SAca t= AARRE. 


梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 。” 设 4',B',C' 分 别 是 人 4BC 的 三 边 BC, CA, AB 
或 其 延长 线 上 的 点 , 若 
BA. | CB. AC -1 © 
A'C ` B'A ` CB 
W A,B,C 三 点 共 线 . 
证 明 HER 4'8' XAB 于 Ci, 则 由 梅 涅 劳 斯 定理 ,得 到 


BAL .CB' .4C -1 
NE CA" 
由 题 设 ,有 
BA. CD. AC _ 1 
A. BA CB 
即 有 aD e 
又 由 合 比 定理 , 知 
AC, AC 
AB AB 


故 有 AC, = 4C' ,从 而 C1 与 C' 重合 , 即 4',B',C' 三 点 共 线 . 

有 时 ,也 把 上 述 两 个 定理 合 写 为 : 设 4', 8',C' 分 别 是 A ABC 的 三 边 BC, 
Ch ,4 有 所 在 直线 (包括 三 边 的 延长 线 ) 上 的 点 , 则 4 , B,C 三 点 共 线 的 充 要 条 
件 是 


NO 
AN 


Esa Bian arma 


e 


BA .CB AÇ _ 
Ae BA 98 
梅 涅 劳 斯 定理 的 第 一 角 元 形式 HA ,B , C 分 别 是 人 4BC 的 三 边 BC， 
CA, AB 所 在 直线 (包括 三 边 的 延长 线 ) 上 的 点 , 则 4' ,8', C' 共 线 的 充 要 条 件 是 
sin < BAA' . sin Z CBB' sin AACC _ 1 @ 
sin LAAC sin ZB'BA sin ZC'CB 7 
证 明 ”如 图 1.54, 可 得 


A 
1 pc , 
BA _ Saam _ ZAB > AA' ° sin Z BAA R NN 
AC Sawe Lay n In 
“ie emi SS. 


AB : sin BAA’ <: £ <: 
AC + sin AAG Ars 
同 理 CB' _ BC : sin Z CBB' 


B'A = AB- sin Z B'BA 
AC' _ AC- sin ZACC' 
C'B = BC + sin ZC'CB 

UEZRHR ARRIN ERRUER, MARRE. 

梅 涅 劳 斯 定理 的 第 二 角 元 形式 DP” HA, B,C 分 别 是 公 4BC 的 三 边 BC， 
CA, AB 所 在 直线 (包括 三 边 的 延长 线 ) 上 的 点 ,0 为 不 在 A ABC 三 边 所 在 直线 
上 的 一 点 , 则 A,B,C 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 

sin Z BO4' _ sin Z C0B' , sin LAOC' 


sin ZA'OC ` sin Z B'QÀ ` sin Z C'OB ° 1 © 
证 明 ”如 图 1.55, 注 意 到 ,由 A 2; 
BA’ _ Sapor - BO- sin Ç BOA' PAS 
AC = Sakoc = CO + sin ZA'OG ZN 
sm ZBOA' _ BA , CO Z NN 
sin ZA'OG = 46 ` BO Ë C 
sin < COB' _ CB' AQ 
同 再 sin Z B'0À = B'A ` CO mass 


sin LAOC' _ AC' , BO 
sin ZC'OB = C'B ` A0 
以 上 三 式 相 乘 ,运用 梅 涅 劳 斯 定理 及 其 逆 定 理 , 知 结论 成 立 . 
在 上 述 各 定理 中 ,车 采用 有 向 线段 或 有 向 角 , 则 式 OOOO 中 的 右 端 
的 均 为 - 1, 式 @ ,@ 中 的 角 也 可 以 按 式 O 或 @ 中 的 对 应 线段 记忆 . 


上 述 为 人 们 所 熟知 的 梅 涅 劳 斯 定理 ,是 平面 几何 一 条 定理 ,而 在 早期 数学 


O RRA. Menelaus 定理 的 第 二 角 元 形式 [中 .中 学 数学 研究 ,2006(2):4-6. 
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史上 , 它 的 作用 不 是 在 于 判定 三 点 共 线 ,而 是 用 来 作为 证 明 一 条 球面 三 角 基本 
定理 的 一 条 引 理 .这 是 很 有 趣 的 事情 . 

梅 涅 劳 斯 (Menelaus of Alexandria, 约 1 世纪 ), 古 希腊 亚历山大 后 期 的 数学 
家 、 天 文学 家 ,三 角 术 ( 主 要 是 球面 三 角 术 ) 创始 人 之 一 .他 写 过 6 本 关于 圆 中 的 
吏 的 书 ,可 惜 都 已 失传 ,幸好 他 著 的 一 本 《球面 论 》 以 阿拉 伯 文 本 保存 了 下 来 . 
该 书 共 3 册 , 第 一 册 讨论 球面 几何 ,第 二 册 以 天 文 为 主题 ,第 三 册 是 球面 三 角 
术 . 现 今 所 谓 “ 梅 湿 劳 斯 定理 ” 即 在 这 第 三 册 之 中 . 

古 希腊 时 代 , 人 们 的 字 宙 观 是 地 球 中 心 说 , 把 天 空想 象 成 一 个 大 球面 (天 
球 ) 包围 着 地 球 ,日 月 星辰 都 镶嵌 在 天 球 上 . 所 以 ,为 了 天 文 测算 的 需要 , 三角 
学 首先 是 从 球面 三 角 术 的 创立 开始 的 ,以 后 才 转 向 平面 三 角 . 这 与 几何 从 平面 
几何 到 立体 几何 的 发 展 进程 正好 相反 

梅 涅 劳 斯 在 其 书 中 所 提 的 一 条 关于 球面 三 角 的 基本 定理 ,用 现今 的 记号 写 
出 来 就 是 : 

定理 ( 梅 滥 劳 斯 球面 三 角形 定理 ) ”如 图 1.56, 在 球面 4 
三 角形 ABC 中 ,三 边 奶 ,8C, A (MEKANI RAKA 
弧 截 于 P,0,R 三 点 ,那么 

sin PB sin QC sin RA 
这 里 , 弧 取 有 向 弧 ,sin AP 是 指 4P 所 对 圆心 角 的 正弦 . 
为 了 证 明 这 个 定理 , 梅 涅 劳 斯 未 加 证 明 地 用 了 如 下 平面 几何 定理 作为 引 


B 


图 1.56 


理 : 
引 理 即今 所 谓 梅 湿 劳 斯 定理 . 
这 个 定理 很 可 能 在 梅 氏 之 前 就 已 被 发 现 ,但 迄今 并 不 知道 究竟 是 被 何人 首 
先 发 现 ,因此 仍 以 第 一 次 引用 它 的 人 的 名 字 命 名 . 
关于 球面 的 三 角形 定理 , 梅 涅 劳 斯 是 这 样 证 明 的 : 
第 一 步 ,如 图 1.57, 在 公 4'B'C' 中 ,X' 是 B'C' 或 其 
延长 线 上 一 点 ,那么 
BX Sarpr _ A'B' :AX' + sin LB'A'X' _ 
X'C' T Same — A'X' AC ° sin Z X'A'C 
A'B' ` sin B'A'X' 
A'C' + sin Z X'A'C' 
第 二 步 ,设想 0 为 空间 一 点 ,点 忆 ,0', R' 分 别 为 EKS 


O 胡 炳 生 . 梅 内 劳 斯 与 梅内 劳 斯 定理 [有 ]. 中 学 数学 教学 ,1993(5):39-40. 
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4'B',B'C',C'h' 所 在 直线 上 的 点 , 将 图 1.57 中 各 点 与 0 联结 起 来 . 于 是 在 
A A0B' 中 有 
A'P' _ OA' -sin Z A'0P' 
P'B' 7 OB' -sin Z P'OB' 
E A B'OC' H ACOA 中 分 别 有 
B'Q' _ OB' ` sin Z B'OQ' 
QC = OC sin Z Q'OC 
CR _ OC- sin Z C'0R' 
R'A ~ OA' sin Z R'OA' 
将 三 式 相 乘 ,再 利用 引 理 , 便 得 
sin ZA'0P' , sin Z B'OQ' , sin ZC'OR' __ | @ 
sin Z P'OB' sin Z Q'0C' ` sin Z R'OA' 
第 三 步 ,将 球 心 0 与 图 1.56 中 球面 三 角形 上 各 点 联结 起 来 ;再 用 一 不 过 点 
0 的 平面 相 截 , 截 痕 便 是 图 1.57. 因而 式 @ 成 立 . 
但 由 于 一 40P = Z AOP' 等 ,sin AP = sin Z40P 等 ,所 以 式 加 成立, 即 定 
理 得 证 ， 
梅 涅 劳 斯 以 此 定理 作 基础 , 取 球 面 三 角形 ABC 为 各 种 特例 , 截 线 用 不 同 截 
法 , 便 得 球面 三 角 的 各 种 公式 ,所 以 说 ,球面 三 角形 的 梅 涅 劳 斯 定理 ,是 球面 三 
角 术 的 基本 定理 . 
近 些 年 ,人 们 又 把 平面 三 角形 的 梅 涅 劳 斯 定理 推广 到 四 边 形 和 n 边 形 , 以 
及 空间 n AÉ. 


掌 梅 混 劳 其 定理 的 推广 


定理 1 若 一 直线 ! 截 首尾 相 接 的 平面 折线 4BCD4 的 各 边 48, BC, CD , DA 
于 PP2,P3,P4( 图 1.58), 则 
AP, BP, CP, , DP. _ 
PB PC ` PsD ` P.A `” 
证 明 WEDS BD AC 中 的 一 条 相交 ,不 妨 设 1 与 8D 相交 于 0. 
由 公 4BD 被 直线 P, P, O 所 截 , 则 
AP, . B0 . DP, 
P,B ` 0D PA™ 
又 ABCD 被 直线 P, P, O 所 截 , 则 
BP, , CP, .DO 
P,C ` PsD ` OB = 


图 1.58 
以 上 两 式 相 乘 ,得 
AP... BP. CP, DP. _ | 
PB PC PD PA ` 
定理 2 Ff AAA2A5': A.) A, 是 由 n 条 线段 组 成 的 首尾 相 接 的 平面 折线 形 
A14243…An-14nh1, 它 被 直线 1 所 截 ,车 1 与 4142,4243, A3h4,"… ,An-1hn, AnA1 
所 在 真 线 的 交点 分 别 为 Pi, Px, Pat, Pais Pa WO 


AiP, | AP AP... A.P... AP, 
PiA, PA; P344 P,- 4, V 


证 法 1 如 图 1.59， 联 结 4143,A144,…， 
4i4h_b 设 与 1 的 交点 分 别 为 CC，… Cu-3, 则 有 
Pi4 Po4 CA 


A10; | A3P3 AG _ 
CAA; ` Pha CAI = 


AG... A. P. .hPa .1 
Ca-3An-1 Prihs PA ` 


将 上 面 诸 式 两 边 分 别 相 乘 即 得 
AP AP... AP... 
PiA» Phs PA ` 


证 法 2 如 图 1.60, 分 别 过 41,4,…, A, fE 1 的 垂 线 A101,4202,…， 
An-10n-15 AaOr» O1, 025° On HEE, J 


AP, _ A0, 
PA, A02 
AP _ 4203 
P A; = A303 


O WEK, Menelaus 定理 的 推广 及 应 用 [J] -数学 通报 ,1994(4):16-17- 
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A,P, _ AnOn 


PAi 7 A0, 
将 n PERAR 
AiP, | AaPa . AP. | 
PiA, P343 PA ` 


当然 这 一 定理 还 可 以 应 用 数学 归纳 法 
和 解析 法 证 明 , 如 设 各 顶点 坐标 为 4(xi, yi) (yi = 0,i = 1,2,--,n),1 的 方程 
为 y = 0, 则 


F: .|A5,|.... AP. |x. |]... EA 
P.A: | | P243 PA iyl 15 yl 
顺便 指出 , 当 n > 3 时 ,上 述 定理 的 着 命题 不 成 立 @ , 

AP, AP... .AoP1 _ | 

P.A, ` Poh PA 


则 Pi, Pat, P (H n > 4) 不 一 定 共 线 . 今 举 一 
四 边 形 作为 反例 . 如 图 1.61, 有 ACi / C244 // 
4243, 从 而 有 
AP, _ AC 44P4 44C2 43P3 _ A3P3 
Pi4 ”42P2" Pi4 ACP, A AG. 
3W= syr 3143 A 
AP, AP APh | AP, 
P.A, PAs ` PsÀ, ` P.A) 
但 显然 Pi, P2, Ps, Ps 不 共 线 . 
定理 3 ”414243…A4,-14nh1 是 首尾 相 接 的 空间 封闭 折线 ,被 平面 a 所 截 ,a 
与 4142,4243，,… ,hs-14,，, AAA 所 在 直线 的 交点 为 Pis Py," Ps-1,P,, 则 
API. 42P2 |., , An-iPn-! | A.P, 
P.A Phy P.-A, PA 
仿照 平面 情况 可 证 明之 ,只 需 作 平 面 a ERA 01, A202, 4303,… ,An0n， 
01, 02, 03,…… ,0 为 垂 足 ,并 注意 到 40: 与 4iw10iw1 共 面 , 且 OPO: R. (图 
形 及 证 明 过 程 略 ) 
定理 4 设 E,F,G, 五 分 别 是 空间 四 边 形 48CD 的 四 边 4B , BC, CD , DA B 
在 直线 上 的 点 (不 同 于 任何 顶点 ), 则 点 E, F, 6, 妃 共 面 的 充 要 条 件 是 @ 


s1 


g 证 江 松 , 黄 家 礼 . 几 何 明珠 [M] , 武 i SS q 出 版 社 , 1992. 
HEN ER. Pse 在 三 维 空 Siin T TEMENS, 1990(2) : 15-16. 
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AE BF.CG DH _| @ 
EB FC GD HA 


证 明 ”必要 性 .联结 BD , 则 直线 BD 与 平面 a 有 且 只 有 两 种 位 置 关 系 : 平 
行 和 相交 . 
(1) # BD // a, 如 图 1.62(a), 则 有 
EH // BD, FG // BD 
EA _ HA FB CD 


M EB = HD'FC = GC 
故 式 @ RY. 

(2) Æ BD Na = P, 如 图 1.62(b), 则 有 EHN BD = P, FGN BD = P( 因 
己 是 平面 48D, BCD 与 a 的 公共 点 ) ,分 别 在 2 ABD 和 ABCD 中 用 梅 氏 定理 得 


EA , PB O HD _ 

EB PD HA `” 

EB GC, PD; 

FC GD PB ` 

4 4 

H H 

5 
B C B F c 
(a) (b) 
图 1.62 


两 式 相 乘 , 得 式 @ 成 立 . 

综合 (1) ,(2) ,必要 性 得 证 ， 

充分 性 .联结 BD , EH 与 FC, 如 图 1.63 所 示 . 考 查 直线 EH 与 直线 BD 的 位 
置 关 系 ,它们 在 同一 平面 ABD 内 , 故 它们 有 且 只 有 两 种 位 置 关系 :平行 或 相交 ， 
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图 1.63 
(1) 车 EH /BD, 如 图 1.63(b) 所 示 , 则 有 


AE _ AH 
EB ` HD 


Cla- e ET EEE] 
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由 已 知 条 件 ,有 


MI FG // BD 
故 EH // FG 
(2) # EH N BD = P, 如 图 1.63(a). 在 人 4BD 中 ,直线 EHP 是 它 的 截 线 ， 
由 梅 氏 定理 得 
AE .BP , DH | 
EB ` PD ` HA 7 
综合 已 知 条 件 ,得 
BF, CG, DP] 
FC ` GD ` PB 
在 公 4BD 中 用 梅 氏 定理 的 逆 定 理 得 ,6G,P 三 点 共 线 . 
故 EH N FG = P. 综 合 (1),(2) 8 E,F,G,H 由 点 共 面 . 
对 于 定理 4 的 进一步 推广 , 当 n > 4 时 ,必要 性 已 给 出 定理 了 ,而 充分 性 对 
n > 4 的 空间 n 边 形 没有 相应 的 推广 ,而 只 有 以 下 较 弱 的 命题 . 
定理 5 设 Pi, Paro, P, 分 别 是 空间 n AE A Ar A, 的 n 条 边 4142， 
4243，… AnA 所 在 直线 上 的 点 (不 同 于 顶点 ) 则 Pi, P2,…, Pa 这 nn 个 点 共 面 的 
充 要 条 件 是 其 中 有 (n - 1) 个 点 共 面 . 
证 明 略 . 


兴 梅 涅 劳 斯 定理 的 拓 广 


定理 RA D,E, FASHE OABC 所 在 边 的 直线 上 , 且 利 = a BE - 
An SE = As 
SA L+ Aidad A 
Saase — (1+ Ai)(1 + À2)(1 + As) 
证 明 ”如 图 1.64, 设 人 4DP, 和 人 ABED,ACFE 的 面积 A 
分 别 为 51, S2, 53, 则 


mw 
m| 
Al 


AD 
AD = AH 
XDB o Aia 


AD A 
AB 1l+à 
cF _ 
XFA = à, W 
AF 1 
AC 1+A 
So Ay 
从 而 Saa ` QL + a) + 23) 
S _ A2 S _ àa 
同 理 Saase ~ (l+ ADC + A1)? Saase ™ (1 + 43)(1 + 22) 
故 Saner _ Same- Si- S-S LEAs 
Saase T Saase = (LAC + àa) Cl + A3) 


注 SAG = 1,2,3) 取 负 值 时 ,表明 分 点 在 边 的 延长 线 上 ,相应 的 S, 表 有 向 面积 , 显 
ARH Aidad = -1 时 ,Saper = 0, 表 明 D, E, F 三 点 共 线 ,此 即 为 梅 涅 劳 斯 定理 的 情形 . 
推论 1 P D,E, FAI Sac 的 三 边 BC, CA, AB 或 其 延长 线 上 的 点 ， 


Sang _ 1- p + p 


Saase 一 + py 
推论 2 设 M 是 公 4BC 内 一 点 ,DD,E, 下 分 别 是 4M, BM, CM 与 边 BC, CA, 
AB RZA. BAR = p, GE oq AE = r, 
Saner _ 2 
Samce (+p) + q)(1 + r) 


OZLEM 


EAER A,B ,C' 分 别 是 全 4BC 的 三 边 BC, C4,4B 或 其 延长 线 上 
的 点 , 若 44' , BB' , CC 三 线 平行 或 共 点 , 则 
BA' .CB AC -1 © 
A'C BA ` CB 
证 明 ”如 图 1.65(a) ,(b) , 若 44' ,BB' , CC' 交 于 一 点 P, 则 过 4 作 BC 的 平 
行 线 ,分 别 交 BB' , CC' 或 其 延长 线 于 D,E, 得 
CB' _ BC AC' _ EA 
B'A 7 AD’C'B 7 BC 


NO 
AN 


lajro orunzodIr = 


No 
oN 


FEisppp Bum S ama 


BA! _ AD 
A'C = EA 
从 而 BA' .CB .4C AD BC. FA | 


AC ` B'A ` CB 7 FA ` AD ` BC 
如 图 1.65(c) , 若 AA',BB',CC' 三 线 平行 ,可 类 似 证 明 ( 略 ). 


注 对 于 图 1.65(a) (b) 也 有 如 下 面积 证 法 ， 


HBA . CB .4C ,Sam , Same , Sana _ 1, 即 证 
AC” B'A’ CB” Sama Sans Same © ' OE 


塞 瓦 定理 的 逆 定 理 。” 设 4', B,C' 分 别 是 全 48C HEH BC, CA, AB RI 
延长 线 上 的 点 ,车 
BA' . CB’ AC 
AC UPA CBT! ° 
W 44' ,BB', CC 三 直线 共 点 或 三 直线 互相 平行 ， 
证 明 ”车 44' 与 BB' 交 于 点 已 , 设 CP 与 48 的 交点 为 Cu, 则 由 塞 瓦 定 理 ， 


有 
BA! . CB' AG -1 
AC B'A ` GIB " 
BA'. CB' AÇ _ 
XËNf c ma ` CB = 1 由 此 得 
ACi AC 
CiB = CB 
4C _ AC 
Bp AB = AB 
亦 即 AG, = AC' 
故 Ci 与 C' 重合 ,从 而 44' , BB' , CC' 三 线 共 点 . 
车 44' // BB' , 则 
CB' CB 


代入 已 知 条 件 ,有 
AC ac 
CB ` CB 

由 此 知 CC’ N AA' 

故 AA’ // BB' // CC' 


上 述 两 定理 可 合 写 为 : 设 4' , B' , C' 分 别 是 入 4BC 的 BC, CA, AB 所 在 直线 
上 的 点 , 则 三 直线 44' , BB' , CC' 平行 或 共 点 的 充 要 条 件 是 2. . CB AC - 1. 
角 元 形式 的 割 瓦 定 理 。” 设 4 ,8' ,C' 分 别 是 售 4BC 的 三 边 BC,C4,4B 所 


在 直线 上 的 点 , 则 三 直线 44' , BB' ,CC' 平行 或 共 点 的 充 要 条 件 是 
sin BAA' , sin LACC' .sin Z CBB' _ | @ 
sin ZA'AC ` sin ZC'CB ` sin Z B'BA ™ 
BA S AB + sin Z BAA' 
证 明 byc EE = AC- ZZ 


CB’ _ BC- sin < CBB' 
B'A © AB: sin Z B'BA 
AC' _ ÀC : sin ZACC' 
C'B = BC -> sin Z C'CB 
ZAHR, PHS 3 REMERA EM, AERE. 


jeit UA, Bi, Ci 分 别 是 入 48C 的 外 接 圆 三 段 弧 BG , CÀ , AB EKOA, Wl 
AA, BB1, CC, 共 点 的 充 要 条 件 是 


AC ` BA ` CB 7 
证 明 ”如 图 1.66, 设 全 45C 的 外 接 阅 半径 为 R,44) 交 
BC 于 4',BB1 交 CA 于 B',CC1 交 AB 于 C'. 由 4,Ci,B,A1， 6 

C, Bi 六 点 共 圆 及 正弦 定理 ,有 


BA, _ 2R: sin ZBAA, _ sin Z BAA' 4 
C ` 2R- sin AAC ` sin ZA'AC i 
同 理 CB, _ sin Z CBB' AC, sin ZACC' 图 1.66 


BiA ` sin ZB'BA’ C,B ` sin Z C'CB 
三 式 相 乘 ,并 应 用 角 元 形式 的 塞 瓦 定理 邵 证 . 
在 上 述 各 定理 中 , 若 采用 有 向 线段 或 有 向 角 , 则 外 ,加 ,@,@ 式 中 的 右 端 
仍 均 为 1.@,@ 式 的 角 或 线段 也 可 以 按 O 或 @ 式 中 的 对 应 线段 记忆 . 
塞 瓦 (Ceva,1648 一 1734) 是 意大利 几何 学 家 \ 水 利 工程 师 . 塞 瓦 定理 载 于 他 
的 《关于 直线 》 一 书 中 ,他 用 纯 几 何方 法 和 基于 静 力学 规律 ,从 不 同 的 角度 证 明 
了 这 一 结论 ,并 把 它 和 自己 重新 发 现 的 梅 氏 定理 一 同 发 表 而 流传 至 今 . 
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定理 O E,F,G,H,M,N 分 别 为 四 面体 4 - BCD Hit CD, DB, BC ,4D， 
AB,AC 上 的 点 , 若 六 个 平面 4BE, ACF , ADG , BCH , CDM , DBN 共 点 , 则 


证 明 ” 设 六 个 平面 交点 为 0,40, B80, CO, 
DO 分 别 交 对 面 于 Mi, M2, M3,M4, 如 图 1.67 所 示 ， 
平面 4BE,ACF,ADG 有 公共 点 A, O, 因而 共 线 
AO ,Mi 在 BCD 上 ,因而 BB,CF,DC 交 于 Mi, 由 塞 
瓦 定理 ,有 


类 似 的 式 子 还 有 


将 四 ~ © ARIO. 

定理 2 设 ,F,C,H,M,N, 分 别 为 四 面体 4 ~ BCD 的 校 CD, DB, BC， 
AD,AB,AC 上 的 点 ,如 四 ~ @ 中 有 三 个 成 立 , 则 平面 ABE,ACF,ADG, BCH, 
CDM , DBN 共 点 . 

证 明 ”不妨 设 @@,@@,@ 成 立 ( 则 可 知 @@ 成 立 ) 依 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 ,直线 
BE , CF , DG 交 于 一 点 Mi,4E , CH , DN 交 于 一 -点 M2, DM, AF , BH 交 于 一 点 M3， 
BPTI ABE , ACF , ADG 交 于 CM3, 因 AM), BM, 在 同一 平面 4BE 上 , 则 它们 交 于 一 
点 0, 则 0 是 五 个 平面 48E , ACF , ADG , BCH , DBN 的 交点 , 故 0 在 面 BCH , ACF 
的 交 线 CH, 上 ,从 而 在 面 CDM 上 , 即 六 个 平面 共 点 . 

依 定理 2 可 得 如 下 推论 . 

推论 1 过 四 面体 任 一 条 棱 中 点 的 六 个 面 共 点 (此 点 称 为 重心 ). 

推论 2 ”四 面体 每 个 二 面 角 的 平分 面 共 点 (此 点 称 为 内 心 ). 


O 刘 应 平 . 塞 瓦 定理 的 三 维 推广 [中 .中 学 数学 ,1991(11):23. 


Treasure N Geometry 


推论 3 ”车 四 面体 三 组 对 棱 分 别 互相 垂直 , 则 过 每 条 楼 作对 棱 的 垂 面 , 而 
得 六 个 平面 共 点 (此 点 称 为 甜心 ). 
定理 3D ”如 图 1.68, 设 已 是 四 面体 4 - BCD 内 一 
点 ,4',B',C',D' 分 别 为 4P,BP,CP,DP 与 面 BCD, 
CDA , DAB , ABC 的 交点 , 则 有 
Sawo ， Sampa Saca , Samec _ 
Sanps Seahc Secap Sawa ` 
证 明 AUT H 5E fa F. 2 tE PR E FB ñij E 
j): 
引 理 ”四 面体 4- BCD,P - BCD 具 有 公共 面 BCD， 
E JA, P 连 线 与 平面 BCD 的 交点 , 则 


Va-cm _ AE 
Vea-cop = PE 
事实 上 ,如 图 1.69, AH, PF 分 别 是 四 面体 4 - BCD, P - A 
BCD 的 高 , 易 知 E, F, H HR. 
ypt- _ AH f 
daira cop PF' B. xD 
另 一 方面 人 4BH A PEF RAH = AE, 
综 上 两 方面 即 得 引 理 . Bo 
引 理 中 随 点 P 与 公共 面 位 置 的 不 同 , 情 况 很 多 ,但 上 述 


证 法 均 适 用 . 
现 回 到 定理 证 明 . 设 面 44'D 与 BC 交点 为 E, 由 引 理 可 有 


“Vene _ CE Va-epe _ CE 
Ves = BE -hkpe ™ BE 


Va- Sani 
LER ADE _ Sazcp 

Va-aps Saxos 
则 Sawe _ Vp-ape 


Sawpa — Vp.-ADB 
Saga _ Ve-anB 
网 理 Sagac ~ Vp-ABC 
SAc4 _ 了 JP-4ac 
Sac Ye-aoc 
Sapac _ Vp-gpc 


Sapa Vp-pc4 


© © © © 


O 姚 勇 .空间 塞 瓦 定理 新 证 [中 .中 学 数学 (苏州 ),1996(8):42. 
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(a)8p<aoco<— s Z= am = 


Fisupa B mis arama 


A f = 宝 


O x © x @ x ORERE. 


E ”由 引 理 还 很 容易 得 到 
PA PD PC PD 


nn at 


44 + 5B + CC' + DD 


学 塞 瓦 定理 的 拓 广 


定理 # D,E, FAI OABC EHBO, CA, AB LER, AE = a, BD. 


11 8 = Às,AD, BE , CF 相交 得 A PQR ,如 图 1.70 所 示 , 则 
Saro _ (Alhaza3 - 122 
Saase — (1 + À + AiA2)(1 + À> + A2A3)(1 + Às + Aadi) 
证 明 AHR CRF 截 人 48D, 则 由 梅 涅 劳 斯 定理 有 


AR DC, BF _} x 
RD ` CB ` FA IN 
AR, 1 1 
Bp zn. .=1 
RD 1+)2 A =) E 
AR Sf ON 
亦 即 RD = A (1 + 42) BTD Te 
故 AR _ AU +à) 图 1.70 
AD 1+AI+AIA2 
AU + 22) 
i EE Ary kq aba = 
àll +à) | _1 .8 
làt àid? 1+A2 “S450™ 
Ài iŞ 
1+ Ay + Ajàg OEC 
同 理 有 
àz 
SaaBP = Ti Ay + AYA Sec 
s As 
Aa = Í ¿ àg + AzA,” Oae 
从 而 


ài à2 àa ) Š 
Saree = 人 -GT + Tr i) Saase = 


Treasure N Geomety 
(1 ~ Ai4545232 s 
(1 + Ai + AA2) (1 + À2 + A2A3) (1 + Às + ÀgA1) SABC 
故 Sama (1 -A14243)? 


Sac = (l + Aí + AiA2)(1 + Àz + A223)(1 + A3 + A341) 


$ 显然 当 4D, BE, CF 交 于 一 点 时 , San = 0. 有 Ards = 1, 为 塞 瓦 定理 (三 线 共 点 
的 情形 ); 反 之 ,由 Aàzàs = 1( 因 AD, BE, CF 必 两 两 相交 ) ,又 导出 Sar = 0, 即 三 线 共 点 . 
推论 ” 设 D,E,F 分别 是 公 4BC EH BC, CA, AB 或 其 延长 线 上 的 点 ， 


BD CE _ AF 
Epc = fa = FB = °° Ë AD 15 BE, BE 5 CF, CF 与 4D 分 别 交 于 点 P,Q,R， 


Sama _ (1-4) 
Same l+ + 
党 三 角形 的 角 格 点 问题 


如 果 三 角形 内 角 都 是 10 的 整数 倍 , 其 内 某 点 同 三 项 点 连 线 得 到 的 所 有 和 角 ， 
也 都 是 10 的 整数 倍 , 则 该 点 称 为 三 角形 内 的 角 格 点 .四 

黑龙 江 的 田 永 海 先生 探究 了 这 个 问题 .三 个 角 都 是 10 整数 倍 的 三 角形 共 
有 27 种 ( 即 4+ 8+C = 18,4 < 8 < C 的 正 整 数 解 ), 其 中 8 个 包含 1 角 的 ， 
肯定 无 角 格 点 ,从 余下 的 19 个 解 中 ,他 作出 了 如 下 表 所 示 的 45 个 猜想 . 


条 件 猜想 

#3 T: 
B c | ZPBC| ZPCB | ZPAB 
1 3 20 20 10 30 
2 30 2 10 i 100” 
ti 40 20 10 10 100 
4 40 2 x 1 6 
5 4 | æ | x | 2 
6 5 | æ | æ | i | mm 
7 s 20 30 10 4 
8 6 20 2 im 70 
9 6 2 3 1P SP 
w | om | æ | eo | í | s 


四” 田 永海 .关于 三 角形 中 角 格 点 问题 的 研究 {J] .中 学 数学 教学 参考 ,2000(11) :45. 
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n f x = 
续 表 
条 件 猜想 
序号 
B c < PBC | Z PCB | Z PAB 
n 4 x 10 20 10 
12 4 x 10 1 w 
13 4 3 20 20 8 
14 4 3 2 10 x 
15 4 x 30 2 4 
16 40P 30 30 10 10 
17 SP 30 ]0 10 1 
23 7P 3 1P 1P C 
2 40 4 1P 20 8P 
30 AP 4 20 30 80 
31 6 4 10P 10 SP 
38 1 4 4 30 x 
39 1 40 s> 30 4 
40 Sp SP 10 30 W 
44 6 5 4 30P 30 
45 Ca Eu w > 4r 


从 表 中 看 出 ,如 A ABC 的 三 个 角 为 130? ,30? ,20? , 则 可 能 有 2 个 角 格 点 ,如 
三 个 角 为 110 ,40P ,30 , 则 可 能 有 6 个 角 格 点 .由 猜想 35, 可 有 

命题 ”已 知 在 公 4BC 中 ,LB = 6p,LC = 49,P H OABC 内 一 点 
Z PBC = 2, ZPCB = 3, 则 和 人 PAB = 70. 

事实 上 , 设 D 为 人 PBC 的 外 心 ,由 和 PCB = 30P, 可 知 公 PBD 为 正三 角形 ， 
8BPC = 130, FÆ ZDPC = W. 

H DP = DC, 人 DCP = 70. 

X. Z PDC = 4p, BDC = 10 = 人 4BD, 易 知人 ACD = 8 = Z BAC, 
可 知 四 边 形 ABDC 为 等 腰 梯 形 ,P 在 BD 的 中 垂 线 上 ,可 见 在 AC 的 中 垂 线 上 . 故 
Z PAB = PCD = 70. 

如 果 每 一 个 猜想 都 这 样 利用 构造 辖 助 图 来 验证 ,虽然 可 以 训练 思维 ,但 颇 
费 精力 , 其 实 我 们 可 以 运用 塞 瓦 定理 的 角 元 形式 来 处 理 , 则 方便 又 简捷 .@ 


O 沈 文 选 . 角 格 点 一 些 猜想 的 统 证 明 []]. 中 学 数学 ,2002(6):40. 


党 笛 沙 格 定理 


笛 沙 格 定理 ”已 知 两 个 三 角形 的 三 双 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 ,如 果 它 
们 的 三 双 对 边 分 别 相交 ,那么 这 三 个 交点 在 一 条 直线 上 .其 逆 命 题 亦 成 立 . 

这 一 定理 是 法 国 数学 家 、 建 筑 工程 师 笛 沙 格 (G.Desargues,1591 一 1661) 在 
1636 年 发 现 的 ,并 因此 而 得 名 .然而 , 据 古 希腊 数学 家 帕 波 斯 说 ,此 定理 早已 收 
集 在 失传 的 欧 几 里 得 专题 论文 之 中 . 它 与 共 线 点 的 帕 波斯 定理 后 来 被 认为 是 射 
影 几 何 学 中 同等 重要 的 定理 . 笛 沙 格 定理 实际 上 可 以 由 共 线 点 的 帕 波斯 定理 推 
出 ,但 是 推导 的 具体 过 程 很 复杂 ,而 用 梅 涅 劳 斯 定理 推 证 则 要 容易 得 多 . 

先 证 其 原 命题 .如 图 1.71, 设 A PQR A APOR 的 三 双 顶 点 的 连 线 PP , 
QQ’, RR' 交 于 点 0, 它 们 的 三 双 对 应 边 交点 分 别 是 D,E, 下 .把 梅 涅 劳 斯 定理 分 
别 用 于 AOR, AORP, AOP 各 边 上 的 三 点 组 (万 , 尼 , Q), (E, P, R), (F, 
Q',P'), 可 得 到 

20.RR.OO |, 

DR ` R'0 ` Q'Q 

ER P'P RO 

EP ` P'O ` R'R = 

FP . Q'Q , P'O 

FQ ` Q'0 ` PP 
W = 8 , 44 


DO , ER, 
DR ` EP ` FQ ` 
所 以 D,E, F 三 点 共 线 . 
再 证 其 着 命 题 . 设 A PQR 15 A P'Q'R' 的 三 双 对 应 边 的 交点 分 别 是 D,E， 
下 ,两 双 对 应 顶点 的 连 线 PP' 与 RR' 交 于 点 0, 要 证 第 三 双 顶 点 连 线 QQ' 也 通过 
AO, BO, Q, Q 三 点 在 一 条 直线 上 ,事实 上 ,人 PPP' 与 ADRR' 的 三 双 顶 点 连 
线 FD,PR,R'P' 交 于 点 E, 利 用 已 证 得 的 原 命题 可 以 得 到 :这 两 个 三 角形 三 双 
对 应 边 交 点 的 连 线 中 ,PP' 与 RR' 的 交点 O, FP 与 DR 的 交点 0,FP' 与 DR' 的 
交点 Q' 是 在 同一 条 直线 上 .这 就 是 所 要 证 的 . 
通常 , 若 两 个 三 角形 的 三 双 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 ,就 称 这 两 个 三 角形 
是 共 极 的 或 是 关于 一 点 透视 的 ; 若 两 个 三 角形 的 三 双 对 应 边 的 三 个 交点 共 线 ， 
就 称 这 两 个 三 角形 是 共 轴 的 或 是 关于 一 条 直线 透视 的 . 
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定理 ”在 不 同 两 平面 a,a' LOIA A ABC H AAB'C , 设 它们 对 应 顶点 
的 连 线 AA' , BB' , CC' 交 于 一 点 5, 对 应 边 BC 和 B'C', CA 和 C 4 ,4B 和 4'B' 分 
别 交 于 P,Q,R. 则 P,Q, R 三 点 共 线 . 

证 明 E 8B' ,CC' 交 于 5, 因 此 它们 在 同一 平面 8 
内 ,如 图 1.72 所 示 . 于 是 BC,B'C' 在 8 内 ,由 题 设 它们 相 
交 , 设 交点 为 P, 因 为 BC € 平面 ac, B'C' € 平面 a', 所 以 
其 交点 卫 在 a 和 a' 的 交 线 g E. 

同 理 ,直线 CA 和 C'4' 的 交点 @,4B 和 4'B' 的 交点 R 
也 在 直线 z 上 , 故 有 P,Q,R 共 线 . 


党 笛 沙 格 对 合 定理 


第 沙 格 对 合 定理 ” 设 ! 是 不 通过 完全 四 点 形 ABCD 的 任 一 顶点 的 直线 ， 
3 ! 与 它 的 三 对 对 边 4B 与 DC , BD 与 4C ,DA 与 BC 的 交点 分 别 为 X 与 X,Y 与 
Y,Z Z ,W X 55 X' Y 5 Y ,2 55 Z 是 属于 同一 对 合 的 三 对 对 应 点 . 

这 里 我 们 仅 来 证 明 这 一 定理 的 等 价 命题 ; 设 1 是 不 通过 完全 四 点 形 ABCD 
的 任 一 顶点 的 直线 ,车 1 与 它 的 三 对 对 边 4B 与 DC, BD 与 4C, DA 与 BC 的 交点 
分 别 为 与 Y,Y 与 Y,Z 与 Z', 则 交 比 

(XY,X'Z) = (X'Y' ,XZ) 

证 阴 如 图 1.73, 分 别 对 
ACX'Y SRR DAZ, A CY'Z' 与 截 
线 4BX, 公 CZ'X' 与 截 线 BDY, 由 梅 涅 
劳 斯 定理 得 

LD .XZ YA 
DX' ` ZY ` AC 
CA, YX, ZB 
AY' ` XZ' ` BC 


O NEMAME EENM]. KE: KEH ,1997:94-95. 


Tein Geometry 
CB ZY XD _ 1 
BZ YX DC 一 
三 式 相 乘 化 简 得 
XZ YX. ZY 1 
zy. Kg yer 
y o Z 
xm. EY 
XX- YZ! XX: YZ 
AZ' YX XZ- YX 
即 (XY,X'Z') = (X'Y',XZ) 
CO? 
党 马克 斯 维尔 定理 


马克 斯 维尔 定理 在 任意 入 48C 的 内 部 任 取 一 点 尸 ,联结 AP, BP , CP. 若 
作 一 个 三 角形 ,使 它 的 边 与 上 述 线段 平行 ,并 且 过 这 个 三 角形 的 顶点 引 平行 于 
A ABC 的 边 的 直线 , 则 这 些 直线 共 点 . 

证 明 ”如 图 1.74, 延 长 BP 与 4C 交 于 0, 作 QR/ 
AP, QR SCP ZFR, WAY APER. BAPOR 是 按 命题 
条 件 作 出 的 三 角形 , 易 知人 Po'R' 与 侠 POR 相应 的 三 边 
分 别 平行 , 故 知 A P'Q'R' 是 A PQR 的 位 似 像 或 平移 像 ， 
因此 只 要 对 A PQR 证 明 命 是 结论， 

作 PP, // BC, QQ) // AB, RR, // C4, 则 由 平行 线性 
质 知 图 1.74 

Z PQQ, = LABP,AQ1QR = Z PAB 
ZQRR, = Z CAP, ZR, RP = PCA 
ZRPP; = Z BCP , Z P, PQ = Z PBC 


B c 


所 以 
sin PQQ, sin LQRR, sin ZRPP, _ sin ZABP | sin Z CAP .sin BCP _ 
sin ZOQOR ` sin ZRIRP ` sin ZP,PQ = sin Z PAB ` sin LPCA ` sin Z PBC 7 
sin Z ABP _ sin < BCP . sin Z CAP 
sin Z PBC ` sin Z PCA ` sin Z PAB 
由 AP, BP, CP 共 点 及 角 元 形式 的 塞 瓦 定理 知 ,右边 等 于 1, 故 有 
sin 人 PCOL . sin ZORR sin Z PRR) _ | 
sin Z Q) QR ` sin ZRIRP ` sin Z P, PQ 7 
再 由 角 元 形式 的 塞 瓦 定 理 的 逆 定 理 知 , PP, 001, RR, 三 线 共 点 , 即 命题 结 
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论 成 立 . 
洗 共 线 点 的 帕 茧 斯 定理 


共 线 点 的 帕 警 斯 定理 D0 。 设 4,C, 忆 是 一 条 直线 上 的 三 点 ,B, 了 ,下 是 另 一 
条 直线 上 的 三 点 ,如 果 直 线 AB, CD , EF 分 别 与 DE, FM ,BC 相交 ,那么 这 三 个 交 
ÄL,M, NR. 

帕 普 斯 (Pappus, 约 3 世纪 ) 被 誉 为 古 希 腊 最 后 一 位 大 几何 学 家 . 帕 普 斯 定 
理 作为 平面 几何 学 中 的 十 分 重要 的 定理 ,是 帕 普 斯 大 约 在 公元 300 年 时 证 明 
的 ,而 它 作为 射影 几何 学 的 基础 地 位 ,直到 16 世纪 后 半 叶 才 被 认识 . 帕 普 斯 定 
理 有 各 种 不 同 的 表述 方式 ,以 上 的 叙述 是 其 中 的 一 种 

证 明 ”如 图 1.75, 延 长 DC 和 FE, 为 了 仅 限于 平面 入、 
几何 范围 内 , 设 它们 相交 于 X, 又 设 48 交 EF,CD 于 Y 和 SSS 
Z, 则 构成 人 XYZ ,其 各 边 上 有 五 个 三 点 组 : (L,D,E)， 
(A,M,F),(B,C,N),(A,C,E), (B,D,F), 应 用 梅 涅 q 
劳 斯 定理 得 B F D 


由 此 可 知 L, M,N 三 点 共 线 . 

这 个 定理 的 “射影 " 性 质 表现 在 , 它 纯 粹 只 表现 了 关联 性 ,而 不 涉及 长 度 和 
角度 ,甚至 与 顺序 无 关 , 即 在 一 组 共 线 点 中 , 哪 一 点 落 在 另外 两 点 之 间 无 关 紧 
要 . 


O 单 坪 , 数 学 名 题词 典 [M] .南京 :江苏 教育 出 版 社 ,2002:362-365. 


尝 凯 培 特点 定理 


凯 培 特点 定理 在 OABC 的 各 边 上 分 别 作 相似 等 腰 三 角形 , 设 其 第 三 个 
顶点 分 别 为 4',B',C' , 则 44' , BB' ,CC' 相交 于 一 点 .这 个 点 叫做 凯 培 特点 . 
该 点 是 凯 培 特 于 1869 年 发 现 的 . 
证 明 ”如 图 1.76, 设 44', BB', CC' 分 别 和 BC, CA, AB 相交 于 点 41, Bi, 
C1, 各 等 腰 三 角形 的 底 角 为 9, 公 4BC ,全 4'BC 边 BC 上 的 高 各 为 h。,h's,a,b,c 
为 A ABC 三 边 的 长 , 则 
BA, BA(hot+hs) Sa _ csin(B + 0) 
C ` AC(hs + h'a) ~ Saa ™ bsin( C + 0) 


同 理 可 得 


CB, _ asin(C + 0) 
csin(A + 0) 


AC, bsin(4 + 0) 
asin( B + 0) 


所 以 


根据 塞 瓦 定理 得 44', BB' ,CC' 相交 于 一 点 ， 

该 定理 的 特殊 情形 , 即 为 在 A ABC 各 边 上 分 别 作 等 边 三 角形 , 设 第 三 个 顶 
点 分 别 为 4',B',C' , 则 直线 AA', BB' , CC 共 点 ( 兄 等 角 中 心 问题 ), 它 的 推广 ， 
就 是 在 A ABC 各 边 上 分 别 作 顺 相似 2 BCA', A B'CA, A BC'A, MJ 44' ,BB'， 
CC' 相交 于 一 点 .该 推广 是 清宫 俊 雄 于 1941 年 发 表 在 《 东 物 志 》594 号 上 ,也 可 见 
Mathesis,5 卷 ,144 页. 


学 共 点 线 的 施 坦 纳 定 理 
共 点 线 的 施 坦 纳 定理 DO (1) WA, B,C 分 别 是 全 4BC 边 BC,C4,4B 上 


的 一 点 , 则 过 各 点 垂直 于 所 在 边 的 三 条 垂 线 共 点 的 充 要 条 件 是 
(BA'? - A'C?) + (CB'2- B'A?) + (AC'? - C'B?) = 0 


O 单 博 , 数 学 名 题词 典 [M] .南京 ;江苏 教育 出 版 社 ,2002:367-368. 
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(2) Œ AABC 55 AA'B'C' 中 , 自 4,B,C 分 别 向 B'C',C'h' A'B FER, 
如 果 它 们 相交 于 一 点 ,那么 从 A,B,C 分 别 向 BC, CA, AB 所 作 的 垂 线 也 必 相 
交 于 一 点 . 
上 述 定理 (1) ,是 施 坦 纳 于 1827 ~ 1828 年 期 间作 为 已 知 定理 使 用 的 ;定理 
(2) 是 在 1827 ~ 1828 年 间 为 施 坦 纳 所 发 现 . 
证 明 (1) 如 图 1.77, 设 各 过 4',B', C' 且 与 所 在 边 
垂直 的 三 条 垂 线 相交 于 一 点 0, 则 
BA”? - A'C? = 082 - 0C2 
CB’? - B'A? = OC - 0A? 
AC'? - C'B? = 0A? - 0B? B A'M, A' C 
把 以 上 三 式 相 加 , 即 得 图 1.77 
(BA'? - A'C?) + (CB'2_ B'A?) + (AC'? C'B2) = 0 
反之 ,过 有 , C 作 所 在 边 的 垂 线 , 设 它们 相交 于 点 0. 再 作 04" L BC +A”, 
则 有 


(BA"? - A"C?) +(CB'2 - B'A?) + (AC'? - C'B?) = 0 


但 已 知 

(84'2 ~ A'C?) + (CB'2 _ B'A?) + (AC? - C'B?) = 0 
所 以 BA? -AG = BA? A 
即 B: - Ë = BA - Ë 


设 M, 是 BC 的 中 点 , 则 
-2 
MUMA = MA iA A 重合 .这 就 是 说 ,过 4 且 垂 直 于 68C 的 直线 必 通 
ðo. 
(2) 如 图 1.78, 三 条 垂 线 441, BB), CC, 相交 于 点 O , 则 A~ 
(B'AÌ - AíC'2) + (C'BÌ - Bi42) + (A'CÌ - CB) = 0 
因为 
B'AV- A,C'? = AB'? — AC'? = ( B'B3 + ABB) ~ ( C'C3 + AG) 4 
C'B$ - B,A'2 = BC2-B42=(CC3+ BC2) ~ (A'A2 + BA2) 2 ` 
AC - Ci82 = CA'?— CR'? = (A'A3 + CAZ) - (B'B3 + CBR) POSEN >e 
把 上 面 三 式 相 加 ,得 
(B'AÎ ~ 402) + (C'BÌ - B,A2) + (A'CÌ} - C.B”) = 
AB} - 4C3 + BC - BA3 + CA3 - CB} 138 
所 以 (B43 ~ A2C?) + ( CB} ~ B,A2) + (AC} — C2B2) = 0 
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故 三 条 垂 线 4'42, B'B,, C'C 相交 于 一 点 0'. 
推论 “过 三 角形 各 顶点 向 一 直线 作 垂 线 , 再 过 它们 A 
的 垂 足 分 别 作 其 对 边 的 垂 线 , 则 这 三 条 垂 线 共 点 (图 9 N 
1.79). i 
该 推论 是 纽 佰 格 (J.Neuberg,1840 一 1926) 发 现 的 , 见 Ë 
Nouvelle correspondance math. 2(1875). 它 可 以 看 做 上 面 B A C, 
定理 (2) 中 A',B',C' 处 于 同一 直线 上 的 特殊 的 情形 . 图 1.79 


重心 定理 。 三 角形 的 三 条 中 线 交 于 一 点 ,这 点 到 顶点 的 距离 是 它 到 对 边 
中 点 距离 的 2 倍 . 
上 述 交 点 叫做 三 角形 的 重心 ， 


证 法 1 如 图 1.80, 设 D,E,F 为 人 4BC 三 边 中 点 ， A 
BE,CF 交 于 C, 联结 EF, M| EF [L Bc, A GEF cO PAN 
AGBC, JW LA 

GE _ EF _ FG i D e 
GB = BC " CG 


H BC = 2EF,48 
GB = 2GE, GC = 2GF 
设 AD, BE XFC , 同 理 可 证 G'B = 2G'E,G'A = 2G'D, 即 G, C 都 是 BE 
上 从 BAERE 处 的 点 , 故 6 ,G 重合 . 
即 三 条 中 线 AD, BE, CF 相交 于 一 点 G. 


证 法 2 设 BE,CF 交 于 GC, 如 图 1.81, BG, CG 中 点 为 A 
H,I, 联结 HI,HF,EF,EL, M] EF JL HI 山寺 BC， 从 而 A 
EFHI 为 平行 四 边 形 , 即 Ass Q 

HG = CE\IG = GF,GB = 2GE, GC = 2GF B ETAN c 


X HD JLE CCJ GF, 即 知 GFHD 为 平行 四 边 形 , 则 FE 灿 图 1.81 
GD. 


又 FH LẸ AC, AT A, G, D IR, EE DG = + AG, AG = 26D. 
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证 法 3 MAE. BD, CE - 1, 由 塞 瓦 定理 的 道 定理 知 AD, BE, CF 共 点 . 


后 半 部 分 同 证 法 1 的 前 部 分 ( 赂 ). 
党 三 角形 重心 性 质 定理 


由 三 角形 重心 定理 可 推导 出 如 下 一 系列 性 质 定理 . 

定理 1 设 6 为 人 4BC 的 重心 ,联结 AG 并 延长 交 BC FD, M DH BC B 
中 点 ,4D? = J (AB + AC?) - FBC, HSE = >, 

定理 2 设 6 为 人 46C 的 重心 ,过 G 作 DE // BC 交 4B T D ,% ACFE; 


> G fE PF // AC ZAB FP,3 BC + F; G fE KH // 4B 交 4C 于 K, 交 BC 于 
H,WJ 


定理 3 ”在 平面 直角 (或 斜 角 ) 坐标 系 中 , 设 AABC 三 项 点 坐标 为 (xi， 
nG = 12,3), 则 这 个 三 角形 重心 Hema t 2 t tyty), 


定理 4 Vk G Rc A ABC 的 重心 , 则 有 
(1) BC? + 3GA? = CA? + 3GB? = AB? + 3GC?. 


(2) GA? + GB? + GC? = (AB? + BC? + CA2). 
3 


反之 , 若 平面 内 一 点 G 满足 式 (1) 或 (2), 则 G 为 人 4BC 的 重心 ， 
证 明 设 6 为 全 48C 的 重心 ,4D 为 中 线 , 则 


BC + 36A? = BC? + (ADY = BC2 + (24D) 


由 上 述 定理 1 得 
(24D)? = 2(AB2 + CA?) — BC? 
即 


BC? + 3GA? = BC? + 二 (204B2 + CA?) - BC?) = 2(AB? + BC? + CA?) 
同 理 CA? + 3GB? = 2 (AB? + BC? + CA?) 


AB? + 3GC? = 2(4B? + BC? + CA?) 
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由 此 即 得 (1) ,以 上 三 式 相 加 即 得 (2). 

反之 , 设 G 为 平面 内 一 点 , 若 点 G 满足 式 (1) ,我 们 证 明 : 点 CRE A ABC 
的 重心 . 

首先 ,我 们 指出 这 样 一 个 命题 :给 定 A ABC 后 , 设 点 G 满足 64? - CB? = 
teca - BC2?)( 常 数 ), 则 点 G 的 轨迹 是 垂直 于 直线 AB 的 一 条 直线 ( 设 为 h), 
并 且 这 条 直线 1, 过 A ABC 的 重心 Go. 

事实 上 ,命题 的 前 一 个 断言 是 一 个 基本 的 轨迹 命题 ,证 略 . 我 们 只 验证 : 直 
线 l, št A ABC 的 重心 G0. 

由 于 Go X A ABC 的 重心 , 故 

C? + 36o42 = CA? + 3GoB? 

即 CoA? ~ CoB? = (CA? - BC?) 
可 见 重心 Co EIERNE) 上 一 点 . 

同 理 ,满足 GB? ~ GC? = 半 (4B2? ~ CA?) 的 点 6 的 轨迹 是 季 直 于 直线 BC 的 
一 条 直线 ( 设 为 !,) ,并 且 这 条 直线 1, 过 A ABC 的 重心 Go. 

于 是 满足 式 (1) 的 点 G 就 是 直线 1 与 2 的 公共 点 ,由 于 两 相交 直线 1, 和 1, 
有 唯一 公共 点 Go, 故 满足 式 (1) 的 点 G 就 是 人 4BC 的 重心 Go. 

故 点 G 满足 式 (2) , 则 也 可 证 明 :点 G 就 是 人 4BC 的 重心 Go, 证 略 ， 

定理 5 设 6 为 人 4BC 内 一 点 ,G 为 A4BC 的 重心 的 充 要 条 件 是 下 列 条 
件 之 一 ， 

O) Saa Sia a Saar F Sanc. 

(2) 三 角形 内 一 点 到 三 边 ( 所 在 直线 ) 的 距离 与 三 边 成 反比 ， 

(3) 当 AG, BG, CG 的 延长 线 交 三 边 于 D,E,F 时 , Sawre = Sas = 
Sacc 

(4) 过 G 的 直线 交 4B FP, AC TOM, ip + 30 = 

证 明 (1) 必要 性 .延长 AG 交 BC FD, N D na 中 点 ,有 Sanpa = 


Sacpt,Saapc = Seacpc, 故 Saacs = Saase- 


FIM, Sass = Saacc, 故 Saca = Sacs = Saca = F Saan- 

充分 性 .如 图 1.82, 令 GH OABC 内 一 点 ,联结 AG 并 延长 交 BC + D , KA 
BG 并 延长 交 4C 于 E. 记 Saas = Sace = Saca = S,BC = a,CA = b,AB = 
c,Saapc = Si, Sace = S>, BD = x,DG = y. Ñ 
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Sı = $ ay ° sin ZBDG 


S, = $ (a = z)y ° sin Z CDG = 


L(a- z) + y + sin(180° - Z BDC) = <. 


L(a = z) ° y + sin ZBDG m. 
S _ a 
故 Fl 
Srs S 
m Pa TA 
亦 即 Si = ss = Šla - x) 
又 Samo = 二 cr sinB = S+ Si = Šla + 2) 


e snn s 2 


FHERR e sin Ë - =,F 
r= 7 AD 为 A ABC 的 边 BC 上 的 中 线 ， 
同 理 , 可 证 BE 为 A ABC 边 4C 上 的 中 线 ， 


故 G H OABC 的 重心 ， 
(2) Șt P 9 AABC 内 一 点 ,已 到 全 48BC 的 三 边 a,b,c( 所 在 直线 ) 的 距离 
分 别 为 x,yvz, 由 (1) EA 已 是 人 4BC 的 重心 Saa = Sage = Sacre 


于 ye = by = ee 4 = + = +. 
x y z 
(3) 仅 证 充分 性 . 如 图 1.83, 设 Sar = Saso Q 


Sacre = 1, Saare = z, Sag = Y+ Sacro = z. HAD = y + dl 


Fy 
1 BP y+1 CP z+1 p 
1 = 2+ =z+1= =x+1 = 有 
z 'PE x 'PF y’ 
y+z=x+1 o LIN 
zx+xz=y+l © 
xm+y=z+l1 @ 


HO - @#8 


z(y-s)+z-x = x- y 
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Bp z-x=(x-y)(l +z) @ 
同 理 x-— y = (y - z)(i + z) @ 
= asw (z-— s) CEay5 @ 


车 x = y 代 人 图 得 z = x, 即 有 x = y = z, 再 代 人 @ 得 x = 1, 故 x 
y's wak, 

xay My ⁄ x,z < x, @ x @ x @ 8 

(1+x)X1+y)(1+z)=1 
而 4%,y,z 为 正 数 , 则 1+ x > 1,1+y > 1,1+ z > 1, 等 式 @ 无 正 数 解 , 故 只 有 
正 数 解 x = y = z = 1, 即 证 ， 

(4) 必要 性 ,如 图 1.84, 设 M X A ABC 的 边 BC 上 任 一 点 ， 4 
直线 PQ 分 别 交 48 ,4MH ,4C T P,N,Q ,联结 PM , QM , 则 
aM - AN + NM _ Saam + Sauro Saa t Sanu 

A 
ra Saam + 49. Sanm 
AB AC 


APAQ, 
AB ` AG ` Saase 


AB. CM „AC , BM 
AP ` BC * AQ ` BC 
3 N 39 A ABC 的 重心 时 ,W 为 BC 中 点 ,有 BM = MC, B AM = + iteh 


证 得 结论 人 @ + A a3. 


充分 性 . 设 公 ABC 的 一 边 48 上 有 Pi, Pa 两 点 ,在 另 一 边 AC 上 有 Qi, Q 两 


点 .着 篇 -io r + = 3, 则 可 证 得 P, Q, 与 P,Q> 的 交点 G J: A ABC 
的 重心 . 

事实 上 ,如 图 1.85, 联 结 46 并 延长 交 BC TFM, B, 
C 分 别 作 4M 的 平行 线 交 直线 P101, P0 PMF Xi, Yi, 
X2, 22, 于 是 ,由 


_ AB AC ， BP, CQ 
- AB Aa PD. (+ 多) 

BP, CQ _ BX, , CY, 

有 l= 4P, * AQ, ` ÁG * AG 
Bp BX, + CY, = AG 


同 理 BX, + CY, = AG 
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从 而 BX, + CY, = BX, + CY, 
即 BX, - BX, = CY, - CY, 
亦 即 人 


而 XX // Yi Ya, AAFIN A GX X, AGY, Y2, FLA GX, = GY, HEA 
BM = MC, B} AM J) A ABC 的 边 BC 上 的 中 线 , 亦 即 CM 为 梯形 BCY, X, 的 中 位 
线 . 

此 时 BX, + CY, = 2GM. 

由 BX, + CY, = 4C, 故 46 = 2GWH. 由 此 即 知 点 G 为 人 4BC 之 重心 . 即 满 


RAP + AS = 3 的 直线 PQ 过 其 重心 


定理 6 即 三 角形 的 拉 格 朗 日 (Lagrange,1736 一 1813) 定理 . 
设 G J A ABC 的 重心 , P 为 平面 内 任 一 点 , 则 有 
PA? + PB? + PC? = 3PG? + GA? + GB? + GC? 
证 明 ”如 图 1.86, 设 AD Jš A ABC 的 中 线 , 取 AG 中 点 4 
,联结 PD, PE, 则 DG = GE = EA 
先 假 定 P 与 6 不 重合 ,对 公 PDE 用 中 线性 质 ( 即 定理 1) 
得 “< 
4( PG? + GD?) = 2(PD2 + PE?) 
对 A PGA 用 中 线性 质 得 图 1.86 
2(PE? + EG?) = PG? + PA? 
两 式 相 加 并 注意 CD = EG 得 
3PG2? + 6GD? = 2PD2 + PA? ° 
车 已 与 6 重合 , 式 四 成 为 6GD2 = 2GD2 + 6h2, 仍 然 成 立 .对 A PBC 用 中 
线性 质 得 
2(PD° + BD2) = PB? + PC? © 
由 O,@ 相 加 得 
3PG? + 6GD2 + 2BD? = PA? + PB? + PC? 
由 于 上 式 对 于 平面 内 任 一 点 都 成 立 , 故 对 点 G 也 应 成 立 , 即 有 
6GD2 + 2BD? = GA? + GB? + GC? 


故 PA? + PB? + PC? = 3PG2 + GA? + GB? + GC? 
定理 7 三 角形 重心 G 到 任 一 条 直线 ! 的 距离 ,等 于 三 个 顶点 到 同一 条 直 
线 的 距离 的 代数 和 的 十. 


证 明 ARENA A,B,C, Eb 6, 边 BC 的 中 点 1 到 直线 ! 的 距离 分 别 
为 da, dg, dc, do, dy, W) 


Treasure N Geometry 


de = da + 3 (du - do), du = + (da + de) 


两 式 相 加 , 即 有 


dç = 4a + dg + de) 


Ë ”由 此 定理 可 推 知 : 设 作 -直线 使 三 角形 三 个 顶点 到 它 的 距离 的 代数 和 为 零 , 则 它 
通过 重心 ,所 以 这 种 和 为 定 值 的 直线 与 一 个 以 G 为 圆心 的 圆 相 切 . 

定理 8 Ek 6 为 全 4BC 的 重心 , 若 AG2 + BC = CC?, 则 两 中 线 AD 和 BE 
垂直 ;反之 , 若 两 中 线 4D, BE 垂直 , 则 AC + BG? = CC. 

定理 9 设 a,b,c,R 分 别 为 全 ABC 的 三 条 边 长 .外接 圆 半径 , GH A ABC 


的 重心 , De 表示 6 到 A ABC 三 边 虐 离 之 和 , 则 De = b+ et 人 = 2205 


6R 6R 
证 明 ”如 图 1.87, Æ AABC 中 ,6 为 重心 ,过 C fE C 
CH LAB 于 及 ,过 6 作 CP L AB 于 已 ,由 
ADpPcewA^pic, 人 路 = + 
得 cp = Ten = 35. a 人 
5 图 1.87 
EM G 到 另 两 边 的 距离 分 别 为 GR PgR 
S, ab 
De = fR 


定理 10 ”三 角形 重心 到 各 边 距 离 之 和 不 大 于 其 外 接 圆 半径 R 的 羡 ,而 不 
小 于 其 内 切 圆 半径 "的 3 (Ë. 
证 明 ” 设 P,8,7 分 别 为 全 4BC 的 重心 6 在 三 边 上 的 射影 ,a,5b,c 为 三 顶 
点 4,8,C 所 对 边 的 边 长 , 则 
GP + GQ + GT = 2 R(sin Asin B + sin Bsin C + sin Asin C) < 


2 * RF. 
3 X 4 my 


" 
l 
= 


1 1 1 Sase 
Xia GP = yb CQ = yc ° GT = , 则 


2 1 1 £ 
GP + GQ + GT = Samc(l ++ + )= pr i++ = 


r;a+b+c a+b+c a+b+c 
aa o ea E Sos 


NO 
oN 


(e) pasao aza == 


b4 
ON 


Etanpa B mis 8 annk 


R m * E 


b b 
ARa EA s r EA +) > 
37x9 = 3r 


故 3r < GP + CQ + GT < 总 R, 其 中 等 号 当 是 仅 当 和 48C 为 正三 角形 时 成 立 , 


定理 11 三 角形 重心 到 各 顶点 的 距离 之 和 不 大 于 其 外 接 贺 半径 的 3 倍 ,而 
不 小 于 其 内 切 圆 半径 的 6 倍 . 
证 明 ”所 设 同 定理 10 中 证 明 , 由 中 线 长 公式 ( 即 定理 1) ,得 


CA = ZDA = 2. T X(+ Q) d = T 30 + e) = a 
B = + V Ua + c?) — b? 


Ei 
3 
Gc = + /2(a + 02) = ë 
则 
GA + GB + GC = J V204 P) -è + (a + 
V2(o + b?) - 2) 
而 由 柯 西 不 等 式 
(VUB? + c?) - a + /2(a2 + è) - b2 + V2(a2 + 2) - c2)2 < 
3(2(b2 + c?) — a? + 2(a2 + è) - b? + 2(a2 + b2) — 2) = 
9(a2 + b? + c?) = 9 x 4R2(sin'A + simB + si C) = 


36R2( 羡 - F (cos 2A + cos 2B + cos 2C)) = 


72R2(1 + cos Acos Bcos C) 
再 由 A ABC 中 可 证 


cos A ° cos B - eos C < + 


故 GÁ + GB + GC < + x 9R = 3R 
X GA+ GB+ GC = 2(GD + GE + GF) > 2( GP + GQ + GT) > 6r 
#k 6r < GA + GB + GC < 3R, 其 中 等 号 当 且 仅 当 A ABC 为 正三 角形 时 成 立 . 
定理 12 ” 设 点 6 为 全 4BC 内 一 点 ,6 为 4BC 的 重心 的 充 要 条 件 是 : 当 点 
G 在 三 边 BC, CA, AB 上 的 射影 分 别 为 D,E,F 时 , GD - GE - GF 值 最 大 . 
证 明 ”充分 性 与 必要 性 合 起 来 证 . 
设 三 角形 三 内 角 A,B,C 所 对 的 边 长 分 别 为 a,6,c. 记 GD = x,GE = y, 


Treasure N Geometry 


GF = z, 由 


Sacc = Far, Saqi = T by, Saca = La 


知 ax + by + cz = 2SAnac 为 定 值 .由 三 个 正 数 的 平均 值 不 等 式 ,有 


or 


852 pc 


即 xyz < 27abe ,此 式 当 且 仅 当 ax = by = cz b}, BẸ Sacgc = Sacc = Sacs 


时 等 号 成 立 , 即 G 为 人 4BC 的 重心 时 ,结论 成 立 ， 
定理 13 ”平面 内 到 三 角形 各 顶点 距离 的 平方 和 最 小 的 点 就 是 三 角形 的 重 
心 ， 
证 明 ”建立 平面 直角 坐标 系 , 设 人 4BC 三 顶点 4,B，,C 的 坐标 分 别 为 (x;， 
yi)(i = 1,2,3),P(x,y) 为 平面 内 任 一 点 , 则 
| PA |? +1 PB 2 +1 PC P = Ds - x)? + (yy)) = 
Tat 
3x? = 2(x) + x2 + xs)zx + zl + xÜ + xÜ + 3⁄2 - 
Ayit y2 + y3)y + yU + yz + 3 = 
3(x - Et z + 23)2 


+ xl + <Ë + xà —- 


HO + x + x3)? + 3(y - nta ty + 


1 
YL + y; + 3 — 3 (i + y + ya)? 


BLR = THEE H y = LENEI at, | PA 2 +I PB Ë + 


1 PC P Sh iM HEEE tyty) 是 AABC 的 重心 6 的 从 
WEBI P 为 A ABC 的 重心 时 , 它 到 三 角形 各 顶点 距 高 的 平方 和 为 最 
小 . 


通过 计算 还 可 以 知道 ,这 个 最 小 值 就 是 三 角形 各 边 长 平方 和 的 了 . 


注 ”此 定理 也 可 由 定理 6 来 推论 . 
推论 ”一 个 点 ,到 三 角形 各 顶点 的 蝶 离 的 平方 和 为 定 值 , 则 它 的 轨迹 是 以 


该 三 角形 重心 为 圆心 的 贺 . 


NO 
AN 


(ajro orunz wgra 


e 


Erpa B masm ISHK 


<. 


+ = fa rh ñ0 3646 638 2: À 


定理 i G 38 A ABC 的 重心 ,P H A ABC 所 在 平面 内 一 点 , 则 
AP? + BP? + CP? = 3PG? + + (AB? + BC? + CA?) 


事实 上 ,由 三 角形 重心 性 质 定理 4(2) 及 定理 6 即 得 . 
eti JE Rk (Leibniz, 1646—1716) ,德国 数学 家 ， 


党 三 角形 重心 定理 的 推广 


定理 1 若 D,E 分 别 是 公 4BC 的 边 BC,4C( 或 其 延长 线 ) 上 的 定 比分 点 ， 
AD 与 BE ZFA G,A 


H a a fD 
GE 7 DC Í EA 
证 明 如 图 1.88, 过 点 五 作 EF // BC 交 4D 于 F, 则 A 


BG BD py B D Ta 
GE = FB’ 图 1.88 
BG _ _BD 
GE “ EA - DC 
CA 
BG _ BD,, _ CE 
即 GE = DC + pA) 


注 MA ,分 别 为 边 BC,4C 的 中 点 时 ,有 名 = Be L. 


定理 2 设 D,E, 分 别 为 人 4BC 的 边 BC, C4,4B 上 的 点 , 且 人 = BD 


AB ` BC 7 
CE _ l = A -2-2 
=h ,AD, BE, CF 三 线 交 得 人 GHK, 则 Saci = i q Saase 


证 明 ”如 图 1.89, 直 线 CKF 截 A ABD ,由 梅 混 劳 斯 定理 ,有 


AK, DC, BE _ A 
KD CB FA” = 

M m= Ta -T7 E 

Bp £ - = £ D E 

从 而 Same = ai Reisai = 图 1.89 
a sawe 

同 理 可 证 。 Sao = Sasa = z3 Saase 
ow [1 AD] same = $252 sae 


显然 当 n = 2 时 ,有 Saar = 0,G,H,K 重合 于 重心 . 
如 果 我 们 称 n(n > 3) 边 形 某 项 点 同 除 该 点 以 外 的 (nm - 1) 个 点 所 决定 的 
(n - 1) 边 形 的 重心 的 连 线 , 为 上边 形 的 中 线 .( 当 nm- 1 = 2 时 ,(n - 1) 边 形 退 
化 成 一 线段 ,此 时 重心 即 为 线段 的 中 心 ) 那么 重心 定理 可 推广 如 下 . 
定理 3 n 边 形 的 各 条 中 线 ( 若 有 重合 ,只 算 一 条 ) 相交 于 一 点 ,各 中 线 被 该 
点 分 为 (n - 1) : 1 的 两 条 线段 ,这 点 叫 n 边 形 的 重心 . 
证 明 n = 3 时 为 重心 定理 ,结论 成 立 ,假设 n = Ara 
k- (k > 4) 时 ,命题 成 立 , 则 当 n = 时 ,在 k 边 形 
Aix A 中 ,如 图 1.90, 若 5 是 (k -2) 边 形 4142…Ai-2 4 
的 重心 ， 则 ASAS 分 别 是 人 - 1) 边 形 
A1h2… Ax-2Ax-1 和 A142…A4-244 的 中 线 ， 
设 O41 和 O'r- DIEC k —- 1) 边 形 A, Ar Ar-2Ar-1 
和 A Ar Ar-24 的 重心 , 则 根据 假设 有 
Ar-10r1 _ (k -1)- 1 AO 
Okas ` 1 ~ Okas 
联结 4404-1,44-10'4-1; 则 它们 是 有 边 形 的 两 条 中 线 , 且 交 于 一 点 . 设 交点 
为 0, 联 结 O6-10'41, 则 有 OO // A. A, WJ 
AC0,.,0', iO A OA A, 
A... 0 A;0 
D z To'a Sel 
IE, k AIEA, Ar A WARR PRA -101-1401 ZFA 0, 且 被 0 
点 内 分 为 (& - 1) : 1. ERNE k HE A Ar A 的 任意 相 邻 两 条 中 线 的 交点 内 
分 每 条 中 线 为 (x - 1) : 1, 由 此 推 得 ,k 边 形 的 所 有 中 线 过 一 点 , 且 被 这 点 内 分 


有 


NO 
ON 


[a)8r ao ag =x=— = 


Fina B mga ISE 


e 


为 (k -1):1. 
综 上 所 述 ,定理 得 证 . 


党 三 角形 的 旁 重心 问题 


过 三 角形 的 一 个 顶点 ,平行 于 对 边 的 直线 称 为 外 中 线 ,两 条 外 中 线 的 交点 ， 
称 为 旁 重心 .0 

与 三 角形 的 内 、 外 角 平 分 线 一 样 ,应 将 三 角形 的 中 线 与 外 中 线 的 图 形 作为 
整体 来 看 ,这 样 就 可 以 看 到 中 线 与 外 中 线 , 重 心 与 旁 重心 的 性 质 的 类 似 之 处 .于 
是 ,我 人 有 如 下 结论 : 

定理 。 三 角形 的 每 个 顶点 引出 的 中 线 通过 这 点 所 对 的 旁 重心 . 从 外 中 线 
上 一 点 到 三 角形 两 条 邻 边 的 距离 与 这 两 条 边 的 长 成 反比 .从 一 个 旁 重心 到 三 角 
形 三 边 的 距离 与 这 三 边 的 长 成 反比 ,三 角形 中 线 分 对 边 的 比 (有 向 线段 , 下 均 
同 ) 为 - 1, 外 中 线 分 对 边 的 比 为 1, 三 角形 中 线 被 重心 分 成 的 比 为 - JASE 


心 分 成 的 比 为 二 . 以 原 三 角形 的 底 为 底 , 以 一 个 旁 重心 为 顶点 的 三 角形 ,面积 都 
相等 .车 Ma 为 4 相对 的 旁 重心 ,P 为 任意 一 点 , 则 
PB? + PC? - PA? = PMA + M,B? + M,C? - M,A? 


人 三 角形 的 拉 格 朗 日 定理 


三 角形 的 拉 格 朗 月 定理 @ ME GÆ A ABC 的 重心 ,P 是 该 三 角形 所 在 平 
面 上 的 任意 一 点 , 则 
PA? + PB? + PC? = GA? + GB? + CC + 3GP2 Ë 


该 定理 是 拉 格 朗 日 于 1783 年 发 现 的 , 卡 诺 (Camot， AAA 


1753—1823) 在 1801 年 也 得 到 了 它 . JIN 
证 明 ”如 图 1.91, 设 D 是 边 BC 的 中 点 ,联结 PD, 则 NN 


PB? + PC? = 2( PD? + BD?) D2 
据 斯 特 瓦尔 特定 理 ,得 图 1.91 
@ 约 办 过 .近代 欧 氏 几何 学 [M] . 单 坪 , 译 , 上海: 上海 教 育 出 版 社 ,2000:152。 
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PA? > DG + PD? + GA - PG? - DA = DA + DG » GA 


即 PA? + 2PD? ~ 3PG? = GA? + 2GD2 @ 


@+ 四 得 
PA? + PB? + PC? = GA? + 2(BD2 + GD?) + 3GP2 
由 于 GB? + GC? = 2(BD2 + GD2) ,所 以 
PA? + PB? + PC? = GA? + GB? + GC + 3GP2 
如 果 用 坐标 法 来 解 ,那么 可 取 G 为 原点 建立 直角 坐标 系 xOy , 设 A(x1,y1)， 
B(x2,72), C(x3,y3), P(x,y), MI 
Xi + X2 + x= O,yi + yz + ys = O 
所 以 
PA? + PB? + PC = (x ~x)? + (y = yi)? + Ca a)? + 
(y-n) + (x — a) + (y ~ ys)? = 
ICa? + y?) + (xl + y) + (xÜ + y) + (a + 2) = 
GA? + GB? + GC? + 3GP? 


角形 关于 重心 的 帕 普 斯 定理 


三 角形 关于 重心 的 帕 普 斯 定理 。 UA D,E, FIA AABC 的 边 BC， 
C4,4B 上 的 点 , 且 使 得 贫 = 如 = AE W| ADEF 与 人 4BC 具有 共同 的 重心 C、 
该 定理 载 于 帕 普 斯 的 (数学 汇编 ) 第 八 章 里 . 
证 明 ”建立 直角 坐标 系 x0y, 设 Alaa), B(b, b), Clerc), BR = 


CE _AF _ m 则 p| br + mei bz + mea) (et ma zez + mas) 
EA FB ` n’ m+n ' m+n ?’ m+n ' m+n /” 
F(t mh naz t mba) 

m+n ' mn l 


再 设 人 DEF 的 重心 6(x,y) 则 


_ 工 .Cnbi+ mei) + (ne) + mai) + (na, + mbi) _ 
*“=3 m+n 2 


Gi+ b +c) 


i 1 , (nbz + me) + (ncz + maz) + (naz + mb) _ 
rag m+n z 


NO 
ON 


(a) Zx =m = 


© 


NO 
AN 


Ein B masm 8 ASHK 


几何 瑰宝 
a+ b2 + c2 
3 

可 见 G 也 是 A ABC 的 重心 ,因此 公 4BC 与 A DEF 有 共同 Á 
的 重心， AN、 

下 面 我 们 再 介绍 由 富 尔 曼 给 出 的 一 种 证 法 .如 图 1.92， AA " 
在 BC 上 截取 XC = BD ,联结 Ex, Fx CE = m = =, FD M XC 
AF BD _ CX poy 
fp = pc = yg PVA Ex // AF, FX // AE Ë AFXE 为 平 W 1.92 


行 四 边 形 ,从 而 AF = EX. 设 DE 的 中 点 为 M'1, BC 的 中 点 为 Mi 联结 MM'i, 
则 M1M'! 平 行 且 等 于 EX( 即 AF) 的 一 半 . 再 联结 FM'1, 4M1, 设 它们 相交 于 G, 


AG _ FÇ _ AF _ 5 心 
Mem, = oM, = MiM,” 2, 所 以 G 同 是 人 4BC 与 A DEF 的 重心 . 


注 ” 帘 尔 曼 的 证 法 可 以 递 推 ,因而 此 定理 的 逆 定 理 是 成 立 的 , 即 有 : 设 一 个 三 角形 内 接 
于 另 一 个 ,它们 的 重心 重合 , 则 前 者 的 顶点 将 后 者 的 边 分 为 相等 的 比 、 


=ZfhiW OW is ”以 AABC 的 三 边 分 别 向 外 作 A BCA' ,ACAB', 
A ABC' ,使 得 人 BC4' om 入 Ch4B' o^ AABC' , 则 人 4BC 与 A A'B'C' 的 重心 相 重 


合 


该 定理 是 意大利 数学 家 寨 萨 罗 (EE. Cesaro,1859 一 1906) 于 1880 年 发 现 的 ， 
第 二 年 又 被 诺 伊 贝 格 和 莱 沙特 再 次 发 现 . 它 可 以 推广 到 多 边 的 情形 . 

证 明 ”如 图 1.93, fE 口 B4'CP, 根据 A ABC cO 
AB'CA N A C'AB 48 A BPC c> AAB'C, ERVA 


BC _ AC Puai 

CP = BC Z ACB' = a = 人 BCP 
于 是 LB'CP = ZACB 
从 而 得 AB'CP o AACB 

CB’ _ CA a 
因此 pp = AB Z PB'C = Z BAC 
CA _ CB' 所 

13B = GA ,所 以 


PB' = C'A 
设 Wi, 大 分 别 为 BC ,4'B' 的 中 点 ,联结 AM: 和 C'X, 它 们 相交 于 6. 再 设 AC 


Treasure N Geometry 


与 BP 相交 于 D, 则 
LOAD = a + LBAC = a + ZPB'C = ZADB' 


所 以 PB' // C'A 
因为 M, 也 是 4'P 的 中 点 ,所 以 
mx LT re 
故 mx dica 
MG XG_1 
因此 [= A 


由 此 可 知 G J A ABC 的 重心 ,又 是 公 4'B'C' 的 重心 , 即 这 两 个 三 角形 的 重心 重 


合 


如 果 利 用 复数 知识 来 证 ,那么 可 设 4(a),4'(a’),… 为 复 平面 上 的 点 , 据 
相似 条 件 得 


于 是 (e - b)+(b -c)+(@“ -a)= 0 
所 以 @ +b +e =a+b+c 
即 at b+) = (asb, e) 


由 此 可 知 A A'B'C' 的 重心 与 人 4BC 的 重心 相 重 合 . 


外 心 定理 ”三 角形 的 三 边 的 垂直 平分 线 交 于 一 点 . A 
这 点 叫做 三 角形 的 外 心 . 

证 明 ”如 图 1.94, 设 AB, BC 的 中 垂 线 交 于 点 0, 则 
有 04 = OB = 0C, 故 0 也 在 4C 的 中 垂 线 上 ,因为 0 到 
三 顶点 的 距离 相等 , 故 点 0 是 A ABC 外 接 圆 的 圆心 , 因 # rad 
而 称 为 外 心 ， 


[CE ao a Zg=sz— = 


Fene Bima gana 


由 三 角形 外 心 定 理 , 可 推 证 得 如 下 性 质 定理 . 

定理 1 三 角形 所 在 平面 内 的 一 点 是 其 外 心 的 充 要 条 件 为 :该 点 到 三 顶点 
的 距离 相等 . 

定理 2 设 0 为 人 4BC 所 在 平面 内 一 点 , 则 0 为 人 4BC 的 外 心 的 充 要 条 
件 是 下 述 条 件 之 一 成 立 . 

(1) LBOC = 2ZA,ZA0C = 2ZX B,ZA0B = 2⁄Z C. 

(2) OB = 0C, Ë. X B0C = 2ZXA. 

事实 上 ,必要 性 显然 ,充分 性 只 需 注意 到 定 弦 一 侧 张 定 角 的 轨迹 圆 弧 是 唯 
一 的 即 可 . 

aaa 设 三 角形 的 三 条 边 长 ,外接 贺 的 半径 、 面 积分 别 为 a,b,c, R, Sa, 


MR = RER Sa = SÉ. 

=m 直角 三 角形 的 外 心 为 斜 边 中 点 ,锐角 三 角形 的 外 心 在 形 内 , 钝 角 
三 角形 的 外 心 在 形 外 . 

定理 5 ”三 角形 的 外 心 到 三 边 的 有 向 距 (外 心 在 边 的 形 内 一 侧 的 距离 为 
正 ,否则 为 负 ) 之 和 等 于 其 外 接 圆 与 内 切 贺 半径 之 和 . 

证 明 ”对 于 直角 三 角形 ,显然 结论 成 立 . 

如 图 1.95, 对 于 锐角 公 ABC, 设 外 心 0 在 BC = a,C4 = 
b,AB = c 边 上 的 射影 分 别 为 01,02,03, 设 00 = di, 
00; = dz, 00; = ds. 由 4,03,0,0; 四 点 共 圆 ,并 应 用 托 勒 
密 定理 ,有 

AO - 0,10, = AO; * 00, + A02 - 00; 

U A ABC 的 外 接 圆 半 径 为 尽 ,内 切 圆 半径 为 ". 由 于 0 
为 外 心 , 则 01, 02, 03 PANTHER: 于 是 ,上 式 变 为 
1 


R. W; ‘ht 3b ds 
即 = cd, + bd; 
同 理 , 有 

Rb = ad, + cdi, Rc = bd) + ad, 
三 式 相 加 ,得 


R(a + b+ c) = d((b + c) + dy(c + a) + ds(a + b) ° 


Treasure N Geometry ` 


S 
ON 


另 一 方面 ,由 Samce = Saogc + Saocs + Saon fi 


(e)eg=ao ax =m = 


r(a + b + c) = ad, + bd, + cds @ 
© + @, 即 得 
R+r=d+ 吕 +d 
如 图 1.96, 对 于 钝 角 公 48C ,字母 所 设 同 图 1.95, 
MJ 00; = - ds( ds 为 负 值 ). 在 四 边 形 O, 0240 中 应 用 托 
DEE, A 
AO, : 00, = 00, > A02 + AO * 0303 
Bp cd, = - bd; + Ra 
即 Ra = cd; + bds 
以 下 均 同 锐角 的 情况 ( 略 ). 故 
d+d,+d = R+r 
Ë #Hh @ 
25a a 2 2Rsin A x 2Rsin Bsin C 
Y“ a+rb+rce” 22RGinA+snB+sinC) =” 
4Rsin À. sin -ain 
则 有 di + dy + dy = RCoos CROC » con LAOE , oon L408) = 
R(cos A + cos B + cos C) = 
RO + sin sin Foin) = 
RCIL+ g) = R+r 
即 证 


定理 6 hL A ABC 的 外 心 0 任 作 一 直线 与 边 4B,AC( 或 其 延长 线 ) 分 别 相 
XF P,Q 两 点 , 则 
AC 


AB sin 2B + 40sin 2C = sin 2À + sin 2B + sin 2C 


或 Bsin28 + 总 sn 2C = sin 24 
证 明 ”如 图 1.97, 延 长 40 交 BC 于 MN, 交 外 接 圆 于 大 ,延长 CO 交 4B FF, 
则 
BM _ Samu _ AM .2Rsin Csin(90°- ZAKB) _ sin2C 


MC Sag ~ AM .2Rsin Bsin(90? - 人 4KC) © sin 2B 


SO 
ON 


Ld 


几何 A 现 宝 


Ha AF _ sin2B 
FB = sin24 
对 AABM 及 截 线 FOC 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,得 


AF ,BC.MO | 
FB ` CM 0A = 
BC _ BM + MC _ sin2B + sin2C 
而 ME = MC “= nag “' 于 是 
MO _ MC .BF sin 24 


OA = BC FA sin2 B + sin 2C 
从 而 40 AO sin2B + sin2C 
= A0 + OM 7 sin 2À + sin 2B + sin 2C 
又 Saa _ AP: AQ Sa _ BM _ __sin2C 
Saa = AB. AM'SAac ™ BC =- sin2B + sin 2C 
Saso _ AQ: AO Sag _ MC _ _ sin 2B 
Sasu = AC- AM’ Samce = BC = sin 2B + sin 2C 


由 


AP- AQ _ Saso _ Sasro , SAABM $ Sango , Sascu u 

AB: AC SAC — Saam Saase “SAhcw Saase 
AP. A0, sin 2 C 40-40, sin 2B 
AB- AM ` sin 2B + sin 2C + AC AM ` sin 2B + sin 2C 


即 证 得 结论 . 

EEO Vk A ABC 的 外 心 为 0, 若 AOR AO 的 延长 线 ) 交 BC 于 D, 则 
BD _ sin 2Ç 
CD ` sin2B'` 


证 明 ”如 图 1.98, 联 结 OB, 0C , 易 知 有 04 = 
0C,ZA0B = 2ZC,ZA0C = 2 有. 

再 过 B,C 分 别 作 BE L A0,CF L A0 EERIK E, 
书 , 则 有 


RtA BDE co RtA CDF 


BD _ BE 
CD ` CF D 


LOA- OB- si Loa. 
ZOA: OB sin LAOB s, 704 BE ii 


F04- OC. sin aoc Sew Loa. cr 


2 
sin L AOB sin2C © 
éF = sin LAOC ™ sin 2B 


O FMX SARIO 4k R JUN). FEBA R, 1998(7,8):30. 


l 


由 O,Q@ 两 式 ,得 
BD _ sin2C 
CD ` sin2B 


利用 定理 5 及 欧 拉 不 等 式 r< 是 ,可 得 

定理 8 锁 角 与 直角 三 角形 的 外 心 到 各 边 距 离 之 和 不 大 于 其 外 接 加 半径 
的 ,不 小 于 其 内 切 图 半径 的 3 8. 
党 三 角形 外 心 定理 的 推广 


{ 四 ) 呈 已 忆 局 < 二 局 科 四 双 工 一 并 吕 


定理 1D ”过 公 4BC 三 边 中 点 D,E,F 分 别 作 与 三 边 倾斜 角 均 为 的 斜 线 
且 顺 序 一 致 , 三 斜 线 相 交 得 A GHK, 则 SAG = cosa * Sangc. 

证 明 ”首先 我 们 证 人 KGH cn A ABC ,如 图 1.99 所 
示 . 因 


LKFA = a = LKEA 
AJA, K, F, E 四 点 共 圆 , 则 


ZGKH = Z BAC 
同 理 可 证 LG = ZB,ZH = ZC 
故 AKGH cn AABC 
又 由 正弦 定理 ,有 
KF _ sin ZKAF _ _ sin KEF asin(G-a) 
AF = sin ZAKF = sin(l8P — ZAEF) ” sin C 
KF _ sin(Ç - a) 
则 AB ~ 2si C © 
同 理 , 8,G,D,F 共 圆 ,有 
FG _ sin(C + a) 
BF” sinC 
FG _ sin(C + a) 
即 AB = 2sin C ° 
@+ 四 得 
KG - aC sin( C - a) + sin( C + a)) = cos a 
" Sak KGV? 
故 有 ges. (KE)? = oz 


O 汪 江 松 , 黄 家 礼 .几何 明珠 [M] .武汉 :中 国 地 质 大 学 出 版 社 ,1988:104-105 
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几何 瑰宝 


即 Sakon = eoszaSAhac 
显然 , 当 a = 90 Saru = 0 时 正 是 外 心 定理 . 
类 似 于 定理 1 的 证 明 , 可 得 如 下 定理 . 


定理 2 在 AABC 中 ,三 边 分 别 为 a,b,e, 设 AF = LAB,BD = pc, 


CE = 十 C4, 过 D, E, F 各 作 三 边 的 重 线 交 得 人 GHK, 则 
n -2)2 (a? +b? + 232 


Saan = ~ Ten? Saase 


证 明 略 . 


人 三 角形 生 心 定理 


垂 心 定理 。 三 角形 的 三 条 高 交 于 一 点 ,这 点 叫做 三 角形 的 垂 必 
证 法 1 如 图 1.100,4D,BE,CF 为 人 ABC 三 条 co- 
高 , 过 点 A,B,C 分 别 作 对 边 的 平行 线 相交 成 ` 
AA'B'C', 则 得 口 48CB' ,cBCAC', 因此 有 AB' = 
BC = C'A, Ai 4D 为 B'C' 的 中 垂 线 ; 同 理 BE , CF 也 分 
别 为 4'C' ,4'B' 的 中 垂 线 , 由 外 心 定理 ,它们 交 于 一 点 ， 
命题 得 证 . 


注 ”此 证 法 为 雷 格 溪 塔 努 斯 (Regiomontanus,1436 一 1476) 在 《 论 三 角形 》 一 书 中 首创 . 
证 法 2 ”如 图 1.101, 作 BE | 4C,4D | BC, 垂 足 依 

次 为 已 ,也 ,交点 为 H. 
联结 CH 交 4B 于 FF. 从 两 组 共 贺 点 :4, B,D,E;C， F E 


D,H,E 8 Z1 = LA, L2 = L3. 已 知人 1+ 22 = T+ 2， 
W 23 + ZA = 也 ,也 就 是 说 所 引 CH 上 AB ,命题 得 证 . P R S 


证 法 3 ”如 图 1.102, 因 为 al = yx, = az, Y1 = Bx, 图 1.101 
所 以 有 4 
sin alsin Bisin Z) bå p 
sin azsin fzsin Y2 E 


X AC, BC 相交 , 故 其 垂 线 AD, BE 不 平行 ,由 塞 瓦 定 
理 的 角 元 形式 ,有 AD, BE, CF HA. 


图 1.102 


由 三 角形 的 垂 心 定 理 , 可 推 证 得 如 下 性 质 定理 . 

定理 1 ”直角 三 角形 的 垂 心 在 直角 顶点 ,锐角 三 角形 的 垂 心 在 形 内 , 钝 角 
三 角形 的 垂 心 在 形 外 ， 

定理 2 iH AABC HEO, M BHC = ZB + ZC = 18- ZA, 
Z CHA = ZC + ZA = 180 - Z B, ZAHB = ZA + LB = 18 - ZC. 

定理 3 WHH AABC 的 垂 心 , 则 及 ,4 ,B,C 四 点 中 任 一 点 是 其 余 三 点 为 
顶点 的 三 角形 的 垂 心 (并 称 这 样 的 四 点 组 为 一 垂 心 组 ). 

定理 4 设 公 4BC 的 三 条 高 线 为 4D, BE, CF, IEP D,E, FRAKE 
下 均 同 ) , 垂 心 为 R. 

对 于 点 4,8,C,H,D,E,F 玉 有 六 组 四 点 共 圆 ,有 三 组 (每 组 四 个 ) 相似 三 角 
形 ,是 AH - HD = BH' HE = CH HF. 

定理 5 TE AAB fs, H 3 , BC = a, CA = b, AB = c, R J A ABC #F 
接 贺 半径 , 则 48? + a? = BR? + b? = CH + 2 = 4R?. 

证 明 ”如 图 1.103, 作 公 4BC 的 外 接 贺 回 0, 联 结 40 并 -六 
延长 交 外 接 圆 于 人 ,联结 BM, CM, 则 AM = 2R. /MAN 

易 知 BH // MC, CH // BM ,因此 ,四 边 形 BMCH 为 平行 | LIN 
四 边 形 .于 是 ,BH = MC,CH = BM. se 

在 RIAAMC 中 ,有 x 

MC? + b? = AM? 
在 RtA4BM 中 ,有 


BM? + cz = AM? 
所 以 BH? + b? = CH? + ê = (2R): 
同 理 , 过 C 作 直径 ,可 证 得 
A + a = (2R)° 
因此 412+a= BH? + b? = CH? + è = (2RY 


注 ”此 性 质 的 证 明 , 或 由 勾 股 定理 有 AH + BC? = AE? + HE? + BE? + CE? = (AE? + 
EB?) + (HE? + CE?) = AB? + CH? 等 , 即 可 . 

定理 6 H2 ABC 所 在 平面 内 一 点 ,及 为 人 4BC 的 垂 心 的 充 要 条 件 是 下 
列 条 件 之 一 成 立 : 

(1) 五 关于 三 边 的 对 称 点 均 在 A ABC 的 外 接 圆 上 . 


NO 
oN 


(e) pacos Zm =m = 
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(2) AABC,AABH, ABCH, AACH 的 外 接 圆 是 等 圆 . 

(3) 有 H 关 于 三 边 中 点 的 对 称 点 均 在 A ABC 的 外 接 圆 上 . 

(4) LHAB = Z HCB, ZHBC = LHAC. 

(5) 人 B40 = Z HAC, ZABO = 人 HBC, 其 中 0 为 A ABC 的 外 心 . 
证 明 (1) 必要 性 .如 图 1.104, 延 长 ADX A ABC 的 


A 
外 接 圆 于 D, 联结 CD, 则 知 人 HCD = 人 HAB = X AN 
Z BCD' , 即 知 H, D' 关于 边 BC 对 称 . Ú 
同 理 可 证 其 余 情形 . LN 


充分 性 . 设 妞 关于 边 BC 的 对 称 点 D' 在 人 4BC 外 接 加 NII 
上 , 则 a 


ZBHC = 人 BD'C 图 1.104 
且 LBD'C + ZA = 180 
从 而 Z BHC = 180 - ZA 
同 理 LAHC = 180 - Z B, ZAHB = 180 - ZC 


此 时 , 设 H' 为 A ABC 的 重心, 则 由 定理 2 知 人 BH'C = 180 - ZA, 
<AH'C =18 - ZX B, ZAH'B = 180 - 人 C, 而 分 别 以 BC, CA, AB 为 弦 , 张 角 
H 180 - ZA,180 - Z B,180 - Z C 的 三 弧 的 交点 是 唯一 的 , 即 H' SHEA, 
#k H J A ABC 的 垂 心 . 

(2) 由 (1) 即 证 . 

(3) 如 图 1.105, 设 工 ,W, N 分 别 为 边 BC, CA , AB 的 
中 点 ,及 关于 这 三 点 的 对 称 点 分 别 为 41, Bi, Ci, 按 图 连 
线 , 则 得 一 系列 不 同 的 平行 四 边 形 . 

充分 性 . 由 AAB, C, 2 AHCB, 知人 LACIB! = P 
LHBC. 

Xh A,B,C, Ci 四 点 共 圆 及 B.C // 4H, 得 

LACiB! = Z B CA = LHAC 
故 ZLHAC = Z HBC 
同 理 Z HAB = Z HCB, Z HBA = Z HCA 
注意 到 人 HCB = Z CBA, 
及  ZHAC + Z HBC + Z HAB + Z HCB + LHBA + LHCA = 180 
可 得 < HBA + HBC + Z CBA, = 9% 
Bp AiB 上 4B, 从 而 CH L AB. 
F, AH | BC,BH | C4, 故 五 为 全 4BC 的 重心 . 
必要 性 . 设 垂 心 H 关于 边 BC 的 对 称 点 为 D', 则 AD // BC, 即 四 边 形 


C 


BA1D'C 为 梯形 . 

H Z BCD' = Z HCB = 人 CBA1, 知 BA, D'C 为 等 腰 梯 形 ,从 而 C, B, A, D' 
四 点 共 圆 . 由 (1) 知 D 在 A ABC 的 外 接 加 上 , 即 A 在 A ABC 的 外 接 贺 上 . 

同 理 , B81, C, 也 在 A ABC 的 外 接 圆 上. 

(4) 必要 性 显然 , 仅 证 充分 性 . 

如 图 1.106, 设 AH, BH , CH 的 延长 线 分 别 交 对 边 于 D， 
E,F. 在 人 ABD 和 人 CBF 中 ,人 HAB = 人 HCB, 人 4BD = 
CBF, Ñ ADB = 人 CFB. 同 理 人 4DC = Z BEC. 

H Z ADC + Z ADB = 180, 则 和 BEC + Z CFB = 180, 
从 而 人 AEH + ZAFH = 180 , 即 知 A, E, H, F ARA. 

联结 EF, 则 人 人 HEF = 人 HAF. 由 LHAF = 人 HCB, 有 
人 BEF = 人 FCB, 知 B,C,E,F 四 点 共 圆 ,有 Z BEC = Z CFB. 

而 人 BEH + Z CFB = 180, 因 此 人 BEC = 人 CFB = 9. B| Il, BE , CF 是 
A ABC 的 两 条 高 , 故 H 是 公 ABC 的 垂 心 . 

(5) 必要 性 显然 , 仅 证 充分 性 . 


图 1.106 


如 图 1.107, 由 A 
LB40 = 二 (18P - ZA0B) = 
tase -2LC) = W - ZC = ZHAC 
X Z HAC $5 Z C 互 余 , 即 知 AH | BC B [j 
同 理 , BH 上 4C, 故 互 为 全 4BC 的 垂 心 . 图 1.107 


定理 7 已 知 人 4BC 及 一 点 及 ,直线 AH 与 BC, BH 与 
CA, CH 与 4B 分 别 交 于 点 D,E, 下 , 则 HX A ABC 的 垂 心 的 充 要 条 件 是 下 列 条 
件 之 一 成 立 : 

(DHA: HD = HB > HE = HC ` HF. 

(2)HA? + BC? = HB? + CA? = HC + AB2. 

证 明 (1) 必要 性 显然 .对 于 充分 性 ,应 用 割 线 定理 的 逆 定 理 , 知 4, FF,D， 
C;B,C,E,F 及 4,B,D,E 分 别 四 点 共 圆 ,有 人 ABE = 人 ACF, 所 以 人 AEB = 
~4FC ,于 是 4DB = 人 4DC , 即 AD | BC. 

同 理 BE | CA,CF | AB, H} A ABC Wii. 

(2) 延长 4H 至 H' ,使 HH = AH, 且 使 ABH'C 为 凸 四 边 形 .由 三 角形 中 线 
长 公式 ,有 

AB? + HB = 2(AH? + BH?),AC2 + H'C2 = 2(AH? + CH?) 

上 述 两 式 相 减 ,有 


b4 
oN 
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AB? - AC? + H'B2 - H'C2 = 2(BH? - CH?) 
又 由 题 设 有 
AB? - AC2 = BH? - CH',W| H'B? - H'C? = AB? - AC 

H 2382238280 5ESB SD AH | BC, 即 AH | BC. 

同 理 BH L CA, CH | 4B, 故 HH 为 全 4BC 的 垂 心 ,充分 性 获 证 .而 必要 性 是 
显然 的 . 

定理 8 # HIE 人 4BC 的 顶点 , 则 H 为 这 三 角形 垂 心 的 充 要 条 件 是 

+ HB - HC - BC + HC » HA + CA + HA > HB - AB = BC.CA.AB 
其 中 全 取 “+ "用 于 锐角 三 角形 情形 ; 某 一 项 取 “+”, 余 两 项 取 “- "用 于 钝 角 三 角 
形 情形 . 

下 面 仅 给 出 锐角 三 角形 情形 的 证 明 : 

证 法 1 如 图 1.108(a), 作 EH JL BC, FA JL EH, 则 BCHE 和 AHEF 均 是 平 
行 四 边 形 .联结 BF, AE, W) BCAF 也 是 平行 四 边 形 , 于 是 AF = EH = BC,EF = 
AH,EB = CH, BF = AC. 对 四 边 形 4BEF 和 和 四边形 4EBH ,分 别 应 用 托 勒 密 不 
等 式 ,有 

AB > EF + AF > BE > AE - BF, BH - AE + AH > BE > EH > AB 

E} AB- AH + BC- CH > AE + AC,BH - AE + AH > CH > BC- AB © 

对 上 述 式 O 中 前 一 式 两 边 同 乘 HB 后 ,两 边 同 加 上 HC HA + ACRE 
意 到 式 @ 中 的 后 一 式 ,有 

HB - HB > HA - AB + HB > HC. BC + HC 而 :4C> 
HB - AE > AC + HC > HA ` AC 
即 HB(AB - AH + BC - HC) + HC + HA - AC > AC(HB - AE + HC * AH) > 
AC - AB - BC 

故 HA- HB - AB + HB- HC. BC+ HC- HA* CA> BC: CA- AB 四 
其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 式 @ 中 两 个 不 等 式 中 的 等 号 同时 成 立 , 即 等 号 当 
且 仅 当 ABEF 及 AEBH 都 是 圆 内 接 四 边 形 时 成 立 , 亦 即 AFEBH 恰 是 圆 内 接 五 边 
形 时 等 号 成 立 .由 于 AFEH 为 平行 四 边 形 ,所 以 条 件 等 价 于 AFEH 为 矩形 ( 即 
AH | BC) B. ZABE = 人 AHE = 9F, 亦 等 价 于 AH L BC B.CH | AB ,所 以 所 
证 式 @ 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 H 为 人 ABC 的 垂 心 . 

证 法 2 如 图 1.108(b), 以 H AEREO, k HERE, H A,B, C 变换 到 
A,B,C, 0) 


k k k 
HB = gip HC = gis, HA = gir 
k. RC k. CA’ k. A'B' 
BC = pp. HC’ = HC + Har AB = AA- HE 


图 1.108 
3 HB - HC + BC + HC - HA + CA + HA ° HB > AB = BC > CA - AB RL 
时 , 则 将 上 述 6 式 代 人 化 简 得 
HA'2. B'C' + HB’? C'A' + HC'?. A'B' = B'C' + CA’. A'B' 
由 内 心 与 旁 心 关系 定理 1 知 ,H 为 A4'B'C' 的 内 心 , 所 以 HAB = 
LHA'C'. 
而 和 HA'B' = Z HBA,Z HA'C' = 人 HCA, 所 以 人 LHBA = LHCA. 
HÆ, HBC = 人 HAC, 人 HCB = 人 HAB. 由 定理 6(4) #1, H Jy 2 ABC 的 
重心 , 若 刀 为 全 48C 的 重心 , 则 
HB- HC HC: HA , HA: HB _ Samc Sanca , Same 


AB- AC + BC ` BA + CA. CB = Same + Same | Saase 
$k HB + HC > BC + HC - HA + CA + HA - HB - AB = BC + CA 4B 成 立 . 
定理 9 在 非 直角 三 角形 中 ,过 五 的 直线 分 别 交 4B ,4C 所 在 直线 于 P,Q， 
m4 = um B + AG + wan C = tan A + tan B + tan C. 
事实 上 ,如 图 1.109, 联 结 AH 交 BC FD, H A 


AD AH+ HD = Saso + Sapo _ Sase + Saso _ 
AH = AH Saar Sa P E 
APs aao + AQs 
Samot Saa _ AB524800 + GSA _ 5 


个- Ag, 


=1 


SA 


NO 
ON 


(m)cecg—ao< xs dm = 


NO 
ON 


Feree =m 


AR A * = 
BD AD CD AD 
DC BC - tan B' BC 7 BC + tan C 
将 其 代入 式 ,有 
REVS AC._ 1 AB 


AQ ` tan B t AP “=e c 

注意 到 在 非 直角 三 角形 中 ,有 

tan Á - tan B + tan C = tan Á + tan B + tan C 

即 证 得 结论 成 立 . 

定理 10 ”锐角 三 角形 的 垂 心 到 三 顶点 的 距离 之 和 等 于 其 内 切 圆 与 外 接 贺 
半径 之 和 的 2 售 . 

事实 上 ,过 三 角形 三 顶点 作 其 所 在 高 线 的 垂 线 构成 新 三 角形 , 垂 心 为 新 三 
角形 的 外 心 , 再 注意 到 锐角 三 角形 外 心 到 三 边 的 工 离 之 和 等 于 其 内 切 圆 与 外 接 
圆 半径 之 和 .或 注意 到 定理 8 亦 可 证 . 

定理 11 ”锐角 三 角形 的 垂 心 是 垂 足 三 角形 的 内 心 ;锐角 三 角形 的 内 接 三 
角形 (顶点 在 原 三 角形 的 边 上 ) 中 , 垂 足 三 角形 的 周 长 最 短 . 

事实 上 , 对 于 结论 的 前 部 分 , 我 们 可 证 如 下 更 一 般 性 的 结论 : 若 p 是 
A ABC 的 高 4D 上 任 一 点 ,直线 BP 交 4C 于 已 ,直线 CP %AB +. F ,lJ Z FDP = 
ZPDE. 

如 图 1.110, 过 4 作 BC 的 平行 线 MN, 与 DE 的 延长 -全 入 杂 --- 
线 交 于 MW, 与 DF 的 延长 线 交 于 N, 则 有 

AM _ AE _ Same SAPE 


C “EC ™ Sagce = Sapcg 


从 而 AM = DC .SamE _ pc. Sess 


SA $ 
$ kas E 图 1.110 
同 理 4V = BD - es, BD = pc. çS 
A APC 


由 此 三 式 ,有 
AM. DC , Sasa _ DC Sase ` Sag 
BD Sabe DCT Ben Se4PB 
ËD AM = AN Be 一 PDB. 若 P 为 垂 心 , 即 证 得 结论 . 
定理 11 的 后 部 分 结论 的 证 明 参 见 法 格力 诺 问 题 证 明 ,也 可 先 作 p 关于 4B 
的 对 称 点 D', 作 关于 A4C 的 对 称 点 六 ,联结 D'F, D" ,再 利用 前 面 结论 知 D, 
F,E,D' 四 点 共 直 线 , 即 证 得 结论 . 
定理 12 ”三 角形 垂 心 如 的 垂 足 三 角形 的 三 边 ,分 别 平 行 于 原 三 角形 外 接 
圆 在 各 顶点 的 切线 、 


Si 
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定理 13D 设 互 为 非 直角 A ABC WED, E D, E, F 分 别 为 H EH BC, 


CA,AB 所 在 直线 上 的 射影 , Hi, H,, Hy 分 别 为 A4EP,ABDF, 和 人 CDE 的 垂 心 ， r 
则 人 DEF 2 AH, hh. J 
证 明 (ONG A ABC 给 出 证 明 .如 图 1.111, 联 结 H 
DH, DH, DH, EH, EH, , EHy, FH), FH,， 依 题 设 则 有 站 
HD | BC HFH, | BC, Wi HD // FH,,HF | AB H T 
DH, LAB, Xü HF // DH,.Bk HDH,F 为 平行 四 边 形 ,有 y 
HD J| FH. T 
若 在 上 述 定理 条 件 下 , 则 有 以 下 推论 .@ p 
推论 1 AH,EF 2 A DH,Hs s 
AH,DF 2 A EH H3 y 
AHDE 2 AFH, H, 
证 明 ”如 图 1.111, 由 定理 知 , EF = HH, 联 结 FH, HD, DH, HF, HE, 图 


EH, EHy, Hy D ,由 三 角形 重心 的 定义 ,可 知 四 边 形 FH2DH、 四 边 形 FH, EH 均 为 
平行 四 边 形 , 则 


HD = ME 
同 理 FH, = DH, 
Am AH, EF 2 A DH,H, 
同 理 可 证 AH,DF O AEH, H; 


AHDE 2 AFH, H, 

推论 2 D,E, F i AABC HE ù H EW BC, AC , AB 所 在 直线 上 的 射 
影 ,本 ,2, Hs 分 别 是 OAEF, AFDB, A ECD 的 重心 , 则 Sawmara,pu, = 
2Sa ui, 

证 明 ”如 图 1.111, 由 推论 1 的 证 明知 ,四 边 形 FH, EH , EH, DH , DHFH, $$) 
为 平行 四 边 形 , 且 FE, ED ,DF 分 别 为 它们 的 对 角 线 , 易 知 Sxawn rapie = 
2 a ba, 

由 以 上 的 三 个 平行 四 边 形 , 又 易 得 

推论 3 图 1.111 中 的 HH, 55 EF, HH 与 FD, HH 与 DE 相互 平分 . 

定理 14 ”三 角形 的 垂 心 在 各 角 的 内 、 外 角 平 分 线 上 的 射影 的 连 线 共 点 ， 
该 点 恰 是 三 角形 的 九 点 圆 圆心 . 
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证 明 设 人 48C HEHE ARK 
平分 线 47,47” 上 的 射影 分 别 为 41,42, 过 41, 4 
作 直 线 ,并 类 似 作 出 直线 1, 和 i, 如 图 1.112, 
又 设 九 点 圆 圆 心 为 X, 和 4BC 的 外 心 为 0, 边 
BC, CA, AB 的 中 点 分 别 为 4o, Bo, Co, 联 结 OA, 
OB, 0C ,并 延长 人 4 的 平分 线 47 交 人 4BC 的 外 
EAF M. 

HEM = CM, 知 0,406 M 三 点 共 线 , 则 
OAo LBC. 

又 47,47 分 别 是 全 4BC 的 ZA 及 其 外 角 平 分 线 , 所 以 47 上 4T ,又 因为 

HA, L AAA, HA2 | Ash 
所 以 四 边 形 AA, HA, HEW. 因此 ,AH 与 414 相等 ,并 在 交点 P 互相 平分 .于 
是 ,有 


图 1.112 


AP = Jan = A,A = AP 


故 £PAA, = ZPA IA 
由 04 = OM, 知 

LOAM = LOMA 
又 OAs L BC,AD L BC, 知 

OAo // AD 

则 LOAM = LOMA = LPAA1 = 人 Phi4 
所 以 PA, // OA 
Bp la // OA e° 


再 联结 OH , fE AAOH 中 , 易 知 已 为 4 厅 的 中 点 ,所 以 PA, Y4 08, 即 4142 
平分 AH. 

也 就 是 说 ,直线 1, 必 过 OH 的 中 点 ( 即 为 X). 

同 理 可 证 ,直线 1, 和 ic 也 必 过 08 PA X. 

据 三 角形 的 九 点 圆 的 定义 知 : OH 的 中 点 X 就 是 2 ABC 的 九 点 圆 圆心 . 

所 以 说 直线 l, le, lc 三 线 共 点 , 且 该 点 恰 是 A ABC 的 九 点 圆 圆心 ， 

又 因为 A ABC 的 垂 心 、 外 心 分 别 为 厅 ,0, 且 04o | 4C, 所 以 


Oho = 二 AH = AP 


再 联结 4oP, 则 易 知 四 边 形 404oP 为 平行 四 边 形 ,于 是 ,有 
AoP // OA © 
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H OA O H, Ao, Ai, P, A 四 点 共 线 ,从 而 可 知 Ao, A1, X, P, A, 五 点 共 线 
( 即 直线 1). 

由 此 ,我 们 不 难得 到 推论 : 

推论 1 ”三 角形 的 各 边 中 点 , 九 点 圆 圆心 , 垂 心 与 各 顶点 连 线 的 中 点 , 垂 心 
在 各 边 所 对 角 的 内 、 外 角 平 分 线 上 的 射影 ,此 五 点 共 线 ( 共 三 组 ). 

同时 ,我 们 还 可 推 证 如 下 : 

推论 2 三 角形 各 边 中 点 与 其 垂 心 到 各 边 所 对 角 顶 点 连 线 的 中 点 所 成 三 
线 共 点 ,该 点 恰 是 以 重心 到 各 项 点 连 线 的 中 点 为 顶点 的 三 角形 的 外 心 . 

推论 3 ”三 角形 的 重心 , 九 点 圆 圆心 是 以 垂 心 到 各 顶点 连 线 的 中 点 为 顶点 
B= fE BJ khi sa. 

定理 15 ”锐角 与 直角 三 角形 的 重心 到 各 边 距 离 之 和 不 大 于 其 外 接 贺 半径 

3 


的 三， 
2 
证 明 2 A ABC 为 锐角 三 角形 时 ,在 RtA HBD 中 ,有 
HD = sin ZHBC = sin LEBC = oos C 
BD ABcos B _ 
HB = Ca ZHBD = sin6 = 2Rcos B 
则 HD = HBcos C = 2Reos Bcos C 
同 理 HE = 2Reos Acos C, HF = 2Rcos Acos B 


H cos A + cos B + cos B - cos C + cos C - cos A < FA 
HD + HE + HF = 2R(cos Á : cos B + cos B + cos C + cos C * cos A) < 
2Rx 2 = 2R 
且 其 中 等 号 当 且 仅 当 OABC 为 正三 角形 时 成 立 . 
而 当 公 4BC 为 直角 三 角形 时 ,点 H 与 点 C 重合 
HD = HE = 0 


HF = CF = ACsin A = 2Rcos Á : sin A = Rsin24 < R < ËR. 


定理 16 #£/s= f 5 BE fa = fi ss L 84 MARERE FHA 
接 圆 半径 与 内 切 圆 半径 之 和 的 2 售 . 

WEA. 

定理 17 ”锐角 三 角形 与 直角 三 角形 垂 心 到 各 顶点 的 距离 之 和 不 大 于 其 外 
接 圆 半径 的 3 倍 而 不 小 于 其 内 切 圆 半径 的 6 (Ë. 

证 明 略 . 
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定理 1 从 AABC 三 顶点 分 别 作对 边 的 斜 线 ,与 对 边 的 交角 为 a, 且 顺序 
一 致 ,三 斜 线 相交 成 A CHK, 则 Sac = 4cosza * Sangc. 


证 明 ”如 图 1.113, 过 A,B, C 分 别 作对 边 的 ct--------- AR 
平行 线 交 得 人 4B'C' , 则 A, B, C AB AARC N 
三 边 的 中 点 ,由 重心 定理 的 推广 定理 1, 有 P \ 
Saca = cosa ° Sappe = 4costa + SAABC Bç 


显然 ,a = 90 时 为 垂 心 定理 ， 

垂 心 定理 还 可 理解 为 三 角形 一 顶点 与 另 两 条 
高 交点 的 连 线 垂直 于 对 边 ,那么 对 五 边 形 ,我 们 有 

定理 2 在 一 五 边 形 中 , 若 有 四 个 顶点 向 对 边 
所 作 的 高 交 于 一 点 , 则 第 五 个 顶点 与 其 交点 的 连 线 也 垂直 
于 对 边 . 

证 明 ”如 图 1.114, 设 在 五 边 形 48CDE 中 ,4 | CD, 
BG | DE,CH | AE,DI | AB, B. AF, BCG,CH,DI 交 于 点 
0 ,联结 EO 并 延长 交 BC 于 天 ,联结 HG, 则 四 边 形 AHFC, 
AIFD , BIGD , OHEG 各 内 接 于 圆 , 则 

04. OF = OH OC 
OA - OF = OI - OD 
OI - OD = OB - OG 
Z1 = 2 
即 OH » OC = OB - 0G 
故 C, B, H,G 内 接 于 圆 . 

从 而 LZ2 = 3, 则 人 1 = <3 即 四 边 形 BECK 内 接 于 圆 .而 BC | DE, 故 
EK | BC ,命题 得 证 . 

此 结论 可 推广 到 (2n + 1) 边 形 . 


尝 垂 心 组 的 性 质 定理 


四 点 中 每 一 点 都 可 为 以 其 余 三 点 为 顶点 的 三 角形 的 垂 心 , 这 样 的 四 点 称 为 
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重心 组 ,重心 组 有 如 下 性 质 . 
定理 1 ” 垂 心 组 的 四 个 三 角形 的 外 接 图 是 等 圆 . 
事实 上 ,由 三 角形 垂 心性 质 定理 6(2) 即 得 . 


注 ”车 三 个 等 加 相交 于 一 点 , 则 这 点 和 其 他 三 个 交点 构成 一 md. 

定理 2 ” 垂 心 组 的 四 个 三 角形 的 外 心 构成 一 垂 心 组 . 

事实 上 , 设 妃 为 全 4BC 的 重心 ,人 4BC, 公 BHC, 人 CH4, 介 AHB 的 外 心 分 
别 为 0,01,02,03 时 ,可 推 知 0,02 dl BA, 00, JL CH 等 ,从 而 0 为 人 010203 
HEO, i 0,01, 02,0; 为 一 垂 心 组 , 且 与 原 垂 心 组 全 等 ， 

定理 3 ” 垂 心 组 的 四 个 三 角形 的 重心 构成 一 个 垂 心 组 ， 

事实 上 , 设 甩 为 人 4BC Eù, AABC, A BHC, ACHA , A AHB 的 重心 分 
别 为 G6, Gi, G2, G3 时 ,联结 AG 并 延长 交 BC 于 ,联结 BG 并 延长 交 4C FN, W| 
G1 在 MH 上 ,Gs 在 HN 上 , 且 可 推 知 GG, // AH, G, G, // MN // Bh. 同 理 还 有 
类 似 的 式 子 ,从 而 G 为 人 G16G263 的 垂 心 , 故 G, Gi, G2, G, 为 - 重心 组 . 

定理 4 ”重心 组 位 于 中 间 的 一 点 可 作为 一 个 三 角形 的 内 心 , 且 其 余 三 点 作 
为 这 个 三 角形 的 三 个 旁 心 . 反 过 来 ,结论 亦 成 立 . 

事实 上 , 垂 心 组 位 于 中 间 的 一 点 作为 重心 时 ,这 个 垂 心 即 为 其 垂 足 三 角形 
的 内 心 .由 此 即 推 知 结论 成 立 ， 

定理 5 垂 心 组 的 两 条 不 相 邻 的 连 线 的 平方 和 ,等 于 外 接 圆 直径 的 平方 、 

事实 上 ,由 AH? + BC? = BH? + CA? = CH? + AB? = 4R? 即 得 ， 


党 垂 足 三 角形 的 垂 足 三 角形 问题 


垂 足 三 角形 的 赤足 三 角形 问题 ”任意 三 角形 的 第 三 个 垂 足 三 角形 与 原 
三 角形 相似 . 

这 是 几何 学 中 一 个 有 趣 而 富有 想象 力 的 问题 , 它 最 初 ( 约 1892 年 ) 是 由 诺 
伊 中 格 增补 到 凯 西 的 名 著 《 欧 几 里 得 原本 前 六 卷 续 篇 》 的 第 6 版 里 而 问世 的 . 

如 图 1.115, 由 全 4BC 的 任 一 内 点 P, 向 边 BC, CA, AB 分 别 引 垂 线 , 垂 足 为 
h1,Bi,Ci, 则 公 A1B1C1 称 为 人 4BC 的 (第 一 个 ) 垂 足 三 角形 ;由 点 已 又 可 决定 
AAB: C, 的 垂 足 三 角形 A A,B,C,, W) A A,B,C, 称 为 人 48C 的 第 二 个 垂 足 三 
角形 ;由 点 P 还 可 以 决定 公 42B8,C 的 垂 足 三 角形 全 43B3C3, 则 A As Bs Cs 称 为 


O 单 二 .数学 名 题词 典 [ M] .南京 :江苏 教育 出 版 社 ,2002:354-355. 
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A ABC 的 第 三 个 垂 足 三 角形 .联结 PA , 因 
LPB1A = ZX PG À = 9 

则 P, B, A, C, 四 点 共 圆 , 即 P E A AB, C, 外 接 贺 上 . 同 
理 ,P 还 在 人 A2B1C2, 人 A3B3C2, 公 A2B2C1 和 人 A3B2C 
的 外 接 贺 上 .于 是 有 

ZAP = LABIP = LBaCsP = Z BsAsP 

LBIAP = 人 42CIP = LC3BsP = Z GAP 
从 而 

LBAC = ZAP + Z BIAP = LC3haP + LB3haP = Z BsAsGs 
辐 理 得 LABC = 人 43B3C3 
故 AABC o AAsBsCs 

1940 年 ,斯 特 瓦尔 特 对 这 一 性 质 作 了 推广 :任意 有 边 形 的 第 a 个 垂 足 边 形 
与 原 n 边 形 相似 . 
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塞 尔 瓦 定理 0 ”三 角形 任意 一 个 顶点 到 垂 心 的 距离 ,等 于 外 心 到 它 的 对 边 
的 距离 的 2 倍 . 

该 定理 是 法 国 数学 家 塞 尔 瓦 (F.J.Servois,1767 一 1847) 于 1804 年 发 现 的 ， 
卡 诺 于 1810 年 重新 发 现 了 它 . 

证 明 ”如 图 1.116, 设 公 4BC 的 三 条 高 4 , BH,, CH XF H , 0 是 它 的 外 
ù, Mi, Ms, D 各 为 BC, BA , BH 的 中 点 ,联结 OM, OM3, DM, , DM3, Ù) M, D // 
AH, // OM,, OM; // CH, // M,D,AH = 2M3D ,所 以 四 边 形 DM, OM, 为 平行 四 


边 形 ,因此 ,OU = MsD = $AH. 

如 图 1.117, 如 果 画 出 了 2 ABC 的 外 接 圆 0, 那么 可 作 直 径 BE ,联结 AE, 
EC , 易 知 四 边 形 AHCE 为 平行 四 边 形 ,所 以 AH = EC = 20M,. 

设 OABC 的 外 接 圆 半径 为 R, 且 有 BEC = ZA, ZH HC = HHA = 
ZB,ZAEB = 人 C, 所 以 可 得 到 如 下 推论 : 
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图 1.117 D 

推论 1 (1) AH = 2Reos A,BH = 2Reos B,CH = 2Rcos C. £ 
(2) AH + BH + CH = 2(R + r) = acot A + bcot B + ccot C, 其 中 +r 是 k: 

2 ABC 的 内 切 圆 半径 .后 者 是 卡 诺 于 1803 年 发 现 的 . 

推论 2 (1) HH, = 2Reos BeosC, HH, = 2Roos Ceos A, HH, = 2Rcos Acos B. @ 


(2) HA > HH, = HB . HH, = HC - HH, = 4? -Aa + 2 + c2) = 
— 4R?cos Acos Beos C, 这 里 当 A ABC 为 锐角 三 角形 时 ,其 值 为 负 ; 为 钝 角 三 角 
形 时 ,其 值 为 正 . 它 是 卡 诺 于 1801 年 发 现 的 . 

推论 3 oz + AH = b? + BR? = cè + CH? = 4R2;AH? + BR? + CH? = 
12R? - (a? + b? + è). 

推论 4 MH, + HH + HiH = 253 E S 表示 A ABC 的 面积 . 

推论 4 是 布 思 (Booth,1806 一 1876) 于 1879 年 得 到 的 , 它 反映 了 三 角形 的 垂 
足 三 角形 的 周 长 与 原 三 角形 的 面积 与 其 外 接 圆 半径 之 间 的 关系 ， 

推论 5 三 角形 的 外 心 到 它 的 各 顶点 的 向 量 之 和 等 于 外 心 到 它 垂 心 的 向 
量 . 

推论 5 是 英国 数学 家 西 尔 威 斯 特 (J.J.Sylvester,1814 一 1897) 给 出 的 ,所 以 
把 它 称 为 西 尔 威 斯 特 定理 . 


党 三 角形 内 心 定理 


内 心 定理 ”三 角形 的 三 内 角 平 分 线 交 于 一 点 ,这 点 叫做 三 角形 的 内 心 . 

证 法 1 如 图 1.118, 设 和 4, 人 C 的 平分 线 相交 于 I, 过 7 作 1D | BC, IE L 
AC, IF | 4B, 则 有 IE = IF = ID. RH I tB fE Z C 的 平分 线 上 , 即 三 角形 三 内 
角 平分 线 交 于 一 点 . 


NO 
oN 


Et ËB mim S annk 


几何 瑰宝 
证 法 2 如 图 1.119, 因 为 al = azi = Royi = 72, 则 
sin asin Bisin Ti 1 


sin azsin Psin y> ` 


由 塞 瓦 定理 的 角 元 形式 , 知 三 角 平分 线 AC, BE, CF 交 于 一 点 . 
A 


A 
K 
E 
8 
图 1.118 


党 三 角形 内 心性 质 定理 


定理 ! 设 7 为 人 4BC 内 一 点 .1 为 其 内 心 的 充 要 条 件 是 :1 到 公 4BC 三 边 
的 距离 相等 . 

定理 2 ” 设 /为 人 4BC 内 一 点 ,41 所 在 直线 交 A ABC 的 外 接 贺 于 D.7 为 
A ABC 内 心 的 充 要 条 件 是 : 1D = DB = DC. 

证 明 ”如 图 1.120, 必 要 性 .联结 BI, H 


LDIB = ŁZA + 1 ZB = LCBD + LIBC = ZDBI OD 
知 


ID = BD = DC 
充分 性 ,由 DB = DC, 即 知 AD 平分 Z BAC. H 
DI = DB 
有 ZDIB = DBI M 1.120 
Bp LDBC + LCBI = Z AB + ZABI 
而 Z AB = ZIAC = 人 DBC 
从 而 LCBI = ZIBA 


BP BI 平分 入 4BC, 故 了 为 A ABC 的 内 心 . 
定理 3 设 1 为 人 4BC 内 一 点 ,7 为 全 4BC 的 内 心 的 充 要 条 件 是 :和 BIC = 
9 + ZA, LAIC = 9 + EZB, ZAB = 9 + L ZC. 


证 明 ”必要 性 显然 . 反 证 充分 性 : 作 公 4BC 的 外 接 圆 ,与 射线 41 交 于 点 D， 
联结 DB, DC, 如 图 1. 120 所 示 . 


Treasure "s Coometry 


NO 
ON 


h ZAB = 90 + + ZACB, SI 
LDIB = 9% - + ZACB 


X Z IDB = LADB = ZACB ,# A DIB H RIẸ Z DBI = 9% - + ZACB, 
MJ (DIB = Z DBI,#k DB = DI. 

同样 地 ,DC = D1, 即 DI = DB = DC, 由 定理 2 即 证 得 结论 成 立 . 

定理 4 设 1 为 人 4BC 内 一 点 ,7 为 人 4BC 的 内 心 的 充 要 条 件 是 :人 BC， 
A ICA, A IAB 的 外 心 均 在 2 ABC 的 外 接 圆 .上 . 

证 明 ”必要 人 性 .如 图 1.121, 设 7 为 人 4BC 的 内 心 ， 
41,B1, CI 的 延长 线 分 别 交 A ABC 的 外 接 贺 于 41, Bi, 
C1, 于 是 由 定理 2, 知 AB = AIl = AC, Bit, A 是 
AIBC 的 外 心 . 

同 理 , B1, Ci 分 别 是 A ICA, IAB 的 外 心 . 

故 必 要 性 获 证 ， 

充分 性 . 又 设 r 为 A4BC 内 另 一 点 ,和 7BC， 图 1.121 
ATCA, ATAB 的 外 心 4hz, 52,C; 均 在 OABC 的 外 接 圆 上 , 由 AB = AC, 
A,B = A1C, 知 A: 5 41 重合. 同 理 p, 与 B 重合 , C2 与 C) 重合 . 

由 于 A, C1 分 别 是 公 1BC, 公 14B 的 外 心 , 知 A C, 垂直 平分 线段 BL ,由 此 
可 知 了 与 了 重合, 即 了 为 人 48BC 的 内 心 . 


(@)ec aoa azu a=— = 


注 EMH, SNEME ABC, ATCA, ATAB PHRAO A ABC 的 外 接 图 
Bi. 

定理 5 一 条 直线 截 三 角形 ,把 周 长 ! 与 面积 $ 分 为 对 应 的 两 部 分 :5 与 
bs S 与 8 此 直线 过 三 角形 内 心 的 充 要 条 件 是 凸 = Q. 

证 明 ”必要 性 .如 图 1.122, 设 1 为 公 4BC 的 内 心 ,过 
1 的 直线 交 4B 于 P, 交 AC 于 Q. 记 BC = a,CA = b,AB = 
c,hP = m,AQ = n, RWAF r, 


Same = Tlarb+e)r=s 


1 
Saam = Saari + Saagi = Fm +n): r 


Bl 1.122 


NO 
AN 


Tere Blsn| Š s—=sa 


A a 瑰 * 


arbr+e)r 


f- SRN _a+b+c_l 
Hš = = T 


' 1 A ~ m+n 
z (m + n) r 


h o S 
L ` S; 


充分 性 设 直线 PQ 把 A ABC 的 周 长 ! 与 面积 $ 分 为 对 应 的 两 部 分 成 等 比 
h $E H5 AB 3E P, ACET Q, ZA 的 平分 线 交 于 1 


j BC = a, CA = b, AB = c,AP = m, AQ = nm, 到 4B,4C 的 距离 为 r， 
I 到 BC 的 距离 为 d. 由 


1 
2(a+b+e) r 


l+] a+b+te 


tt m+n) er 
1 A 
m Si+ S2 25b:'r+2° r+ d 
S ` 1 Ë. 
2m rt" 


注意 到 二 如 SLES JANIA ad = ar, Mi d = r, 13 ABC 的 内 
心 ， gia po Sas, 

定理 6 设 1 为 人 4BC 的 内 心 , BC = a,AC = b,AB = c, 7 在 BC,4C,4B 
边 上 的 射影 分 别 为 D,E, F RIMEN r p= 方 (a + b + e) M 


(1) ID = IE = IF = r,Samc = pr. 
o + = piee, AE = AF = p - a, BD = BF = p — b,CE = CD = 
p - c. (其 证 明 参 见 三 角形 的 切 点 三 角形 定理 3) 

(3) abc + r = p+ Al » BI > CI 

证 明 DUEB). E AABI 中 ,有 


A -一 -一 -一 
ain 2 sin ZAIB ™ Go g 
类 似 地 还 有 两 式 ,此 三 式 相 乘 , 即 有 
Al. BI. CI A B C 


abe = tan "tan2 "tan2 = 
Fu. 1 A LE = -到 r 


p-a p-b p-c Sw P 


Treasure N Geometry 


由 此 即 证 . 
定理 7 设 7 为 人 4BC 的 内 心 ,BC = a,AC = b,AB = c 
交 BC 于 K, 交 入 4BC 的 外 接 圆 于 D, 则 = 4D = DL = bte, 
证 明 ”参见 图 1.120, 由 


AI BA AC _ AB+AC b+e 
KI = BK ` KC ” BK+ KC ” a 


及 AADC A CDK 
# AD _ AC _ CD 
DC = CK 7 DK 
亦 有 AD 4C AB AB+AC b+c 


DI ` CK ` BK? CK+BK ” a 
DI CD 4C AB AB+AC b+c 
DK ` DK ` CK 7 BK ` CK+BK ” a 
定理 8 hL A ABC 内 心 1 任 作 一 直线 ,分 别 交 4B,4C T P 及 Q 两 点 , 则 


4B -AC + AG ` AB = AB + AC + BC 
或 AB s sin B + ÍC + sin C = sin A + sin B + sin C 


证 明 ”如 图 1.123, 先 看 一 般 情形 ; 设 M 为 BC 上 任 天 
意 一 点 ,直线 PQ 分 别 交 4B ,4M ,4C ,于 P,N,Q, 则 
AM _ AN + NM _ Sag + Samro _ P, 
A AN F Saag š o 
Sasu + Sarga /NN 


aAp' 4A0.6 x 人 
AB. AC “awc M 1.123 


` SAABM + 4 °` Saam 


APAQ. 
AB ` AC ` Saase 


AC, BM | AB , CM D 
AQ ` BC * AP ` BC 
X N 28 A ABC 的 内 心 时 ,由 三 角形 内 角 平 分 线性 质 及 合 比 、 等 比 定理 ,有 


BM__AB MC _ _AC AM _ AB + AC + BC 
BC = AB + AC'BC ` AB+AC'AN ° AB + AC 


将 上 述 三 式 代 入 式 O 即 证 得 结论 . 
定理 9 ü A ABC 的 内 心 为 1, 全 ABC 内 一 点 P 在 BC, Ch,4B 上 的 射影 分 


别 为 D,E,F, 当 与 1 重合 时 , 镶 + CA + PP 的 值 最 小 


NO 
ON 


(m) ag === 


NO 
ON 


pemr B mim 8 >s 


几何 瑰宝 


证 明 设 BC = a,CA = b,AB = c,PD = x,PE = y,PF = z, 显 然 有 
ax +by + cz = 2Saagc 是 定 值 . 
由 柯 西 不 等 式 , 有 
b c 


a 
(Ç ty tz + by+ ez) > (a + b + e 


BC CA AB 


b c 
PD t PE *PF ” 


和 + 二 + 人 > sb t) 
其 中 等 号 当 是 仅 当 志 :ax = 之 : by = :cz 即 x = y = z 时 成 立 ,此 时 与 
z y F 
1 重合. 
定理 10 ”用 外 接 圆 半径 及 三 个 内 角 来 表示 内 切 圆 的 半径 为 


r = 4Rsin Asin Bsain £ 


2 $ 2 
证 明 ”首先 注意 到 面积 公式 
abc 
= 4R "m (*) 


又 因 a = 2Rsin A,b = 2Rsin B,c = 2Rsin C. 代 人 式 (* ) 得 
2R?sin Asin Bsin C = Rr(sin A + sin B + sin C) 
XA A+B+C = nii sin C = sin(4 + B) ,Ë& 


sin À + sin B + sin C = 4cos oos Zoos E 
所 以 2Rsin Asin Bsin C = 4reos eos = cos 人 
由 此 得 出 + = 4Rsin Asin Zain Š, 


定理 11 三 角形 内 心 到 各 边 的 距离 之 和 等 于 其 内 切 加 半径 的 3 倍 而 不 大 
于 其 外 接 风 半径 的 了 ,其 中 当 且 仅 当 A ABC 为 正三 角形 时 相等 

证 明 略 . 

定理 12 ”三 角形 内 心 到 各 顶点 的 距离 之 和 不 大 于 其 外 接 圆 半径 的 3 人 而 
不 小 于 其 内 切 加 半径 的 6 信 . 


IA c e IA =i 
证 明 由 一 = T = 4Rsin 了 有 一 也 一 C= 4R 等 三 式 以 及 
og Ey sin sın 


2 2 
C 


A... B B. E š š 
sin > sin 2 + sin > sin > + sin 3 sin 


A 3 
2 4 
P: Z Ë 2. & s 
2 2 


IA + IB + IC = 4R(sin Esin $ + sin 


Treasure N Geometry 


x IA + IB + IC = 


I 
sin > 


a 


故 6r < IA + IB + IC <3R, 其 中 等 号 当 且 仅 当 公 4BC 为 正三 角形 时 成 立 ， 


PUER 。 三 角形 一 内 角 平分 线 和 另外 两 顶点 处 
的 外 角 平 分 线 交 于 一 点 , 这 点 叫做 三 角形 的 旁 心 ( 图 
1.124). 三 角形 有 三 个 旁 心 . 内 心 定理 的 证 法 完全 适用 
于 旁 心 定理 (证 略 ). 


人 党 三 角形 党 


>, 


性 质 定理 


为 了 介绍 下 面 的 性 质 , 我 们 记 A ABC 的 三 边 BC, CA, AB 的 边 长 分 别 为 a， 
b,c, $ p = Fas b + c) .分 别 与 8C, CA, AB 外侧 相 切 的 旁 切 圆 回 心 记 为 1 , 
an myrsyrc. Sa 表示 公 ABC 的 面积 ,R,r 分 别 为 全 4BC 的 外 接 
圆 半径 与 内 切 圆 半 径 ， 

定理 1 ZBC = 9 - 4,ZBhC = 人 BlcC = 3. 08TUU8 B, C 也 有 
类 似 的 式 子 , 略 ). 

定理 2 ”一 个 旁 心 与 三 角形 三 条 边 的 端点 联结 所 组 成 的 三 个 三 角形 面积 
的 比 等 于 原 三 角形 三 条 边 的 比 , 即 

Sarge : Saige : Saige ma:ib:c 
Sarge : Sarac : Sarga =a:b:c 
Sarge : Sarac * Sarge =a:bi:e 

定理 3 ”三 个 旁 心 与 三 角形 一 条 边 的 端点 联结 所 组 成 的 三 个 三 角形 面积 

的 比 等 于 三 个 旁 切 圆 半径 的 比 , 即 


NO 
ON 


(m]eg aoa Zm =xz—- = 


Fina B wm arama 


e 


几何 ”瑰宝 


Sarge: Sarpo : Sarge = TA È Ta : Te 

Sarac € Sarge : Sarac = TA : Ta : Tc 

Sajan :Sep è Sarge = TA : Ta : re 
定理 4 n= 25a __ Vplp-a)lp- bp-e)_ 


-a+b+c p-a 


4Rsin eos Boos E = reot Boot E 


2Sa __ /p(p- a)(p-b)(p- o) _ 


Tg = 


a-b+c p-b 

4Rsin B eos eos £ = rcot Scot 4 
na —2Sa Vpp-a)p- bp-e) _ 
= = 


a+b-c p-c 
4Rsin Ecos 4 cos Z S root fo 2 
证 明 如 图 1.125, Saase = Saam, + Sanc, - Sagar | BD 


sea Tres b- a) 


由 正弦 定理 a = 2Rsin A,b = 2Rsin B,c = 2Rsin C, 则 
2Rsin Asin Bsin C = r4(sin B + sin C — sin A) = 
ra(sin B + sin C - sin( B + C)) = 


m(2ein 24 Coos BE - 2sin B+ Ceos BAC) = 


2 4( B-C B+C 
ndi cos 2 — cos 2 


则 8Rsin cos 2 sin Zoos Zein C cos £ = 2ricos Asin Z sin G 
故 m= 4Rsin £ oos £ cos £ 
同 理 可 以 求 出 另外 两 个 旁 切 圆 的 半径 分 别 等 于 4Reos sin 号 cos Ç, 
4Rcos 4 oos Bing, 

定理 5 SA=(p-al'm=(p-a rm=(p-c) ç 


3 Targrc 
as 
MY Tag + rBrc + TcTA 
V3rarare 


43 2 
nermin se (mararc)3 


注 ”第 三 式 由 平均 值 不 等 式 推 证 得 . 

定理 6 三 角形 的 三 个 旁 心 与 内 心 构成 一 重心 组 . 反 过 来 ,一 个 三 角形 的 
顶点 与 重心 是 高 的 重 足 三 角形 的 劳 心 与 内 心 - 

定理 7 旁 心 三 角形 的 三 个 内 角 为 和 1 = 4E, 2h = 4E, Zh = 


2 
A+B 
r 


bcos? £ + ceos? z 


定理 8 (1) Isle = acse + = FERT 
cos 2 cos > 
aco B + boo? 4 
RE RA 
“Qala wie: FI 
ait baai 3 
aco? E + coo & 
lla = cosc Ê = 2 2 
a = ecse% = A € 
0 
A _ a /bcl = 
0 Il, = asec 2 = TETEE] 
Ha = bsec 8 = LY gp pb 
B= 27 p(p-b) 
c V ab) -c 
lc = csec% = 
有 p(p - c) 


证 明 ”对 于 (1) ,由 定理 6, 知 7 为 人 Aietc 的 重心 ,全 4BC H A Tpl HE 
足 三 角形 , 于 是 lo.B,C,lsə 四 点 共 贺 且 Iae 为 该 圆 直径 , 故 由 正弦 定理 知 


Isle = BCose LBIC. 由 A, 1, C, Ip 共 圆 知 和 BIsC = LIAC = + ZA, Ai 


le ube 


运用 正弦 定理 可 得 
ace bees aco? Z + boo? £ 
Ws = C+ Cla = — ,—— = IE 
es cos 2 cos eos Z 
同样 可 得 其 余 两 式 . 


对 于 (2) , 易 知 1,B, I, C 四 点 共 圆 且 11 为 该 圆 的 直径 , 故 
JH, = BC csc Z BIC 


NO 
ON 


(m)ce o aoa aZ axr— = 


X ZBIC = 9 + + ZA, 

š I, = asec & 

页 H, = “= 

何 sin > 

500 2 

名 

Ë TE Sa _Se -_ SAa = 2VP(p - a)(p = b)(p — c) 

Š p-a p ppP-oa) plp - a) 
b-a? 2p-b)(pD-c) 

š 1-cos A = 1—- I" e = 从 a € 

上 

tt) sing s 1A /esp o 
_ a V bop(p —_a 

@ a = (p-a) 

同样 可 得 其 余 两 式 . 


推论 1 (1) II, We 1a z tels 5 He > ls = 4R. 


lalc ` Iola * Il, 
ipic" iça’ taip 
(2) 和 2 Cla 4R 


abc r 
8 
miez See 2R, 
aace f 
事实 上 ,由 Igle ° Hl = lalc(Al - Al) = X Sarge- Song) 等 三 式 相 加 ， 
有 
I ° Islc + Hg * Icl4 + Ha * lla = ASA. 
由 推论 1 有 
I, ° Igle + Hg > lcl} + Hc Ida = 4R(a + b + c) = 4R + 2Seasc 
即 证 . 
推论 3 设 公 Llslc 的 外 接 圆 半径 为 R', 则 R = 2R. 
事实 上 ,由 


2R' = lglccsc Z BIC = Iple ese(90 - 4) = 


acse Aseo = 2a - csc A = 4R 
即 证 .或 设 i 交 公 4BC 的 外 接 圆 于 了 ,联结 BD , 则 一 BID = ZX BAI + Z ABI = 


CAI + Z IBC = Z CBD + Z IBC = Z IBD,# DI = DB, 即 万 为 到 的 中 点 . 


Treasure N CGeometry 


设 0' 是 7 关于 A ABC 外 心 0 的 对 称 点 , 则 由 三 角形 中 位 线性 质 知 OA = 


20D =2R. 同 理 有 0'1s = 0'1c = 28, 即 0' 为 人 lgle 的 外 心 . 


推论 4 i A Idol 的 内 切 贺 半径 为 peeta + Le - R. 


a+b+ec 
事实 上 ,由 
r' (Isle + lola + Ida) = 2Seriy = — = 
Som = R'(a +b +c) 
即 证 . 


Du Q CL U Span q S 3 
推论 5 J tT = 2216 t TB th 


推论 6 QAE, d.) 

(2)14 + IB + IC < V bc + ca + ab( 华 尔 伯 不 等 式 )， 

事实 上 ,对 于 (1D) ,由 和 MCA1cn 及 和 MB 和 Ai, 有 
IA _ llc IA _ Hs 


b lde'e ` Ilg 


m 1A? _ Ha: la sin(180 - lolde) _ Sang 
bc” Mc: Tda sinZllc Sat, 


mm IB? _ Sana IQ _ Sang 
网 一 ,or = Sarg’ ob "Sang TE 


对 于 (2), 由 (1) 及 柯 西 不 等 式 即 证 . 


定理 9 RAHA , 圆 18, 贺 1c 分 别 切 BC, C4,4B 于 P,Q0,R, 内 切 圆 圆 
了 分 别 切 BC, CA,AB 于 K,S,7, 则 BP = AQ = CK = p- c, PC = AR = BK = 


p-b,BR = CQ = AT = p - a. 


事实 上 ,可 作 LM 上 直线 4B8 于 MM, 则 BM = BP, 而 BM + AB = (a + 


b +c),ñk BP = p - c = CK. 同 理 证 其 余 式 . 


定理 10 i Al 的 连 线 交 公 ABC 的 外 接 贺 于 D, 则 Dh = DB = DC( 对 于 


Blg, Clc 也 有 同样 的 结论 , 略 ). 


事实 上 ,由 定理 8 的 推论 3 的 证 明 即 知 结论 成 立 . 也 可 设 C1 为 48 延 长 线 上 


的 一 点 ,由 
LCBh = LCBh = ZDB + LIAB 


有 ZDB = LCiBh - 1 ZA = 人 CBN - +ZA 


r 


[e] gap Zum = 


RHR B masm g ISEK 


AR m A = 
而 LCBD = LcAD = $ ZA 
则 ZDBI, = Z CBI, - Z CBD = LCBh - 474 = ZDB 
故 CD = BD = ID 
定理 1 Zlslilc = (2B + £0) 


Zhlale = (ZA + ZG) 


Zola = 二 (4 + LB) 


事实 上 ,由 和 lle = r- ZLBC - ZNICB = n- É =< È s= <€ š 


(ZB + ZC), MARR. ATERRAR. 

定理 12 ”一 个 旁 心 与 三 角形 三 条 边 的 端点 联结 所 组 成 的 三 个 三 角形 面积 
之 比 等 于 原 三 角形 三 条 边 边 长 之 比 ;三 个 旁 心 与 三 角形 的 一 条 边 的 端点 联结 所 
组 成 的 三 角形 面积 之 比 等 于 三 个 旁 切 圆 半径 之 比 . 

定理 13 ”过 旁 心 1 的 直线 交 4B ,4C 所 在 直线 分 别 于 P,0, 则 


AB -sin B + AG + sin C =~ sin A + sin B + sin C 
事实 上 ,可 参见 三 角形 内 心 的 定理 8 即 证 ， 


定理 14 ”三 角形 三 个 旁 切 贺 的 半径 的 倒数 之 和 等 于 这 个 三 角形 三 条 高 的 
倒数 之 和 , 且 等 于 内 切 圆 半 径 的 倒数 ， 


证 明 H. = AE SERA 


2Sangc 


m re re 2Sanpc 
1 z 
由 = gig FERA 
AL l. ll. atrb+te 
h. h, h  2Saac 
i 1 1 1 1 1 1 
故 + 


TA 
在 此 ,还 有 值得 指出 的 是 : 
(1) 车 三 角形 的 外 接 圆 半径 是 R, I ra + ra + rc = r = 4R, 且 三 角形 的 面 
积 为 V rararer. 
(2) 一 个 三 角形 的 三 个 顶点 与 内 切 圆 的 切 点 的 直线 交 于 一 点 ,这 点 称 为 热 


Treasure N Geometry 


尔 岗 点 ,联结 三 角形 的 三 个 顶点 与 旁 切 圆 的 切 点 的 直线 相交 于 一 点 ,这 一 点 称 
为 纳 格 尔 点 . 

另外 ,还 有 值得 指出 的 是 : 

一 个 三 角形 的 三 条 内 角 平 分 线 与 对 边 的 交点 确定 一 个 贺 , 且 它 被 三 角形 的 
三 边 所 截 的 弦 中 一 条 的 长 等 于 另 两 条 的 长 的 和 . 


三 角形 内 心 与 旁 心 的 关系 定理 


定理 1 点 1 为 人 4BC 的 内 心 或 旁 心 的 充 要 条 件 为 
+ IA? + BC + IB?» CA + IC? > AB = BC - CA - AB 
其 中 全 取 “+ "用 于 内 心情 形 ;第 一 项 取 “+”, 余 两 项 取 “- "用 于 对 应 角 4 的 旁 心 
情形 , 余 类 推 ， 
下 面 仅 证 内 心情 形 . 
证 明 ”必要 性 . 设 ! 为 A ABC 的 内 心 ,延长 41 交 BC FM. BC = a, 
CA =b,AB = c, 则 
bca2 be(b +c — a)(b + c + a) 


Pa 8 
AM sikayta yE (b +c)? 


Al b+ a 
E AM = Fre+a' 则 
AÊ = be(b + c-a) 


b+c+a 


a elere M _ ab(a+b-c) 
同 理 BP = c+a+b CP = a+b+c 
所 以 
W? -a+ IB- ba IQ. = 9be(b ac a tc+a-b+ra+sb-c) Je 
a a+b+c yi 
充分 性 . 设 点 了 适合 Ph42 -a+ IB?» b + l'Oc = abc 
注意 到 个 = b t ° 及 三 角形 的 斯 特 瓦尔 特定 理 ,有 


m +e). IM Capt _ (b+c): M a 2 _ 


a+b+c a+b+c a+b+e a+b+c 
(b + c)(TM2 - IM?) _ a(TA2- IA?) 
a+b+c a+b+c 
BM ec 
BBM. c.n 


es pG: bo PB ce:MC _ b: MB? 
p= b+c b+c b+c ` b+c 


(a)r oorun = 


NO 
OA 


Ei misma ma 


n 何 R = 


me- Č b: IB2 ec:MC _ b. ME 
> b+c t b+c” bre b+c 

将 上 述 两 式 代入 前 一 式 ,得 

gr a (a; PAP + b IB? y c OÉ) - Q (a 1M2+b IB? + C ° IC) 
k; a+b+c i 


这 就 证 明了 r 为 其 内 心 . 


注 ”证 旁 心情 形 时 ,可 应 用 斯 特 巨 尔 特定 理 的 推论 .此 定理 也 可 运用 复数 方法 来 证 . 

定理 2 设 1 是 公 4BC 的 内 心 或 旁 心 ,r 是 内 切 贺 半 径 或 对 应 的 旁 切 圆 半 
42, R 为 外 接 圆 半径 , 则 JA + IB - IC = 4Rr?. 

证 明 EK BI, CI 分 别 交 圆 4BC 于 E,F( 图 略 ), 则 由 圆 筹 定理 ,有 

IB + IE = IC > IF = 2Rr 
2,2 
即 IB- IC = 融入 (x) 

又 由 内 心 (或 旁 心 ) 性 质 ,有 IE = AE,IF = AF,MU IE ` IF = AE » AF. 

Wk h J AAEF 的 边 EF 上 的 高 , 则 AE - AF = 2Rh.( 三 角形 两 边 之 积 等 于 
第 三 边 上 的 高 与 外 接 圆 直径 之 积 ) 

JL LAFE = ZABE = LEBC = Z EFC,IF = hF ,联结 EF 3 A! + D , W| 

AD = h = TA 

于 是 ,JE IF = R 14. 将 其 代入 式 ( * ) 即 得 

IA: IB + IC = 4Rr’. 

定理 3 三 角形 的 内 心 至 三 个 旁 心 的 距离 之 平方 和 ,等 于 4 倍 外 接 圆 直径 
乘 以 外 接 圆 直径 与 内 切 圆 半径 之 差 所 得 的 积 ， 

证 明 ” 设 公 4BC 的 外 心 为 0, 内 心 , 旁 心 分 别 为 1, I, Ig, Ie. A 1, I, 1g, Ic 
构成 垂 心 组 , 则 A ABC 是 这 个 重心 组 的 重 足 三 角形 ,所 以 圆 O 是 A lslc 的 九 
点 圆 , 它 必 过 M, Hg, Tc 的 中 点 L,M,N, 于 是 OL = OM = NO = R. 

由 三 角形 中 线 长 公式 ,有 

Iñ, = 2(0P + 0ñ,) - 402 = OÊ + 0ñ,) - 4R2 
同 理 Iñ, = XOP + 0Ñ) - 4R2, I; = (0P + OÑ) - 4R? 

从 而 IÊ + Ih + I = 2(30P + OR + OF + OÑ) - 12R2 

故 I + If + Iç = 16R — 8Rr = 4 2R + (2R - r) 
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W4 设 全 4BC 的 内 ( 旁 ) 切 圆 圆 7 分 别 切 BC , CA, AB 于 点 中, 了 ,Z ,过 
AX 和 BC 的 中 点 Di 和 D 作 一 直线 DD1 及 类 似 的 直线 EE1, PP. 如 图 1.126, 则 
DD), EE, , FF, 三 线 共 点 , 且 该 点 恰 为 A4BC 的 内 ( 旁 ) 心 . 


图 1.126 

证 明 ”如 图 1.127, 不 妨 设 圆 /为 人 4BC 的 内 切 圆 ， 
并 作 公 4BC 的 内 切 圆 圆 1 的 直径 XX ,联结 AX. 再 过 点 A 
EAH L BC FHA X, YE XH, LAH FH. 

设 过 AX 的 中 点 Di 和 圆 1 的 圆心 ! WER ID, % BC 
于 点 Do, 易 证 知 

RtA IXDo CO RtA AH X, 
Do _ XDo _ IX 


则 有 XH, XH 7 AH, 
EG BC = a, CA = b,AB = c,p = (a + b + c) D I RERAN r, UA 
XH = CX - CH = (p - c) - bcos C = =e — b) 


a 


-a 


AH, = AH -2r = RE 2r = 2 
a a 


、 IX. XH _ 1 
所 以 DoX = “TH, = (e - b) 


于 是 ,有 
DoC = DoX + X= (e-b)+(p- o) = 二 a 
这 表明 :点 Do 是 BC 的 中 点 .由 题 设 知 : Do 即 为 ,所 以 直线 ID UE BC 
的 中 点 D, 故 D,1,Di ZARR. NA D 为 BC 的 中 点 ,Di 为 AX 的 中 点 ,1 为 
AABC 的 内 心 ,所 以 说 直线 DD, 必 通 过 A ABC 的 内 心 了 
同 理 直 线 EE1, FF, 也 必 通 过 A ABC 的 内 心 了 


O 李 翅 文 .三 角形 内 ( 旁 ) 切 图 的 一 个 性 质 [J] .中 学 数学 2006(4):21 


NO 
OA 


(e) p3aco<2—a Eu gm = 


NO 
ON 


pp B mmm ar Bida 


E 


A n Za = 


当 图 7 为 A ABC 的 旁 切 圆 时 ,用 同样 的 方法 类 似 可 证 得 结论 成 立 . 
的 性 质 定理 


SZARBA) 


定理 1D ”三 角形 的 一 内 (或 外 ) 角 平 分 线 上 的 点 为 三 角形 一 顶点 的 射影 
的 充 要 条 件 是 另 一 顶点 关于 内 (或 旁 ) 切 圆 的 切 点 纺 直 线 与 这 条 内 (或 外 ) 角 平 
分 线 的 交点 . 

证 明 ” 仅 证 内 角 平 分 线 内 切 贺 
的 情形 ,如 图 1.128 所 示 . 

在 AABC 中 ,内 切 圆 圆 / 分 别 切 
WBC, CA, AB FAD, E, F. FEWE 
角 平 分 线 C 上 的 点 S, 有 CS 上 
ASeS,F,D 三 点 共 线 . 

充分 性 ,由 S,F,D 三 点 共 线 , 联 
结 FI, 则 


ZFDB = + ZDIF = $080- ZB) = 
(LACB + LBAC) 
X Z FDB = Z DCS + Z CSD, $f 


以 
LSP = LCSD = 二 ZLBMC = LAF 


于 是 ,4,1,F,S 四 点 共 圆 , 即 有 
ZASI = LAFI = 9 
故 CS L AS 
必要 性 .由 CS | 48 ,联结 FI 有 IF .| AF, IA A, S, F, IREA. I 


AABC 的 内 心 , 知 LAIC = 90 + 超人 B, 从 而 
LAFS = AIS = 90 -二 LB 
由 BD = BF, 知 
LBFD = 去 (la -~B) = 9 - 478 = ZAFS 


O 沈 文选 .三 角形 内 切 圆 中 的 一 条 性 质 及 应 用 [M] .中 学 数学 教学 ,2009(4) :54-55. 
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故 S, F, D 三 点 共 线 . 


Ë ” 同 理 可 证 角 平 分 线 CJ 上 的 点 7, 有 BT | CTesE,T, 下 三 点 共 线 . 同 理 可 证 角 平 分 
B AL 上 有 这 样 的 两 点 , 角 平分 线 BI 上 也 有 这 样 的 两 点 . 

推论 ”三 角形 的 一 条 中 位 线 ,与 平行 于 此 中 位 线 的 边 的 端点 处 的 内 角 平 
分 线 及 另 一 端点 的 切 点 弦 所 在 直线 相交 于 一 点 . 

事实 上 ,如 图 1.128, 过 5 作 BC 的 平行 线 交 4B FL, 3 AC 于 N, 则 由 48 上 
SC, 有 NSC = ZSCB = ZSCN,B N 234 AC 的 中 点 . 同 理工 为 4B 的 中 点 , 即 
知 LN 为 平行 于 BC 的 中 位 线 . 

定理 2 HAA 人 ABC 的 内 切 圆 或 相应 的 旁 切 圆 , 切 边 BC 于 点 D, DP 
为 圆 了 的 直径 ,直线 4P 交 BC 于 G, 则 BG = CD. 

证 明 ” 仅 证 内 切 圆 情形 .如 图 1.128, 过 点 P 作 B'C' BC 交 射 线 4B T.B', 
交 射 线 AC + C' , 则 知 B'C' 切 贺 1 于 P. 联 结 IC' , 1C, 由 RtA IPC' cO RtA CDI, 


有 PC' .DC = IP + ID. WSEH B'P > BD = IP - ID. WH PC' :DC = B'P ` BD. 
从 而 
BP _ DC 
PC 7 BD ° 
XH B'C' // BC, 有 
BP _ BG 
PC = GC © 
kO, Onze = €D 办 -再 由 合 比 定理 ， EA = ED i BG = CD. 


定理 3 EU; 7 为 AARG 的 内 切 圆 或 相应 的 旁 切 圆 ,分 别 与 边 BC, CA, AB 
或 其 延长 线 相 切 于 D,E, F,H DIX EF TN K, HR AK 2 BC FAM, M 
为 BC 的 中 点 . 

证 明 ” 仅 证 内 切 圆 情形 .如 图 1.128, 过 点 大作 JIX // BC 交 射 线 4B FY, 
交 射 线 AC 于 X .联结 IY, IF, IX, IE, W% F, Y,1,K 与 1,E,X,K 分 别 四 点 共 
圆 ,从 而 人 ARK = ZIYK,ZIEK = Z XK. 

而 人 IFK = 人 IEK, 则 人 IYK = 人 IXK, 从 而 IY = 1X, 于 是 YK = KX. 由 
Yx // BC HFM = MC ik BM = MC, 即 MM 为 BC 的 中 点 . 

定理 4 EBI / 揭 和 4BC 的 内 切 四 或 相应 的 旁 加 ， 为 边 BC 的 中 点 ,4H 
是 边 BC 上 的 高 ,8 为 直线 4H 上 的 一 点 , 则 48 等 于 圆 1 的 半径 的 充 要 条 件 是 0 ， 
I,M ZARR. 

证 明 MERRE , AE 1.128 所 示 . 充 分 性 . uw aya SA 


切 点 ,联结 Ip. BC = a,CA = b,AB = c | MC = +a,DC = + (a+b-— 


NO 
OA 


(o) p ao aE = =m 


NO 
A 


Fenr eEkg anmik 


几何 瑰宝 


P-e 


2 
c) = p -c(p = (a+ b + c)), HC = AC + cos C = at 
1 的 半径 . 
由 RAMD co RA QMH ,# 


QH _ HM _ MC- HC _a-2HC b+c 
ID 7 DM ` MC- DC” c-b = a 


X AH: a = 2SA0c = r(a + b + c), Bp 
AH a+b+c 
F - a 
mH - b+ RAQ = AH- QH 有 
AQ _ AH QH atb+c_ b+c 


r F r a a 


2a 


=1 
WAQ = r. 


必要 性 . 若 40 = rl QH = 48 -40 = Hodr, = 


可 设 。 > ,又 设 直线 QI 3 BC FM , 则 


, 设 y 为 圆 


(b+e)r 
am 


DH = DC - Hc = 44b Ethe _ ab -ac- 2 + 2 


PI 2a E 2a 
ID _ MD DD _ MD 
HQH = MH’ AOH - ID = DH , 即 
ab- ac- b+ 
m'p - ID - DH _ ! 2a _ (tc-ace-b) _ 
QH-DID ` rb+e~-a i 2(b+c-a) Z 
a 
c-b_ a a+b-c_ 全 
2 =2- 2 = MC - DC = MD 
即 M' MER, K Q, I, M 三 点 共 线 ， 
党 三 角形 内 切 | 


三 角形 内 切 加 与 旁 切 加 转换 原理 Ek r,ri,rz,r3 分 别 为 三 角形 的 内 切 
圆 . 旁 切 圆 的 半径 ,a1, a2, a3 为 三 边 的 长 ,用 4,42, 43 表示 内 角 平 分 线 的 长 ,4X1， 
42,43 表示 外 角 平 分 线 的 长 ,等 等 , 则 可 在 任意 一 个 三 角形 的 公式 中 , 作 如 下 代 


换 得 到 正确 的 公式 . 


O HRH RRA. 近 代 欧 氏 几 何 学 [M]. 上 海 :上 海 教育 出 版 计 ,2000:167. 
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NO 
ON 


“a n a P P-a p-a p-n 用 
m -a -m -(p-a) -p p- p-n 取代 
Fr ri r, rs R 用 

ry s -rs -r -R 取代 

h h l Ài A2 25 用 

~h = 和 - à; -à -hkh -h 取代 


注 “未 列 人 的 量 可 作 类 似 的 说 明 ,其 中 P = 去 (al + a+ a). 


学 三 角形 九 点 加 定理 


(e) pacos Zus=x=— = 


九 点 加 定理 三 角形 三 条 高 的 重 尼 .三 边 的 中 点 ,以 及 垂 心 与 顶点 的 三 条 @ 
连 线段 的 中 点 ,这 九 点 共 圆 . 

如 图 1.129, 设 入 4BC 三 条 高 4D ,BE , CF 的 垂 
ERIX D,E, F; Z% BC, CA, AB 的 中 点 分 别 为 
L,M,N;X. AH, BH, CH 的 中 点 分 别 为 P,Q,R. 求 
证 :D,E,F,L,M,N,P,0,R 九 点 共 圆 . 

证 法 1 联结 PO,QL,LM,MP, 则 知 LM JL 


十 B4 册 QP, 即 知 IMPO 为 平行 四 边 形 .又 IO / ` 
CH,CH | BA, BA // LM, 知 LMPQ 为 和 矩形. 从 而 
L,M,P,Q 四 点 共 圆 , 且 圆 心 Y 为 下 与 CN 的 交点 . 同 理 , MNQR 为 矩形 ,从 而 
L,M,N,P,Q,R 六 点 共 圆 ,上 且 PL, QM ,NR 均 为 这 个 圆 的 直径 . 

H X PDL = Z QEM = 人 RFN = 90?, 知 也 ,下 ,正三 点 也 在 这 个 圆 上 , 故 D， 
E,F,L,M,N,P,Q,R 九 点 共 圆 . 

证 法 2 设 公 4BC 的 外 心 为 0, 取 0H 的 中 点 并 记 为 ,联结 AO ,以 了 为 图 
心 ,去 40 为 半径 作 贺 V, 如 图 1.129 所 示 ， 

由 VP 睛 二 04, 知 在 轩 VY 上 . 同 理 ,0,R 也 在 加 V 上 . 


由 OL LT AHB AO ZE A ABC 的 外 接 圆 于 天 ,得 HBKC 为 平行 四 边 
形 ,此 时 工 为 KE 的 中 点 , 则 0L 为 A4KH 的 中 位 线 即 得 ), 知 0L JL PH. X. 


Fun mmm ama 


JA ü Z m = 


OV = VB, A 0LVO A HPV, fi VL = VP = $ 0A, E L, V, P38, ik LZE 
AvE. 

同 理 , M,N 在 贺 V 上 . 

由 工 ,V,P 共 线 知 LP 为 圆 VV 的 一 条 直径 ， 

X LLDP = W, Z MEQ = 9, ZNFR = 9F, 知 D, E, F 在 圆 VV 上 . 

故 D,E,F,L,M,N,P,0,R JASE. 

九 点 圆 是 几何 中 一 著名 的 问题 , 据 载 在 英国 1804 年 的 一 种 杂志 上 , 贝 宛 提 
出 过 这 个 问题 .其 实 , 欧 拉 早 在 1765 年 就 证 明了 " 垂 三 角形 和 中 位 三 角形 有 同 
一 外 接 圆 ", 所 以 有 时 人 们 常 把 这 个 定理 归功 于 欧 拉 , 并 称 该 圆 为 “ 欧 拉 圆 ”. 九 
点 圆 的 第 一 个 完整 的 证 明 是 庞 斯 莱 在 1821 年 发 表 的 ,所 以 应 称 该 圆 为 “ 庞 斯 莱 
圆 "1822 年 , 费 尔 巴 哈 在 他 的 论文 里 也 给 出 证 明 , 还 添 进 很 多 出 人 意料 的 性 质 ， 
以 致 后 人 常 把 九 点 圆 叫 做 “ 费 尔 巴 哈 圆 ”. 

由 上 述 定理 及 其 证 明 ,我 们 可 得 如 下 一 系列 推论 ; 

推论 1 公 4BC 九 点 圆 的 圆心 是 其 外 心 与 垂 心 所 连 线段 的 中 点 , 九 点 圆 的 
半径 是 A ABC 的 外 接 加 半径 的 二， 

注意 到 A PQR 与 A ABC 是 以 垂 心 旧 为 外 位 似 中 心 的 位 似 形 , 位 似 比 是 
HP _ 1 
HA = 过 ,因此 ,可 得 

推论 2 ”三 角形 的 九 点 圆 与 其 外 接 圆 是 以 三 角形 的 垂 心 为 外 位 似 中 心 ,位 
似 比 是 二 的 位 似 形 ; 垂 心 与 三 角形 外 接 圆 上 任 一 点 的 连 线段 被 九 点 圆 截 成 相 
等 的 两 部 分 . 

注意 到 欧 拉 定理 ( 欧 拉线 ) ,又 可 得 

推论 3 AABC 的 外 心 0 ,重心 G, AAAA V, 重心 H, AACO) 共 
RAY -GE = 志 , 或 0 fV XPT G 和 所 是 调和 共 酌 的 , 即 2 = GH. 

推论 4 A ABC 的 九 点 圆 与 人 4BC 的 外 接 圆 又 是 以 A ABC 的 重心 G 为 内 
位 似 中 心 ,位 似 比 为 二 的 位 似 形 . 

事实 上 , 因 G 为 两 相似 三 角形 A LMN 与 人 4BC 的 相似 中 心 ,而 人 LMN 的 
外 接 圆 即 A ABC 的 九 点 贺 

推论 5 一 垂 心 组 的 四 个 三 角形 有 一 个 公共 的 九 点 圆 ;已 知 圆 以 已 知 点 为 
重心 的 所 有 内 接 三 角形 有 共同 的 九 点 圆 . 

推论 6 ”重心 组 的 四 点 为 三 角形 顶点 的 四 个 三 角形 的 外 心 , 另 成 一 垂 心 
组 ,此 垂 心 组 各 点 与 已 知 重心 组 各 点 关于 九 点 圆 圆心 V 对 称 . 
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FRE, D, E, F,H Nt 13 fB, DA A HEF Hù, SI A HEF Wy 
外 心 Op 与 D 关 于 V 对 称 . 

同 理 人 HFD, 公 HDE, 公 DEF 的 外 心 Og,Or, Ou 与 E,F, 肌 关于 Vy 对称 . 

推论 7 三 角形 的 垂 心 组 与 其 外 心 的 垂 心 组 有 同一 九 点 圆 . 

推论 8 ” 垂 心 组 的 四 点 为 顶点 的 四 个 三 角形 的 重心 另 成 一 垂 心 组 ,此 二 组 
之 形 相 位 似 . 

事实 上 , 设 4,B,C, 万 为 已 知 重心 组 , 它 的 九 点 圆 为 圆 V, AABC,A HBC, 
A HCA ,A HAB 的 垂 心 分 别 为 Gy, Ga, Ga, Gc. 


DEn ë s= A = = 3,HJ H,A,B,C 5 Gu, Ca» Ga, Gc R 
成 的 图 形 相位 似 ， 且 位 似 比 EE meb, 


推论 9 三 角形 的 九 点 图 在 三 边 及 三 高 
上 所 截 前 三 弱 构 成 的 三 角形 的 重心 到 顶点 
的 距离 分 别 等 于 后 三 弦 ， 

证 明 ”图 1.130 中 AABC 三 边 的 中 点 
和 高 的 垂 足 分 别 为 已, M,N; D.E, F. LCH 
九 点 圆 交 AD, BE, CF 于 已, Q ,及 ,求证 :以 三 
边 上 所 和 截 弦 EM , DL, FN 作为 边 的 三 角形 的 
垂 心 到 各 自 顶 点 的 距离 分 别 等 于 DP , EQ , 
FP. 

联结 ED,NL,MN, 又 作 MS / ED, 
FS // NL. 二 者 交 于 S, 那么 ED,NL 所 夹 
f = 和 人 MSF = 人 DEC = 人 DB4 = 人 MNF. 
这 说 明 S 在 九 点 圆 上 . 于 是 DS = EM, 
SL = FN, 那么 A DLS 就 是 用 前 三 弦 DL, 
EM, FN 构成 的 三 角形 ,我 们 设 它 的 垂 心 为 7, 又 作 UG | LD. 从 九 点 圆 直 径 
PUL, 可 知 TS = 2GU = DP. 同 理 证 TL = EQ,TD = FR ,命题 获 证 . 

推论 10 ”三 角形 的 九 点 圆 在 三 边 上 所 截 线段 以 及 外 心 到 三 边 距 离 , 共 六 
条 线段 ,它们 能 构成 一 个 内 接 于 网 的 四 边 形 . 

证 明 El 1.131 P A ABC 的 外 心 为 0, 垂 心 为 五 .命题 是 说 九 点 加 在 三 边 
EREI DL, EM , FN 5 OL, OM , ON 共 六 线段 可 以 构成 内 接 于 圆 的 四 边 形 ， 
其 中 OL, DL 为 对 角 线 ,而 其 余 四 线段 则 为 四 边 .联结 RS, RL, RP. 由 于 同 圆 二 
平行 线 截 弦 成 等 腰 梯形 ; 又 直角 三 角形 斜 边 中 点 到 直角 顶点 距离 等 于 斜 边 之 
半 ; 又 三 角形 外 心 与 边 的 距离 等 于 对 顶点 到 垂 心 距离 之 半 这 三 个 性 质 . 当 引 
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NO 
ON 
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Ë 
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RP // AC // LN // FS ,可 得 相等 线段 : RS = 
FP = $A = OL,RL = +BH = oM, X. 

= +CH = ON. 而 也 ,L, 有 是 九 点 加 中 三 
点 ,5 在 推论 9 证 明 中 已 知 是 九 点 贺 上 的 点 ， 
又 ADIS 三 边 是 “前 三 弦 " 构成 的 三 角形 , 因 
此 四 边 形 D,S,L,R 四 点 又 共 圆 . 从 而 四 边 
形 DSLR 满足 命题 的 结论 . 


党 九 点 圆 定理 的 引申 


定理 10 A ABC 的 三 个 旁 心 所 构成 的 全 lslc 的 九 点 贺 为 A ABC 的 外 接 

Bi. 
证 明 RE Aal 的 垂 足 三 角形 是 全 4BC, 即 人 

得 结论 . 

如 图 1.132, 根 据 旁 心 的 定义 知 LA 平分 Z BAC, 
IA 平分 L CAE, IcA 平分 Z BAF. 

又 因为 和 BAF = 人 CAE ,从 而 有 I,A, lc 三 点 共 
线 , 且 LA L Isle. 

同 理 15B L Ilc, IcC nia, 故 全 468C 为 人 rrelc 图 1.132 
的 垂 足 三 角形 ,所 以 人 4BC 的 外 接 圆 , 即 A lale 的 九 点 圆 . 

通过 下 面 的 定理 2, 我 们 将 看 到 , 九 点 圆 中 的 九 个 点 确 是 无 数 个 中 点 中 的 
九 个 特殊 的 点 . 

定理 2 公 4BC HEDH 与 外 接 贺 贺 0 上 任意 点 连 
线 的 中 点 共 圆 ,这 圆 就 是 2 ABC 的 九 点 圆 . 或 三 角形 的 
重心 与 外 接 圆 上 点 的 连 线 被 其 九 点 圆 平分 . 

证 明 ”如 图 1.133, 过 垂 心 H 作 圆 0 的 两 纺 DE , FG. 
M,N,S,T 23H HD , HE , HF, HG 的 中 点 , 则 

LFDH = LSMH 
LEGH = LNTH 

又 LFDH = LEGH 


O EH, 8348L.JUEIBIEE[ M]. RU : H EAK EE , 1988:140-144. 
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MJ LSMH = LNTH 

故 M, S, T, NIRSA, H DBE,FC 的 任意 性 ,得 巨 与 圆 0 上 任意 点 连 线 的 
中 点 在 同一 圆 上 ,由 于 这 个 圆 过 HA, HB, HC 的 中 点 , 故 这 个 贺 就 是 三 角形 的 九 
AH. 

九 点 圆 定理 的 引申 ,还 有 其 后 的 两 个 著名 定理 . 


党 费 尔 巴 哈 定 理 


费 尔 巴 哈 定 理 ”三 角形 的 九 点 圆 与 内 切 贺 内 切 且 与 三 个 旁 切 圆 外 切 . 

证 法 1 如 图 1.134 所 设 , 内 切 圆 圆 / 
切 公 4BC 三 边 于 P,0,R, 又 M,N 为 BC， 
AB 中 点 ,4D L BC 于 也 ， 

联结 41 并 延长 交 BC FF, FE 
FC (RF FP.) WA IFS, 3X ABFC , W| 
AAFC L AAFC, AC = AC, C'C | AF. 

BAF, C'CXFE, D] E HCC 中 点 ， 
联结 ME , 则 


ige- 工 š 
EM = + BC' = > (AB - AC) = 


(AR + BR - (AQ + 0C)) = 
去 (BP - PC)( 因 4R = AQ,BR = BP,CQ = CP) = 


tom + MP - (MC - MP)) (H BM = MC) = MP 


X ZAEC = 人 ADC = 90, 则 A.E, D, C 四 点 共 圆 , 且 ME // AB , BD 
L4 = ZMEF = LBAF = Z1 = £2 = ZFAC = LEDF = /3 
从 而 AMEF CD AMDE 
即 MF - MD = ME’ = MP’ 
联结 MS 3 L 于 另 一 点 到 ,又 有 
MP? = MS - MW 
故 有 MF - MD = MS - MW 
从 而 F,D,W,S 共 圆 .联结 WD, 则 
Z DWM = 人 BFC' = ZACF - ZB = LACB - Z B 
X MN // AC, N 是 RtA ADB 斜 边 48 的 中 点 , 故 有 


(CIETE TEESE] 
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ON 
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LMND = LNMB - LNDM = ACB - LB 
M) MWD = 人 MND, 故 WW,N,M,D 共 圆 , 即 W ERAM NMD 上 . 

下 面 证 明 九 点 圆 与 加 1 J W. 

过 点 W 作 贺 I 的 切线 WX, 使 WX 与 SC' 在 SW 同 侧 , 则 和 XW5S 
Z C'SW = 人 MDW, 则 WX 与 过 D,M,W 三 点 的 圆 相 切 , 即 WX 与 九 点 圆 相 切 . 

AATE, LAAS AMERY. 

证 法 2 ”如 图 1.135, 人 48C 中 ,4 ,B',C' 分 
别 是 BC, CA , AB 的 中 点 , 圆 4'8'C' 就 是 人 4BC 的 
九 点 圆 . 圆 7 是 A ABC 的 内 切 圆 , 它 与 BC 相 切 于 
点 X, 圆 /是 A ABC 的 旁 切 圆 , 它 与 BC 相 切 于 点 
x. 


EA / SI 1, 的 另 一 条 内 公 切 线 分 别 交 AC, 
AB 的 延长 线 于 Bi, C1, 交 4'B',A'C' FR, C. 


设 BC = a,CA = b,AB = csp = 二 (a+b+e). 因 
CX. = BX = p- b 


则 AX = AX. = a- (p-b) = FC- e) 
设 B.C. % BC 于 点 $, 显 然 A.1,.S,. la SIE ZA 的 平分 线 上 , 故 有 
SC O b SC .4b. 
SB c ’SC+SB b+c 
ab 
故 SG Sup ie 
同 理 SB = 
ral _ ab = c) 
则 SA = 本 (8C - SB) = Riy c) 


A'B _ SA' 
'B' ASA a A = s JN 
由 于 A'B' // AB, ASAB" cO SBC1, Ber = SB 则 


Ap = e), b c _ (b - e° 
~ 2(b + c) 2e 
b+c 
2 
同 理 可 证 so = 地 寺中 
Wat mr = Ë 
又 4B = S.C = 4 
z i a [bY p wm _ (b-c; 
则 A AB = (y wewe = (5) 
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DAR A (EE) 为 反 演 基 图 进行 反 演 变换 , 则 B' SUREB, C 的 反 点 
是 C, BAPC 的 像 是 直线 p. C.. 又 由 于 圆 1, l 1, 均 与 反 演 基 圆 图 


s (H) Ex 


HAX = A'X, = 4o ~ 0)) ,所 以 在 上 述 反 演变 换 下 圆 了 和 加 


1 都 不 变 . 今 已 知 Bi C, 与 圆 1 和 辆 ;, 相 切 ,由 于 反 演变 换 具有 保 角 性 , 故 原 像 


B] 4'8'C' 507, 


本 定理 是 德 


圆 ;, 均 相 切 . 
国 数学 家 费 尔 巴 哈 (Feuerbach,1800 一 1834) 于 1822 年 发 现 的 ， 


它 阅 述 了 九 点 圆 的 一 个 重要 性 质 .许多 人 也 把 九 点 贺 称 为 费 尔 巴 哈 圆 ,因为 费 


尔 巴 哈 重新 发 现 


党 库 利 奇 - : 


了 欧 拉 的 有 关 发 现 ,并 活 进 了 更 多 的 出 人 意料 的 性 质 . 
大 上 定理 


定理 圆周 上 任意 四 点 ,过 其 中 任意 三 点 作 三 角形 , 则 这 四 个 三 角形 的 九 
点 加 的 圆心 共 贺 ， 

这 一 定理 被 称 为 库 利 奇 - 大 上 定理 , 是 由 美国 数学 家 库 利 奇 (Coolidge， 
1873 一 1958) 日 本 数学 家 大 上 茂 乔 分 别 于 1910 年 和 1916 年 发 表 的 .上 述 四 个 图 
心 所 在 的 圆 还 被 称 为 四 边 形 的 九 点 圆 . 


证 明 ”如 图 1.136, 设 Alx, yi), B(x2, ya), C( s, 
y) Dla y) 是 单位 圆周 上 任意 四 点 , 则 x? + 2 = 1 
(=1,2,3,4). 由 九 点 圆 圆 心 是 外 心 与 悉心 连 线 的 中 点 ， 
48 AABC, AABD, ABCD, AACD 九 点 圆 圆心 坐标 分 别 


为 


ol 
ol 


考虑 点 0'( 


rooi [ 


Xi t x2 + %3 mt t>) 
2 `. 2 


Xy + X2 + X4 nity tya) 
2 š 2 


o. X2 + x3 + X4 Y2 + Y3 + Y4 
3 2 ý 2 
o5 tatu nentra) 
k 2 Š 2 


Xi + X2 + X3 + X4 Yet. k st a) 则 
2 2 


xit 22 + 23 + 4 ay +a +a)? 
ú 2 


(ajro okunan 


NO 
oN 
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(+m 3 + ya n + m + n) z 
2 w 2 加 
EEEE =F 


同 理 可 证 1020' 1=1030'1=1040' |= 


2 

故 01, 02,03, 04 在 以 0' 为 圆心 ,去 为 半径 的 加 上 . 

即 四 边 形 ABCD 的 四 个 三 角形 的 九 点 圆 圆心 共 圆 0'. 

对 加 上 五 点 的 情形 ,过 任意 四 点 作 四 边 形 , 则 这 五 个 四 边 形 的 “ 九 点 圆 " 加 
心 在 一 个 加 上 ,这 个 加 被 称 为 五 边 形 的 “ 九 点 回 ”. 

依 此 类 推 ,定理 可 无 限 推广 下 去 ,其 解析 证 明 可 如 法 炮制 ， 


党 三 角形 旁 切 圆 切 点 线 三 角形 问题 


定理 ”全 48C HIRAM L, Is 和 lc 与 公 4BC 三 边 所 在 的 直线 分 别 切 于 点 
M,N,E,G,F,D, HER DF, EG, MN 两 两 相交 于 点 Pi, P,, Pa, WJ 

(1) P.A, PsB, P C 三 直线 共 点 . 

(2) A ABC 的 垂 心 与 A P PiP, 的 外 心 重合 . 

O patare t 

证 明 如 图 1.137, (1) 可 证 Pi4 L BC, 
PB | 4C, PC 上 4B. 即 P14,P2B,P3C 共 点 于 
A ABC Eù H. 

(2) H LPPIH = 9%P - ZP,DC, 
ZP,P,H =% - ZP,FC, 而 人 PiDC = 
Z P;FC,) fü Z P.P, H = 人 Pi1PzH, 即 知 P, H = 
PzH. 同 理 P,H = PsH. 

#k H J A P, P,Ps 的 外 心 , 即 结论 获 证 . 

(3) Æ AP,AF 中 ,有 


P E Ta AF 
sin LPIFA ` sin Z FP, A 
P.A AF 


即 = 


cos s sin L 
2 2 
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亦 即 P.A = AF + cot§ 
又 AF = reca J (180 — A) = root Soot 县 tan & = ror M| 
P.A = reot Boo Š = r, 
同 理 PB = rp, PC = rc 
故 
1 1 1 1 A B B C C A 
PIA t P B * P,G = r (tan tan + tangtang + tan lan >) = 


** = f8 6 T b00 4252 8 3E Fl 


三 角形 五 心 的 相互 关系 内 涵 丰 富 ,此 处 仅 给 出 一 般 三 角形 中 的 关系 定理 ， 
一 些 特殊 三 角形 中 的 关系 定理 在 各 类 特殊 三 角形 问题 中 再 介绍 . 

定理 1 ”三 角形 的 外 心 是 外 心 在 各 边 上 射影 三 角形 的 垂 心 . 

定理 2 ”在 非 钝 角 三 角形 中 ,其 垂 心 至 三 顶点 的 距离 和 等 于 外 接 圆 与 内 切 
圆 的 直径 之 和 |. 

事实 上 , 设 R,r 分 别 为 公 4BC 的 外 接 圆 内 切 圆 半径 ,0 为 其 外 心 ,五 为 重 
Ù, O 在 边 BC, C4 ,4B 上 的 射影 分 别 为 D,E,F, 则 由 三 角形 外 心性 质 定理 5 知 
OD + OE + OF = R + r. 

XHH3E2R(SR-F18) 定理 ,有 

AH + BH + CH = 2(0D + OE + OF) = 2R +2r 

定理 3 三 角形 的 内 心 和 任 一 顶点 的 连 线 与 三 角形 外 接 圆 相交 ,这 个 交点 
与 外 心 的 连 线 是 这 一 顶点 所 对 的 边 的 中 垂 线 ， 

定理 4 三 角形 的 内 心 和 任 一 顶点 的 连 线 ,平分 外 心 , 垂 心 和 这 一 顶点 的 


定理 5 三 角形 的 外 心 与 垂 心 的 连 线 的 中 点 是 九 点 圆 的 圆心 . 

定理 6 三 角形 的 外 心 0, 重 心 6, 九 点 圆 圆 心 V, 垂 心 ,这 四 心 共 线 , 且 
OG _ lj; z GV _ 1 
Gg = 二 (其 证 明 参 见 三 角形 的 欧 拉 线 定理 ) ,让 = 3 

定理 7 三 角形 内 心 与 旁 心 构成 一 垂 心 组 ;三 角形 内 心 与 旁 心 的 九 点 圆 是 
外 接 圆 . 

定理 8 A ABC 的 外 心 为 0, 内 心 为 1, 则 了 为 旁 心 人 lslc WED, I% 
于 0 的 对 称 点 0' 是 Alale 的 外 心 ,人 Ilslc 的 欧 拉线 与 直线 or 重合 . 
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定理 9 三 角形 的 面积 是 其 旁 心 三 角形 面积 与 内 切 圆 切 点 三 角形 面积 的 
等 比 中 项 . 

定理 10 ”三 角形 的 旁 心 三 角形 与 内 切 圆 切 点 三 角形 的 欧 拉线 重合 . 

定理 11 设 如 , C,7 分 别 为 三 边 两 两 互 不 相等 的 三 角形 的 重心, 重心 ,内 
心 , 则 和 HIG > 90. 

事实 上 ,不 妨 设 BC > AC > 4B, 过 CHERI // BC, 这 时 易 证 射线 AT 必 
处 于 人 HA4G 内 部 ,点 1 在 直线 1! 上 方 ,在 CE 下方. 于 是 7 在 以 GE 为 直径 的 圆 内 ， 
从 而 Z HIG 是 钝 角 或 平角 . 

引 理 1D ” 设 P 是 人 4BC 内 任意 一 点 ,4P, BP, CP 的 延长 线 分 别 交 对 边 于 
D,E,F 点 , 则 


AP _ AF + 4E BP BD BF CP CE CD 
PD 7 FB t EC'PE ` DC t FA'PF "` EA * DB 


证 明 ”如 图 1.138, 将 也 ,已 ,正点 分 别 看 做 是 线段 A 
BC,CA,AB 上 的 定 比 分 点 ,其 定 比 依次 记 作 Xp ,Xs Àr, 
用 S 表示 面积 , 则 x E 
àp = BD _ Samo _ Sarm _ Sas 
D = DC ” Sap ™ Saro ` SAAPC B 
_ CE _ San AF _ Sag 图 1,138 
FEE 和 = EA = Saws’ = FB = Sam 
HAr = 1. 
FH D IEDM // BA, 交 CF FM, WA A APF co A DPM) 
AP _ AF 
PD = DM 
而 
AE, ppa 
AF = É ` FB = àz ° FB 
DM Fg CD A 
DM = pp ` FB = @9 ' FE = 
Dp oa Tea e 
CD 
àp FB 
故 D U CAG + Ao) = àr + Ado = r+ E 
1+ Àp 
m AP _ AF ,BE 
PD ” FB * EC 


O 刘 述 省 .三 角形 五 心 的 性 质 及 统一 证 法 []] 中 学 数学 杂志 ,1988(3) :9-11. 
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同 理 可 证 


BC _ BD BF CP CE ， CD 
OE 7 DC + FA'PF = EA t DB’ 


由 引 理 1 可 得 下 述 结论 . 
三 角形 的 重心 G 分 每 条 中 线 (以 顶点 起 ) 之 比 均等 于 二 比 一 . 
事实 上 ,上 述 引 理 中 Xp = àr = Mr = 1, 有 


BG CC 
秒 -1+1-2 铝 -+1-2 你 -1+1-， 


由 引 理 1 可 得 下 述 定理 . 

定理 12 ”三 角形 的 内 心 ! 分 每 条 角 平 分 线 (从 顶点 起 ) 之 比 均等 于 夹 这 角 
的 两 边 之 和 与 对 边 之 比 . 

证 明 WEAK a,b,c. SRMF AD, BE , CF 的 交点 1 是 内 心 .由 角 
平分 线 的 性 质 ,有 


故 由 上 述 引 理 知 


= 4 IE ° 
定理 13 ”三 角形 的 旁 心 1 外 分 相应 的 内 负 平 分 线 (从 顶点 起 ) 之 比 均等 于 
夹 这 角 的 两 边 之 和 与 对 边 之 比 . 
证 明 Z AD È A ABC 的 角 平 分 线 ,延长 后 与 两 外 角 平 分 线 BE ,Ci 交 


于 点 了, 则 了 是 一 个 旁 心 ,要 证 外 = bte, 


a 


请 看 前 面 引 理 证 明 中 最 后 一 s 有 
i = Àp + AFLD 


相当 于 图 1.139 的 AAF'C 中 ,有 
AD AB AB, PP 
Dr 7 BF' t BF' ` PC 
两 边 各 加 1, 得 
Ar AF AB, FPE 
TD " F'B*BF' ` FC 
又 由 内 外 角 平 分 线性 质 知 


[e)r g aos aZ sgr = 


NO 
ON 


EwsaB mmm Sarsia 


几何 瑰宝 


# Ar b AB .AF b ABA b c,b_ b+c 
TD ` a TBF AC ` a TACBF atb a7 a 

同 理 可 知 另 两 个 旁 心 有 类 似 的 性 质 . 

定理 14 ”三 角形 的 外 心 分 过 这 点 的 三 条 线段 AD, BE, CF 之 比 均等 于 其 相 
应 两 角 的 倍 角 正 弦 值 之 和 与 另 一 角 倍 角 正 弦 值 之 比 . 

证 明 ”如 图 1.140, 设 0 是 公 ABC 的 外 心 ,有 40 = 
BO = CO = R( 外 接 圆 半 径 ), 在 外 接 圆 圆 O 中 , 易 知 
a =24,8 =2B,y =2C( 其 中 4,B,C 为 三 内 角 ) 由 引 理 
证 明 过 程 知 


_ sinf _ sin 2B 
F = FB Sogoc ™ = sina 7 sin 24 


1 
AF Sauce _ 2 
L 
2 


à, = ŒE _ sina _ sin24 
E = EA sin y ` sin2C 


则 40 _ à 1 sin2B sin2C _ sin2B + sin 2Ç 
OD = ^F + k T sin2A + sin2A = sin 2A 
BO _ sin2A +sin2C 
同 理 可 证 oF ` sin 2B 


CO _ sin2A + sin 2B 
OF sin 2C 
定理 15 ”三 角形 的 季 心 H 分 (内 分 或 外 分 ) 每 条 高 (从 顶点 起 ) 之 比 均等 于 
其 相应 角 的 余弦 值 与 另 两 角 余 弦 值 之 积 的 比 的 绝对 值 . 
证 明 ”分 三 种 情况 : 
(1) AABC 为 锐角 三 角形 ,高 4D, BE, CF XF H , M 及 是 垂 心 .由 引 理 1 知 
AH _ AF AE _ bcosA  ccos A _ 
HD 7 FB * EC 7 acos B * acos C 7 
cos A(bcos C + ccos B) _ 
acos Bcos C i 


2Reos 4(sin Bcos C + cos Bsin C) _ 
2Rsin AcosBcos C ú 


cos Asin(B + C) _ _ cos A 


sin Acos Bcos C 7 cos Bcos C 一 


cos À 
cos Bcos Ç 
BH cos B cos B 
网 再 HE ™ cos Acos C ™ |cos Acos C 
CH _|__cosC 
HF ` |cos Bcos A 


Treasure N Geometry 


NO 
ON 


(2) 如 图 1.141, 全 ABC 是 直角 三 角形 , 则 垂 心 在 4 


直角 顶点 ,不 妨 设 4 是 直角 , 则 cos 4 = 0.8 H.A, E, 

FER BRIR = 0, 而 | — S 4 = of Ke = x 
elage, leren, 
EE 不 存在 ,| ee | 也 不 存在 . 


cos Acos B 
这 种 同时 不 存在 的 情况 ,我 们 不 妨 也 认为 仍 符合 定理 ， 
(3) AABC 是 钝 角 三 角形 ,高 AD, CF, BE 交 于 一 点 
已 ,重心 吾 在 三 角形 外 部 ,是 三 条 高 的 外 分 点 ,如 图 1.142 
所 示 , 则 考虑 在 A AHC 中 ,由 引 理 1 知 


æ AD AE 
= DH + EC 


即 c AD ecos À 
acos(r - B) ` DH * acos C 
则 4D = e ecos A 


DH = acos B ` acos C 
两 边 各 加 1, 得 


= 
z 
(on) po aoa ag = =— = 


AH 1- 2cos C — ceos Acos B 
HD 7 acos Bcos C 
将 右边 应 用 正弦 定理 及 三 角 公 式 化 简 , 得 
AH _ _— cos A_ _ 
HD cos Bcos C ` 
同 理 可 证 = 


Qa posa 


cos A 
cos Acos C 


又 t 
BO j 


cos a 


而 a z-BB=4A+B-3 


cos B 


4 BH 
代入 整理 可 得 HE ™ leos Acos Ó 
为 了 介绍 后 面 的 定理 ,约定 用 a。,b,c 表示 A ABC ERM A, B,C 所 对 的 
边 ,p = He q = ay + 02 Ès R, r AIER OABC 外 接 加 和 内 切 加 


的 半径 ;5 表示 A ABC 的 面积 ; 6, 及 ,1,0 分 别 表示 2 ABC 的 重心 . 垂 心 内心 
和 外 心 . 


几何 R È 


NO 
oN 


引 理 2D AABC 中 ,平面 内 任意 一 点 P 到 内 心 7 的 距离 


J aPA? + bPB2 + cPC2 - abc 
PI = a+b+c ° 

T 证 明 ”如 图 1.143, 因 4D 平 分 人 B4C, 则 

儿 ac b 
和 BD = C, CD = EF 

Š TE A PBC 中 ,应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 , 得 

É _ b c ah 
m 有 

定 因 7 为 内 心 , 则 
t) Ml c b bte 

ID 7 BD "CD" a 
且 AD2 = aee -a) 
@ HE A PAD 中 ,利用 斯 特 瓦尔 特定 理 , 得 


-4l 1D _ paz š 
PP = fpPD + ap PA -Al ID = 


b + cpp, pa? _ 3bc(p - a) 
2p PD + 3p A -piba e) 


将 PD? 代 入 上 式 ,并 化 简 得 
PP = aPA? + bPB? + cPC2 ~ abc 


a+b+c 
定理 16 ( 见 三 角形 内 心 与 旁 心 的 关系 定理 1) 
AABC 中 
alA? + bIB2 + cIC? = abc 四 


证 明 MA P SS I 重合 时 ,PI = 0, 由 ORO. 
定理 17 (内 心 外 心 距离 公式 即 欧 拉 定理 ) 


A ABC 中 
102 = R -2Rr 图 

证 明 ” 当 点 与 外 心 0 重合 时 , PA2 = PR = PC? = 有 ,由 公式 四 得 

2 _ p abc 

16 u Ta+b+ce 
因 5 = gea pr 

一 ae -2 了 r 

a+b+c 


O 刘 黎 明 , 甘 家 炎 . 三 角形 内 心 的 性 质 和 心 距 公式 [了 .中 学 数学 ,1996(2):45-47. 


HP = 
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102 = Rè- 2Rr 
定理 18 《重心 内 心 距离 公式 ) 
AABC 中 


GÊ = 2-3 - 4 本 
证 明 。” 当 点 与 重心 6 重合 时 ,有 
PA? = (20? + 22: - a?) 


PB? = $ (20 + 2a? ~ b?) 


n 


PC2 


A (2a? + 20 ~ 2) 
则 由 公式 O 得 
GP = m Q (P + c?) +2b(c2 + a?) + 2ce(a2 + b?) - 

(a? + b? + cè) - 9abe) = 
mpe +b+c)la? + b? + è) 
3(a? + b) + c) — 3abc) -18abc) = 

定理 19 〈 垂 心 内 心 距 离 公 式 ) 

A ABC 中 


a? + b? + c) + abc 
a+b+e 


HP = 4R? ~ 8Rr + 272 - 29 
证 明 ” 当 点 P 与 垂 心肝 重合 时 ,有 
PA? = acoA = az(csc24 - 1) = 4R2 - a? 
PB? = 4R? ~ b, PC? = 4R2 - c? 


HP = 4R- 


故 由 公式 @ 得 
aR Etb? + o + abc _ 
a+b+c 
4R (a? + b? + cè- 3abc) + 4abc _ 
F a+b+c k 


ap _ (a + b + e)la? + b? + c?) - (a + b + e)2) Aabe 


4R? ~ 8Rr + 2p? - Zq? 


2(a + b +c) a+b+tc™ 


NO 
ON 


C-E ag =m = 


NO 
ON 


Demp BEER asia 


几何 了 瑰宝 


由 欧 拉线 定理 可 知 ,H, GC,0 三 点 共 线 , 且 CO : HG : HO = 1 :2:3, 这 样 ， 
我 们 有 


引 理 3 AABC 中 
HP + 2102 = 3GP + 6G02 @ 
证 明 ”不妨 设 7 在 欧 拉线 HO 外 ,如 图 1.144, 则 £ 
由 斯 特 瓦尔 特定 理 ,得 z S. 
cP = $10 + T HP - 200 Z L— 
即 HP + 2102 = 3GP + 6G02 图 1.144 
由 公式 国 ,@,@' ,@, 可 得 
定理 20 (重心 外 心 距 离 公式 ) 
AABC 中 
602 = R - + 2 © 


至 此 ,注意 到 GH = 260, 0H = 360 ,我 们 便 解决 了 四 心 六 距 间 题 . 
车 利用 重心 的 性 质 


PA? + PB? + PC? = 3PG + (a? + É + O) 
也 可 以 得 出 五 个 心 距 公式 ,其 中 内 心 .外 心 距 离 和 重心 外 心 距离 与 前 面 的 
@,@ 相同 ,而 重心 内心 距离 是 一 种 等 价 式 , 即 
GP = 2 - g8(6(ab + be + ca) — SCa? + É + 0) = 
P- FG +b +c)? -8(a + b? + c?)) 
亦 即 GP = n- Te 32 Q 


由 图 ,@' 可 得 p,q,R Ar 四 者 之 间 的 关系 : 
引 理 4 在 公 4BC 中 


m - Te = rra @ 
依据 引 理 4, 此 时 六 个 心 距 公式 可 用 R,r 及 g 表示 为 
10? = R- 2Rr © 
CO? = R? - T, GH = 260,HO = 360 @ 
HP = 4R +2- 12 @r 
2 2. 4 E 
GP = ZP- 3Rr + iga @ 


Treasure Coomeny 


由 以 上 公式 ,可 得 到 三 角形 中 许多 有 趣 的 不 等 式 . 比如 :由 @ 可 得 
Ry2r @ 

h ORO 可 得 

a? + b? + c? < 9R2 
由 图 或 @' 可 得 

a? + b? + è > 362 
因此 36 2 < 22 + 2 + 2 < 9R2 ® 
以 上 不 等 式 , 当 且 仅 当 三 角形 是 等 边 三 角形 时 ,等 号 成 立 . 
定理 21D0” 设 公 4BC 的 外 接 贺 的 半径 为 R, 内 切 圆 的 半径 为 r,4,B,C 所 

对 的 旁 切 贺 的 半径 分 别 为 ,ra,rc, 则 


4R =r +re+re-rT 3 @ 


证 阴 ”由 rož + reot É S BC, rt TE + neoa 5 C = BC 得 


1 1 
t= 
[<s mg- E ° 
ratan B + un $) = BC @ 
将 O 两 边 同 除 以 tan £, @ 两 边 同 乘 以 tan 2 可 分 别 得 到 
1 1 

+ BC 
{ A z)- ET @ 

tan — tan tan 5 tan 7 Fy 

2 2 2 2 2 
rm (tan tan 2 + tan tan £) = BCtan 4 @ 

将 tan Atan $ = E „tan tan g = = 代入 四 ,加 得 

Te _ ra) BC 
{ r t a) A © 
2 
(去 + z) = BCun & © 
„A A 
z 4Rsin > cos > 
又 由 BC. = 2Rsin À s 2 2 = 4Reo $ 
tan tan 2 sin 2 


cos > 


O 入 成 江 .三 角形 的 外 接 加 .内 切 加 、 旁 切 冯 之 间 的 关系 [ 虽 . 中 学 教研 (数学 ),1995(7,8):70-73。 


NO 
ON 


[G| gao—a Z= 8 z=— = 


yp B mt ADEK 


Ë 


几 i A 宝 
A A a À sin 
BCtan 2 = 2Rsin 4tan 2 = 4Rsin 2 eos 了 A 
cos F 
所 以 © A @ 可 分 别 变 为 
rey ra = 4Reo £ 
ml Te * +) = 4Rsin2 4 
又 由 已 知 结论 得 
二 
We T F UT 
#k @ 可 变 为 
md $ - E) = 4Rsin? 4 
即 ra = r = 4Rsi A 


将 @ 和 四 两边 分 别 相 加 并 考虑 到 平方 关系 公式 得 
Ta tra +trce=- r= 4R 


从 而 定理 21 得 证 . 


由 旁 切 圆 性 质 定理 14 和 定理 21 可 知 , 任 给 三 角形 的 五 圆 中 的 三 个 圆 的 半 


径 , 都 可 求 出 其 他 两 个 圆 的 半径 . 
另外 ,由 @ 我 们 还 可 得 到 


E Ses p 
a 4 
类 似 的 ,还 可 证 明 
28 Sr 
sit = AR 
ait E _ =r 
2“ 4R 


0 


@ 
@ 


定理 22 ” 若 三 角形 的 外 接 圆 和 旁 切 圆 的 半径 分 别 是 R 和 r(i = A,B,C), 


圆心 距 为 di, 则 有 d} = R? + 2Rr;. 


证 明 ”如 图 1.145, 公 4ABC 的 内 心 为 了 ,外 心 为 O ,半径 为 R,A 所 对 的 旁 心 
为 站, 旁 切 圆 半径 为 mn, 则 有 4,1 及 I 三 点 共 线 .Al 交 圆 0 于 已 ,联结 BI, BE, 
Bl, 1, LIBI, = 9, IE = BE, 得 EE 为 11 的 中 点 , 即 hE = BE. X AB YE 


L, FD, LD LD 上 4D, 则 
ra = LD = Alsin Z DAI 
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BE 
2R = sin DAR 


EZRMR,2Rra = Al, ° BE B|] 2Rr, = Al, ` IE. 
ARRE, A hh 对 圆 0 KREN dh - R?, 则 


d, - R? = 2Rr, 
即 dài = R? + 2Rr 
同 理 可 证 

dh = R? +2Rrg 


dẹ = R? + 2Rrc 
推论 1 三 角形 的 外 心 至 内 心 、 旁 心 的 距离 之 平方 
和 ,等 于 外 接 圆 半径 平方 的 12 倍 . 
事实 上 ,由 02 = R -2Rr,0Ê = 权 +2Rr 等 3 式 及 mm+r+re-r= 
4R, 故 


图 1.145 


OP + OR + Of + Olg = 12R2 
推论 2 三 角形 的 内 心 与 外 心 分 别 至 旁 心 的 距离 平方 和 的 差 ,等 于 内 心 与 
外 心 距离 之 平方 的 5 售 . 
事实 上 ,由 推论 1 有 
OR + Of + OC} = 12R° - OP 
又 由 内 心 与 旁 心 的 关系 定理 3, 有 
IĜ + I + IÉ. = 16R2 — 8Rr 
故 (I, + I + Iz) - (OP, + OÑ + OR) = OF + 4R2 ~ 8Rr = 
OP + 4(R2 - 2Rr) = 50PË 
定理 23 在 人 4BC 中 ,4, B,C 所 对 的 边 的 边 长 分 别 为 a,5,c, 所 对 的 旁 心 
分 别 为 ,1s, lc; 旁 切 圆 的 半径 为 ra, rs, re; 其 内 心 为 1, 内 切 圆 半径 为 7 ,内心 
I 与 各 旁 心 1(i = A,B,C) 的 距离 分 别 为 di, 则 有 
dà = a+(m-r) 
dh = b2 + (rs - r} 
dy = ê + (rc -r?° 
证 明 ”如 图 1.146,45 WA FD, WA 于 E, 联 结 1D,hE, 则 ID L AB, 
LE | 4B, 点 7 在 7mE 上 的 射影 为 F, 则 四 边 形 DEFI 为 矩形 ,所 以 


a+b+c b+c-a_ 
2 


LF = r-r 


IF = DE = AE - AD = 


由 勾 股 定理 得 


(Ga]cegaoa— E= = =— = 


AR ü m = 


NO 
ON 


di = a2 + (ra - r? 


W" 


同 理 可 证 


" 


d = b? + (rg - r): 
dgy = c2+ (rc - r? 

内 心 1523960 1(i = A,B,C) 的 距离 也 可 为 下 述 
ÉR: 
定理 24D Üt A ABC 的 外 接 圆 半径 为 只 ,内 切 圆 半 
径 为 ",4,B,C 所 对 的 旁 切 圆 半径 分 别 为 mrayrc.4， 
B, C 所 对 的 旁 心 到 内 心 的 距离 分 别 为 由, de, do, W 

dà = 4R(rm - r) 
dh = 4R(rg = r) 
dt = 4R(rc - r) 

证 明 E A ABC 的 内 切 圆 和 4 所 对 的 旁 切 圆 分 
IAA r nl, ,并 设 这 两 个 圆 与 直线 AB 的 相 切 点 分 C 
别 为 F,G 如 图 1.147, 联 结 IF, G, 1, 1A. 

E / fll 1, 分 别 为 人 4BC 的 内 心 和 ZA 所 对 的 旁 z 
心 , 则 A, I, I, 三 点 共 线 ,又 由 


TA r 
IA = E a| = ma 
smg 8 


FEspa Bima assqa 


则 di = lA- A = -一 [一 = a=: 


故 äs (ra = r) 


将 四 代 人 上 式 得 
dà = 4R(ra = r) 
间 理 可 证 
dh = 4R(rg ~ r), dh = 4R(rc - r) 
定理 25 i AABC 的 外 接 贺 半径 为 RR,4 ,B,C 所 对 的 旁 切 圆 半径 分 别 为 
Tas ra, r ,三 个 旁 心 之 间 的 距离 分 别 为 de, dec, dac, M 


dp = 4R(m + ra) 


人 @@” 尹 成 江 .三 角形 的 外 接 圆 ,内 切 圆 , 旁 切 图 之 间 的 关系 [J] .中 学 教研 (数学 ) ,1995(7,8):70-.73、 
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AN 


dhe = 4R(ra + re) 
dac = 4R(ra + re) 
UER ” 设 公 4BC HADAA A, B 所 对 的 旁 
切 圆 分 别 为 圆 1, 圆 14, 圆 15, 如 图 1.148 所 示 . 联 结 £ 
Isl, 1B, 141, IA, 13C, LC. + 4 
因为 7 为 全 48BC 的 内 心 ,如 为 4, 有 所 对 的 
旁 心 , 易 知 :及 ,1,4 三 点 共 线 , 18,1,8B ZAKR, — 4 B 
ls, C, L, 三 点 共 线 . 因 图 1.148 


Zl, = LMUB = x- 4 - 


(a)|eroSsos— amu ax = 


ZIlls = ZICA - Z CAL = mi a 
由 正弦 定理 可 得 


° 
$ 
e 


TE £) a 
sim! 2 十 2 sn 2 
10021sin( + £) i 002 I oos £ 
则 da = = B 
sin > sin 
I 00, Poo? £ 
故 do 
si > 


I 00, [1 - si? € 
则 da = | @ 
sin > 
又 由 定理 24 得 
1 00; |? = 4R(ra - r) @ 
(ER r X A ABC 内 切 圆 半径 ) 
将 四, 四 ,四 代 人 加 得 
4R(m - r)(1 - £= 
BAR a( E) apana D 
EU 
4R 


又 由 定理 21 得 


4R - rc +r = rá + rg 


>E 几何 瑰宝 
则 dis = 4R(r4 + ra) 
同 理 可 得 dhc = 4R(rs + rc) 
dàc = 4R(r4 + re) 
m 定理 26 ”三 角形 内 切 圆 圆 心 与 旁 切 圆 圆心 的 连 线段 被 外 接 圆周 所 平分 . 
在 证 明 ”如 图 1.149,7 为 人 4BC 的 内 心 ,4, lg, 
O) Ic 是 旁 心 ,1 与 ,1, 1c 的 连 线 分 别 与 外 接 圆周 交 人 ~、 Z $ 
š TA L,M,N. 
w 联结 Ials, Isle, Ich, BL, CL, 则 
条 Z= 2-3 
BŽ] X L4 = ~5, 则 
L6 = Z1+ Z4 = Z3 + Z5 Pa 
故 IL = BL 图 1.149 
e WE B | 1c, 则 
L1 = W - (23 + Z4) 
L8 = 9%p ~ Z6 
Bp <? = L8 
亦 即 BL = Lh 
故 IL = LI, 
同 理 可 证 IM = Mlp, IN = Nic 


注 EBAN ABC 是 Allyl 的 九 点 圆 亦 可 证 . 

定理 27 ”锐角 A ABC 中 ,外 心 0 B|=3BBE B 2 Tie dy, WÜ G 到 三 边 
距离 之 和 记 为 de, $Ò # 到 三 边 距 离 之 和 记 为 d 重 , 则 1 dag +2- da = 3° 
dg. 

证 明 ”如 图 1.150, 设 公 ABC 的 外 接 贺 半径 为 
1, 三 个 内 角 记 为 4,8,C, 易 知 
dø = 00, + 00, + 003 = cos À + cos B + cos C 


则 2d 外 = 2(cos 4 + cos B + cos C) 
因 AH, = sin B > AB = 2sin B > sin C. 同 理 得 
AH,, AHs, 于 是 


3d = 3GG, + 3GG; + 36G; = 
AH, + BH, + CH; = 
2(sin B + sin C + sin C + sin À + sin A ° sin B) 


设 AH 的 延长 线 交 A ABC 的 外 接 贺 于 到 , 则 


Treasure N Geometry NO 


ON 
BH = BH = 2sin Z BAH' = 2cos B 

HH, = BH - cos BHH, = BH + cos C = 2cos B - cos C p 
同 理 可 得 HH,, HH, 从 而 ; 
dæ = HH, + HH, + HH, = 2(cos B+ cos C + cos C + cos À + cos Á * cos B) w 
于 是 由 
cos B + cos C + cos C + cos A + cos À + cos B — sin B + sin C - sin C + I 
sin À - sin À * sin B = Y 
cos( B + C) + cos( C + A) + cos(A + B) = q 
— (cos 4 + cos B + cos C) p 
即 证 ， Š 
我 们 可 容易 地 推 证 下 面 的 定理 ; i 

定理 28 ”有 关 字 母 同 前 面 所 设 , 设 R ° 为 人 lalc 的 外接 圆 半径 ,0* 为 其 


外 心 , 则 (1D)R” = 2R;(2)10" = 210. 
定理 29 ”有关 字母 同 前 面 所 设 , 令 p = 二 (a + 5 +), 则 有 心 公公 式 ® 
(1) OA = OB = OC = R. 
(2) HA = 2R 1 cos A 1 等 三 式 ,( 其 证 明 见 三 角形 的 广义 正弦 定理 1) 


ind -sin € =- —— = P= a g 
(3) IA = 4Rsin > sin 了 = y Y FER. 


sin 2 s7 


(4) LA = 4R : cos $ re Ê = — = 一 ”一 等 三 

(5) CA = + VIT y 22 = aà GER. 

推论 (1) A: IB. IC = 4Rr2. 

(2) IA - LB - IC = 4Rr 等 三 式 . 

定理 30 PH A ABC 平面 内 的 点 ,4P, BP , CP 所 在 直线 分 别 交 信 48C 
的 外 接 圆 于 A ,B',C' , 则 

(1) # P 29 A ABC 的 外 心 ,对 锐角 三 角形 ,有 Same = Sase + Sase + 
Sasse . 

对 非 锐角 三 角形 (不 妨 设 4 > 9P, 下 同 ), 有 Sae = Sawac - Saagc - 
Saec- 

(2) 车 PP 为 A ABC 的 垂 心 ,有 同 (1) 的 结论 . 

(3) Æ P J A ABC 的 重心 ,有 Same S Saxe + Saare + Saase , 当 且 仅 
34 AABC 为 正三 角形 时 等 号 取得 . 

(4) Æ 已 为 全 4BC 的 内 心 ,有 同 (3) 的 结论 . 


NO 
ON 


Ese B mamara ma 


几何” 瑰宝 


定理 31 在 全 4BC 中 ,内 心 到 外 心 的 距离 等 于 重心 到 外 心 的 距离 的 充 要 
条 件 是 oz + b? + c? = 18Rr. 
定理 32 l P J A ABC 的 巧合 点 ,联结 4P 交 BC 于 D, 过 P 的 直线 分 别 


5 AB,AC 所 在 直线 交 于 E,F, 则 怨 - 4B. CD , 4C, BD, 
特别 地 , 当 P 分 别 为 外 心 0, 内 心 1, 垂 心 ,重心 G, 角 4 内 的 旁 心 凡 时 ,有 


(1) MB sin28 + 4E .sin2C = sin24 + sin 2B + sin 2C. 


(2) 4B .sin B + AC. sin C = sin A + sin B + sin C, 


(3) E . ian B + AC alan C = tan A + tan B + tan C. 


AB AC - 
(4) ap + AF = 3， 


(s) MB . sin B + 4E. sin C = — sin A + sin B + sin C. 
定理 330 设 圆 0(R), 圆 1(7r) 是 公 4B8C 的 外 接 圆 和 内 切 圆 ,41, BI, CI 与 
对 边 BC, C4 ,4B 分 别 交 于 点 D,E, 下 ,与 外 接 圆 圆 0 分 别 交 于 点 D' ,E' ,FF , 则 


DD EE FE _ 
O) DA + EB t FC = 


T 
DA EB PC R 
(2) pA t EB t FC " + *+2- 
DD' EE EP _,,R 
G) r t gr t r rl 
DI EI FI_} R 
O pr tr t "21 +2. 


证 明 ”如 图 1.151, 不 妨 设 A ABC 的 三 边 BC, CA, 
AB 的 长 分 别 为 a, b,c ,面积 为 5, 外 心 0 到 边 a,6,c 的 距 
离 分 别 为 da, di, de, W 

(1) 联结 op' , BD', CD' , 易 知 有 0D' 上 BC Jt P 
为 M, 且 OM = d,,D'M = R -~ da UR 


DD' Saapc _ a(R - da) P: 
D4 S 25 图 1.151 
EE' _ b(R - d) 
司 理 EB ` 2s 
FF _ e(R - d.) 
FC 28 


O 李 纺 文 , 任 伟 . 关 于 三 角形 的 双 加 半径 的 一 个 恒等式 []]. 中 学 数学 ,2003(5):48. 
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则 DE, EE, EE = ZS(R(a + b + e) = (ad, + bd + od,)) = 
aa: 2s R 
z5 8 7 “28) ar 


(2) 由 (1) 的 结论 可 知 有 


DD' 1 EE' 1 FF 1 R 
DA tl+ EB + + FC tl= T +2 
DA EB FC R 
即 DA t EB t FC = + t2 


(3) HF IP L BC T P, B IP = r,X. D'M // IP, 所 以 有 
DD'_ DM _ R- d, 


D PP ` r 
EE _ R- ú, 

同 理 FE ` r 
FE _ R- d, 

Mo ~ y 


注意 到 外 心性 质 定理 5,48 


D. EE EE S lGR-(d +a +4)) = 2. Ë _ 
由 此 等 式 ,不 难得 到 


DD' EE' FF R 
DI +1+ El +1+ F +1=2 r+2 


1 


即 结论 (4) 成 立 
DI E'I FI 
DI t FEL t FI 
定理 349 ”三 角形 的 外 心 和 各 顶点 连 线 的 中 4 
点 ,与 相应 顶点 对 边 中 点 所 连 成 的 三 线 共 点 , 且 该 
点 恰 在 三 角形 的 欧 拉线 上 ， 
证 明 设 0 是 全 4BC 的 外 心 ,04,08,0C 中 
点 分 别 为 hj, Bi, Ci, BC, CA , AB 边 的 中 点 依次 为 
Ao, Bo, Co, 如 图 1. 152 所 示 . 


=- 2. 及 +2 


Ë H J: A ABC 的 重心 , 84,HB, HC 的 中 点 分 É a25 2 
别 为 42, B,C2, 则 知 :直线 OH 就 是 全 ABC 的 欧 拉 图 1.152 


线 . 
联结 hoB1,AoC1, BoC1, Bo4i, Coh1, CoB1, 易 知 有 


O 李 媳 文 .三 角形 外 心 的 一 个 性 质 [J] .中 学 数学 ,2006(12):36. 
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(e) pgaos— s Zx =axr— = 


Fiasas Bukan g a= ma 
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AB, L} CO, BoA, L4 cO 
从 而 ,有 AoB, JL BoA, 
所 以 四 边 形 4o B80418B1 是 平行 四 边 形 . 
不 妨 没 ,已 4oBoh1B1 的 对 角 线 hoA41 与 BoB, 相交 于 点 K. 于 是 ,有 
AK = AıK,BoK = Bx 

FIE O BoCoB: Ci 的 对 角 线 BoB 与 CoC 也 相交 于 点 K 且 互 相 平分 ; 

口 CohoC141 的 对 角 线 CoCt 与 AoA, 也 相交 于 点 K 且 互 相 平 分 . 

由 此 表明 : Aoh1, BoBi, CoCi 三 条 直线 必 通 过 同一 点 K( 即 三 线 共 点 ). 

再 联结 AoB2, AoC2, BoC2, Bo42, CoA, CoB:, 则 可 同 理 证 得 A042, Bo By, 
CoC: 三 线 也 共 点 ( 记 作 X). 

由 三 角形 重心 性质 定理 14 及 其 推论 可 知 ， 

Ao, BoB>, CoC2 三 线 共 点 , 且 该 点 (X) 恰好 是 A ABC 的 九 点 圆 圆心. 

而 九 点 圆心 (X) 在 全 4BC 的 欧 拉线 OH 上 , 且 OX = XH,AoX = XA. 

联结 4142, 则 在 AAOH 和 AAAA 中 ,由 中 位 线 定理 得 知 

A4 L} OH, XK LAA 

MAA X fE A ABC 的 欧 拉 线 OH 上 ,所 以 直线 XK 与 OH 重合 , 故 点 K 必 在 
全 4BC 的 欧 拉线 (OH) E. 

又 因为 A ABC 的 九 点 圆心 对 是 OH KPR, Ao, A, A2 分 别 是 BC, OA, HA 
的 中 点 ,所 以 易 证 A OA, K Q A XA K, FJ, NI OK = KX, BI KÆ OX 的 中 点 . 

由 此 ,我 们 不 难得 到 : 

推论 (1) 三 角形 的 各 边 中 点 与 其 外 心 到 各 边 所 对 顶点 的 连 线 中 点 所 成 
的 线段 , 均 被 外 心 与 九 点 圆心 连 线 的 中 点 所 平分 . 

(2) 三 角形 的 各 边 中 点 ,外 心 与 各 顶点 连 线 的 中 点 , 凡 此 六 点 为 顶点 的 六 
边 形 的 对 角 线 共 点 , 且 该 点 恰 是 三 角形 的 外 心 与 九 点 圆心 连 线 的 中 点 . 

(3) 三 角形 的 外 心 (0)、 九 点 圆心 (X) ,重心 (C) , 垂 心 (五 ) 及 三 角形 边 的 
中 点 与 外 心 到 该 边 对 角 顶 点 连 线 的 中 点 所 成 线段 的 中 点 (天 ) 成 调和 点 列 . 即 
OK : KG: GX: XH =3:1:2:6. 

(4) 三 角形 的 外 心 , 垂 心 分 别 与 各 项 点 连 线 的 中 点 为 顶点 的 三 角形 
(AA,B,C..2 AB, C) 均 全 等 于 三 角形 的 中 点 三 角形 . (图 1.152 中 AAB C O 
AAB C, L 人 hoBoCo) 

(5) 三 角形 的 外 心 . 垂 心 分 别 与 各 顶点 连 线 的 中 点 为 顶点 的 三 角形 外 接 圆 
(Bj AB, Ci, 圆 42 82C2) 及 三 角形 的 中 点 三 角形 外 接 圆 ( 圆 ho BoCo) 均 与 三 角 


形 的 九 点 圆 是 等 圆 . 

HERA: 2 ABC 的 外 心 0 EÙ H Jš A ABC 的 一 对 等 角 共 生 点 .因此 ,我 
们 可 类 比 作出 如 下 推广 命题 ; 

H OABC II 848 36898 X ( P , Q) 分 别 与 各 顶点 连 线 的 中 点 与 对 应 
顶点 的 对 边 中 点 所 成 对 应 的 三 线 共 点 ( 记 为 P' ,0'), 则 此 二 点 ( P', 0') 的 连 线 
平行 于 两 等 角 共 轿 点 (P,Q) 的 连 线 ( 即 PQ / P'O). 

车 将 上 述 推广 命题 中 A ABC 的 两 个 “等 角 共 纯 点 "(P,Q0) 变换 成 A ABC 
形 内 的 任意 二 点 , 则 此 结论 仍然 成 立 ， 

定理 35® BA P fE A ABC 的 外 接 圆 内 ,4P, BP , CP 与 外 接 圆 交 于 D,E， 


F,0 为 外 心 ,6 AMO MRLE + EE + CE = 3 成 立 的 充 要 条 件 是 点 P EE 


以 线段 OG 的 中 点 为 贺 心 ,以 十 06 WHAKA E. 
证 明 ”如 图 1.53, 设 公 4BC 的 外 接 圆 为 单位 圆 , 以 
其 圆心 作 原点 建立 直角 坐标 系 . 
设 AABC 三 顶点 坐标 为 :A(x1,y1),B(x2,y2)， 
C(x3,73) ,点 P, D ERRAND: (x,y) (m,n). 
LAP | LBP | LCP 1 
BPD = ADT PETI = 221 PF1 = As MI 
À+ À +à = 3 
易 知 _ xi + Àm _ yi + À n 
*"” ipa U Tta 
52 (+à) -x 
a 
(l+ADy- 1⁄1 
ài 


< N 
LPE 
EL 


所 以 
由 点 D 在 单位 圆 上 立 得 
EMA kada- + GAA Aay -n= 


整理 得 (1+h0x2+(l+h)y2 -2xix = 2yiy = à- 1 

同 理 (l+ A)? + (1 + à2)y? -2xox -272y = àz- 1 
(1 + A3)x2 + (1 + à3)y? -2x3x ~ 2ysy = Àx -1 

以 上 三 式 相 加 得 

(3 + ài + Àz + àa) (x? + y?) — 2z(xi + x + x5) — 


O 孙 哲 .从 三 角形 的 外 心 谈 起 [了 ]. 中 学 数学 ,2004(3):47-48 
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Etsspp B ms g> 
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2y(yi+ y2+73) = ài + À> + Ah3 -3 (*) 
F AA + À2 + 43 = 3, 则 


Papo Í tat y BANEN o 


即 


Xy + Xa + X3 
(x— 人 


y tytyy "Ñ 
6 = 


+ (7 ~ Ella + x2 + x3)? + (yi + y+ ya?) 


# 2. 2-9 Í t At y tt = ORAC ) 立 得 
A1+Az+A3=3 
因此 ,所 得 轨迹 为 加 ,圆心 K oega (THA tyty), 
由 于 外 接 贺 圆心 0 的 坐标 为 (0,0),G W K i y (t 2 t m, 


LEREN) yt O, K, C 三 点 共 线 , 且 天 为 0G 的 中 点 ， 


从 而 ,所 得 轨迹 是 以 < ABC 的 外 心 和 重心 连 线 的 中 点 为 圆心 ,以 外 心 和 重 
心 连 线 为 直径 的 圆 . 

由 于 钝 角 三 角形 的 外 心 在 三 角形 外 ,从 而 点 P 的 位 置 可 在 三 角形 外 ,而 在 
外 接 圆 内 . 

定理 36D AABC 为 锐角 三 角形 ,0 , 刀 分 别 是 它 的 外 心 . 垂 心 , 则 Saso, 
Sason SAcon 中 ,最 大 的 一 个 等 于 其 余 两 个 之 和 ， 

证 明 ”分 两 种 情况 讨论 . 

(1) 当 直 线 OH 通过 OABC 的 某 一 顶点 时 (如 图 1.154(a) ,直线 OH 通过 
A ABC 的 顶点 C), 易 证 OABC 为 等 腰 三 角形 , Iht: AAOH SO A BOH, 而 
Sacon = 0. 必 然 有 Saron = Sason + Sacon RÆ Sasou = Sason + Sacos. 

(2) 当 直 线 OH 与 A ABC 的 某 两 边 相 交 时 (如 图 1.154(b) ,直线 OH 与 4B ， 
AC 相交 ), 取 公 4BC 的 重心 6.G 必 在 OH8 上 ,和 且 6 在 0, 末 两 点 之 间 ( 直 线 oGH 
是 OABC 的 欧 拉线 ). 

联结 4G 并 延长 交 BC 于 D, 显 然 D 为 BC 的 中 点 ,联结 D0, DH. 并 设 8,D， 
C 到 直线 OH 的 距离 为 BB' , DD' , CC .( 均 未 画 出 ) 

显然 DD' 为 梯形 BB'C'C 的 中 位 线 , 所 以 

BB' + CC' = 2DD' 
由 于 OH 是 ABOH ,^A COH ,A DOH 的 公共 底 边 ,所 以 


O 黄 全 福 . 数 学 问题 1721 号 []]. 数 学 通报 ,2008(4):61. 


图 1.154 
Sason + Sacon = 2" Sapon © 
另外 由 三 角形 重心 性 质 知 AG = 2DG, 所 以 
Sason = 2° Sapon @ 


比较 @,@, 立 得 
Sasou = Sason + SAcon 

ERIO IH A ABC HRO, B. IE Z BAC 的 平分 线 上 ,直线 AT, BI, 
C1 分 别 与 全 4BC 的 外 接 圆 相交 于 点 D,E, F, EER EF, FD , DE 分 别 与 4D, BE， 
CF 相交 于 点 已, M,N, 则 

(1) DD 为 AEFI Hù. 

(2) D } A MPN 的 内 心 . 

(3) /为 A MPN 的 旁 心 . 

证 明 ”如 图 1.155,(1) 联结 BD 知 


LCBD = CAD = $ ZA 


由 于 人 18D + Z CBD + ICB - J ZA = 9% ik 
有 
IBD + ZICB = 9 
由 B,C, F, D 四 点 共 圆 知 
Z BDM = ZICB 


故 Z IBD + Z BDM = 9 

所 以 < BMD = WP 

于 是 知 FM 上 | IE 

同 理 EN | IF M 1.155 


X FM N EN = D, 故 DD 为 全 EFI 的 垂 心 . 
(2) 过 DD 分 别 作 DK L MN 于 K, DQ L MP 于 Q; 过 E 作 EH | MN 并 交 NM 


人 四 ”能 光 汉 . 圆 内 接 三 角形 的 又 一 新 性 质 [了 ]. 中 学 数学 月 刊 ,2006(9):22-23- 
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的 延长 线 于 H, ùl IIR | PM 并 交 PM 的 延长 线 于 只 .由 
Sam _ DN _ DK _ MDsin/l _ 
Sany = NE = EH = EMsin ZEMH = 
MDsin 一 1 _ MD. 
EMsin(9P — Z1) = EM ` an Z1 
I EM - DN 
所 以 tan L1 = NE. MD 
Sawo _ PD DQ _ _MDsin 2 | 
Samer 7 PI = IR = Misin ZIMR = 
MDsin <2 _ MD, 
Misin OF — Z2) = MI ` an £2 
所 以 ta Z2 = PD MI 


PI MD 
在 AIDE 中 ,由 塞 瓦 定理 知 


EM IP DN _ 1 
MI PD NE ` 


即 EM- DN _ PD: MI 
NE PI 
从 而 知 NE: MD = PF. MD 
于 是 得 tan 人 1 = tan 2, 所 以 Z1 = 2. 同 理 /3 = 4. 
X MF N EN = D ,Ë& D 29 A MPN 的 内 心 . 
(3) H MF L El Nl 
Z1 + L5 = Z2 + Z6 = 0 
因 Zl= £2 
所 以 Z5 = Z6 
又 因 Z6 = 7T, 所 以 
25 = £1 
同 理 Z8 = 29 7 
又 MIN NI = 1,Ë& 129 A MPN 的 旁 心 . 


x 
A 


注 ”类似 于 上 述 定理 的 证 法 可 证 明 如 下 结论 : 
Ük 128 A ABC BJ qD , SHER AI, BI, CI tš A ABC 的 外 接 贺 分 别 
相交 于 点 D, E, F. EF, FD, DE 分别 与 4D, BE, CFHXFÄP, M, 


图 1.156 
NN, 则 I JÈ A PMN 的 内 心 ,如 图 1.156 所 示 . 
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查 普 定理 O i A ABC 的 外 接 圆 的 半径 为 R, 内 切 圆 或 一 旁 切 圆 的 半径 为 
r,d 是 两 加 的 圆心 距 , 则 d = R? + 2Rr. 

公式 d? = R? _ 2Rr 是 查 普 于 1746 年 发 现 的 , 欧 拉 在 1765 年 再 发 现 与 其 等 
价 的 公式 s CAE -只 ,这 里 s 表示 AABC 的 面积 . 

证 明 ”如 图 1.157,1.158, 设 A ABC 外 心 为 0, 内 心 或 对 着 4 的 旁 心 为 1， 
联结 Ar BL O FP ER O 直径 PQ ,联结 BQ. Xl YAB FD, K ID, A 
<PQB = 人 I4D, 所 以 

RtÁ POB cO RtA IAD 


从 而 A. 
即 2Rr = JA - PB 
联结 BI , WJ 

BIP = 去 (ZDBC + Z BAG) 

而 ZBP = 1+⁄pBc + Z PBC = T(ZpDBC + ZABC) 
由 此 推 得 Z BIP = ZIBP 
于 是 PB = PI 
HA 2Rr = IA + IP 

易 知 , 当 /为 人 4BC 的 内 心 时 , 14， IP = RR -由 ,所 以 

d= R -2Rr 
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当 1 为 人 4BC 的 旁 心 时 ,14， IP = d? - R, PRVA 
d = R2+2Rr 
从 而 d2 = RF2Rr 


党 费 尔 巴 哈 公 式 


费 尔 巴 喻 公式 设 R,r Frari re 分 别 是 公 4BC 的 外 接 圆 半径 、 内 切 贺 
半径 和 三 个 旁 切 圆 半径 , 它 的 三 边 长 分 别 为 a,5,c,p = Ha + b + c) 则 

(1) ry + Tora + ray = p° 

(2) r, + r + r - r = 4R. 

上 述 公式 是 费 尔 巴 哈 于 1822 年 得 到 的 . 式 (2) 即 为 三 角形 五 心 的 相关 关系 
定理 21. 
证 明 (1) 如 图 1.159, 用 S 表示 A ABC 的 面积 , 则 


Š = Saam, + Saaci, ~ Sapo, = 
FOr + cr, = Gra) = 


r (p - a) 
同 理 可 得 


S= r(p - b) = r.(p - c) 
所 以 


Tore + Tefa + Tars = 


1 1 1 
Do- * t+) 


全 
Scada 

fB S? = plp- a)(p - b)(p ~- c), 从 而 便 得 到 (1). 
如 果 利 用 三 角 知 识 , 那 么 可 得 到 


Tyre + rera + Tab = p?(tan B an u + tan Cing + tan Atan 2) 
A 


但 易 知 tan B ian S + tan Cand + tan y tan u = 1, 从 而 便 得 (1). 

(2) 从 图 形 上 也 可 具体 反映 出 它 的 关系 .如 图 1.160, 设 1,, r, 等 分 别 表示 
公 4BC 旁 切 圆 的 圆心 和 半径 ,7,7 为 它 的 内 切 圆 圆心 和 半径 ,X,Y ,2Z1 和 DD 为 
切 点 ,联结 I, 3 A ABC 的 外 接 圆 于 El, 则 E11 = EC = El, BI E) 83 1 的 中 


点 . 设 Mi 为 BC 的 中 点 , 则 rm - r = 
2E,M,. X. CY, = BZ, =p-a, 所 以 MM 为 
ZY, 的 中 点 . 

Ü E, M, 55 A ABC 外 接 圆 的 另 一 个 交 
点 为 E', W EE, 为 外 接 圆 的 直径 , 且 
AE', 平分 Z BAC 的 外 角 , 所 以 AE', 必 过 
ls, Lo JA rs + re = 2M E), INE, 

Ta + D + r = r = 2EM + 2MIE', = 
2E,E', = 4R 


e E 0 e E T E E “Si 


1 1 ss 
s- (GDG +; =) 
abc 


Sec ab = 
plp ~ a)(p - b)(p - c) sS 
X s = E OAEI) 成 立 . 


注 (1) 如 果 利 用 三 角 知 识 便 有 
mtnt+re-r= pn + pan Ë + pin Š — (p - a)un 4 - 

(p- buna -(p- c)un £ + 2r = 
atan + + bun $ + cn É +2r= 
arfi yait E ei £] +2r = 
2R(3 — (cos A + cos B + cos C)) + 2r = 
AR ~ 8Rein sin Bin + 2r 

但 r = 4Rein 4 sin Ë sin € , B kAR0821(2). 

(2) 应 用 上 述 公式 , 即 可 得 到 下 列 几何 不 等 式 : 

QR < Ann +r) < ẸRI L.Fejes Tóth, Mat. Lapok 1(1949),72. 


事实 上 ,由 7+ ry + ç = r = 4R, 得 r+ r+ r, > 4R. 而 


re 4R+r 


又 有 r< 要, 所 以 


(| ga ag gm Z 


NO 
ON 
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AL fg = 宝 


n+ nt san + Ë -8 
也 即 FRc Atn) eR 
@ Ir < r, + n + re < R, I M.S. Klamkin, Math. Teacher 60(1967) ,323-328. 
据 几 +m+rm=4R+r 及 2r<R, 得 
tnt < RD +n +n aA 2r+ rs 9r 


©® 54Rr < 3(bc + ca + ab) < 4( ry + Ta + ray), IË, F. Leuenberger —J. Steining, Elem. 
Math.20(1965) ,89-90. 


H nye + Ta + ra = P = (a + b e) 
m Ibe + ca + ab) < (a + b + e)? 
得 
3(bc + ca + ab) < 4(ry, + rae + ran) 
由 
3(te+ ca + ab) = 3abe( + + + L) = 
6R( + hs + hy) > IR 工 一 主 一 工 
hht K 
与 二 + 1 + 下 = E OKERREI Terque, 1782—1862) 于 1843 年 得 到 ), 得 


3(be + ca + ac) > 54Rr 


ERBAK V 0,1 MHAM A ABC 的 外 心 . 内 心 和 重心 , 则 
(1) OH? = R?(1 — 8cos Acos Bcos C) = 9R? - (a? + b? + cê). 
(2) IH? = 2? ~ 4R?cos Acos Beos C = 4R? + 27 ~ L(a? + b + e). 
上 述 公 式 都 是 法 国 数学 家 菜 莫 恩 (E.M.H.Lemoine,1840 一 1912) F 1870 年 
发 现 的 . 4 
证 明 (1) 如 图 1.161, 因 为 
OR? = R? + AR? - 2R * AHcos 0 
AH = 2Rcos A,0 =| ZB - ZC | 


所 以 
OR? = R? - 2Rcos A(2Rcos( B ~ C) - 2Rcos A) = M 1.161 
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R2(1 - 8cos Acos Bcos C) 


而 sin24 + si B + si C = 2(1 + cos Acos Beos C) 
故 OH = 9R? - (a? + b? + è) 

(2) 如 图 1. 162, 因 为 4 

IH? = IA? + HA? - 2IA * HAcos ç 
而 
A= s”: = 4Rsin Žsin Š 
2 B c 
na 
1 1.162 
HA = 2Reos 4,p = y | LB- ZC I 

所 以 
HP = AR? Asin? Zein? § + eo ~ hain Boin Ecos Acos B — C) = 


aR asir? Ë sin? £a — cos 4) — cos A(cos( B + C) + sin Bsin c)) = 
2r? ~ 4R?cos Acos Bcos C = 
2 4R 一 去 (o2+ 02 P) 
同样 还 可 以 导出 A ABC 旁 心 L, b H 间 的 距离 的 平方 公式 ; H = 
2r2 -4R2cos Acos Bcos C 等 . 


光合 同 变换 的 性 质 定理 ” 


定义 ”一 个 平面 上 的 到 其 自身 的 变换 ,如果 对 于 平面 上 任意 两 点 A.B, 
其 距离 p(4,B) 总 等 于 它们 的 对 应 点 4' , B 间 的 距离 pe(4', B' ) ,那么 /叫做 平 
面 上 的 合同 变换 (congruent transfor-mation). 

定理 1 平面 上 的 合同 变换 由 不 共 线 的 三 双 对 应 点 唯一 确定 . 

证 明 ” 设 4,4';B,8';C,C' 是 合同 变换 f 的 不 共 线 的 三 双 对 应 点 ,那么 
对 应 于 平面 上 任 一 点 P, 由 这 三 双 对 应 点 可 以 唯一 确定 P 的 对 应 点 P' 的 位 置 . 

车 P 在 直线 4B 上 ,不 妨 设 在 A.B 之 间 , 则 由 p(4,B) = p(4,P) + p(P， 
B), 有 pl4',B') = o(A',P') + p(P,B'), 即 说 明 点 P' ERE AB, Hh 
P'A' = PA, P'B' = PB 唯一 确定 . 


O 沈 文选 .初等 数学 研究 教程 [M]. 长 沙 :湖南 教育 出 版 社 ,1996:426461. 


C-E =m = 
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几何 瑰宝 


# P 不 在 直线 4B 上 ,不 妨 设 已 与 C 在 直线 4B 同 侧 , 那 么 点 P 与 C' 也 在 
直线 4'B' 的 同 侧 , 且 由 PA' = PA,P'B' = PB 知道 ,点 P 是 圆 4 (4P) 与 贺 
B'(BP) 的 交点 ,点 P' 的 位 置 唯一 确定 .( 图 略 ) 

由 上 可 见 , 合 同 变换 是 由 一 对 对 应 三 角形 完全 确定 ,这 样 可 能 出 现 两 种 情 
襄 : 

车 对 应 三 角形 人 A4BC,A4'B'C' , 沿 三 角形 周 界 ABCA.A'B'C'A' 的 环绕 方 
向 相同 (都 是 顺 时 针 方 向 或 者 都 是 逆 时 针 方 向 ) ,那么 ,由 这 一 对 三 角形 确定 的 
合同 变换 称 为 第 一 类 合同 变换 (或 刚体 变换 ) ,其 图 形 称 为 真正 合同 (或 全 等 ) 
的 ;反之 , 称 为 第 二 类 合同 变换 (或 镜像 变换 ) ,其 图 形 称 为 镜像 合同 的 . 

定理 2 ”合同 变换 是 一 一 变换 .合同 变换 的 逆 变 换 也 是 合同 变换 . 两 个 合 
同 变换 之 积 仍 是 合同 变换 . 

定理 3 在 合同 变换 下 ， 

(1) 两 直线 的 夹 角 不 变 ;三 角形 的 面积 不 变 ;平面 图 形 的 面积 不 变 ;直线 上 
A,B,C ZAMM HSE 不 变 . 

(2) 共 线 点 变 为 共 线 点 , 且 保持 顺序 关系 不 变 ， 

(3) 直线 变 为 直线 ,线段 变 为 线段 .射线 变 为 射线 、 半 平面 变 为 半 平 面 ; 贺 
变 为 等 圆 , 且 保持 贺 上 点 的 顺序 不 变 . 

(4) 两 直线 的 平行 性 、 正 交 性 不 变 ， 

综 上 所 述 ,两 点 之 间 的 距离 两 直线 交角 大 小 是 合同 变换 下 的 基本 不 变量 ， 
元 素 的 结合 性 、 同 素性 ,直线 上 点 的 顺序 ,两 直 线 的 平行 性 及 正 交 性 是 合同 变换 
下 的 基本 不 变性 . 

合同 变换 的 基本 形式 :平移 变换 旋转 变换 ,直线 反射 变换 . 


定义 ” 设 a 是 已 知 向 量 ,7 是 平面 上 的 变换 ,如 果 对 于 任 一 双 对 应 点 P, 
P ,总 有 PP = a, 那 么 了 叫做 平移 变换 (translation transformation). 记 为 7(a)， 
其 中 a 的 方向 叫做 平移 方向 , | a | 叫做 平移 距离 . 

由 定义 可 知 ,平移 变换 由 一 向 量 或 一 双 对 应 点 所 唯一 确定 . 

恒 等 变 换 可 以 看 成 平移 变换 ,其 平移 向 量 是 零 向 量 , 即 I = 7(0). 这 个 平 
移 变 换 无 方向 . 

E Tla) 变换 下 ,点 4 变 为 4' ,图 形 FERF ,可 表示 为 


At) e PI) p 
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定理 1 平移 变换 是 第 一 类 合同 变换 . 

因此 ,平移 变换 具有 合同 变换 的 一 切 性 质 . 

定理 2” 非 恒 等 变 换 的 平移 变换 没有 不 变 点 ,但 有 无 数 条 不 变 直线 ,它们 
都 平行 于 平移 方向 . 

定理 3 ”在 平移 变换 下 ,直线 变 成 与 它 平行 (或 重合 ) 的 直线 ;线段 AB 变 为 
线段 4B' HAB = AP. 


党 旋转 变换 的 性 质 定理 


定义 1 设 0 为 平面 上 一 定点 ,9 为 已 知 有 向 角 , 只 是 平面 上 的 变换 .如 果 
对 于 任 一 双 对 应 点 P,P' ,总 有 OP = 0P' ,POP' = 9 ,那么 变换 只 叫做 以 0 
为 旋转 中 心 ,g 为 旋转 角 的 旋转 变换 (rotation trasformation) , 记 为 R(O,p) ,其 
中 有 向 角 Z POP' 规定 方向 是 始 边 OP 向 终 边 OP' 旋转 的 方向 ,一 般 逆 时 针 方 向 
为 正 , 顺 时 针 方 向 为 负 . 

显然 ,旋转 变换 由 旋转 中 心 与 旋转 角 唯 一 确定 . 

中 心 相同 ,旋转 角 相差 2x 的 整数 倍 的 旋转 变换 被 认为 是 相同 的 . 即 

R(0, p) = R(O,g +2km),k € Z 
旋转 角 为 零 的 旋转 变换 是 恒 等 变 换 . 
在 旋转 变换 RCO, p) 下 ,点 4 变 为 点 4' ,图 形 F 变 为 图 形 严 ,可 表示 为 


R(O,p) R(O,p) 


A— 5 A ,Fp 

定理 1 旋转 变换 是 第 一 类 合同 变换 . 

因此 ,旋转 具有 合同 变换 的 一 切 性 质 . 

定理 2 ” 非 恒 等 的 旋转 变换 只 有 一 个 不 变 点 即 旋转 中 心 , 当 旋转 角 p < 
180 时 ,旋转 变换 没有 不 变 直线 . 

定理 3 HERM p z 180? 时 ,直线 (线段 ) 与 其 对 应 直线 (线段 ) 的 交角 等 
于 p. GEW) 

定义 2 ”旋转 角 为 180 的 旋转 变换 称 为 中 心 对 称 变换 或 中 心 对 称 (central 
symmetry) 或 点 反射 .其 旋转 中 心 0 称 为 对 称 中 心 , 其 变换 记 为 C(O0), 即 RCO, 
180) = C(0). 

定理 4 “中心 对 称 变换 是 对 合 变换 , 即 R0,18) = I. 

定理 5 在 中 心 对 称 变 换 下 

(1) 过 对 称 中 心 的 直线 是 不 变 直线 . 

(2) 对 应 点 连 线 过 对 称 中 心 且 被 它 平分 ;对 应 线段 相等 且 反 向 平行 或 共 


NO 
ON 


(Ca o amu am = 


NO 
ON 


Feme Bearg Inak 


几 何 = 宝 


线 . 
(3) 不 过 对 称 中 心 的 直线 与 其 对 应 的 直线 平行 ;反之 ,车 两 直线 平行 , 则 它 
们 是 某 个 中 心 对 称 变换 下 的 两 条 对 应 直线 ， 


洗 直 线 反射 (或 反射 ) 变换 的 性 质 定理 


定义 1 设 ! 是 平面 上 的 定 直线 , 8 是 平面 上 的 变换 , P,P 是 一 双 对 应 点 ， 
如 果 线 段 PP' 被 直线 ! 垂直 平分 ,那么 S 叫做 平面 上 的 直线 反射 (或 对 称 变 
换 )(symmetric transformation) ,简称 反射 . 记 为 S(1),1 叫做 反射 轴 ， 

显然 ,反射 变换 由 反射 轴 或 一 双 对 应 点 唯一 确定 . 

在 反射 变换 SU) 作用 下 ,点 4 变 为 4' ,图 形 FF 变 为 图 形 严 , 可 表示 为 
aÈ y, FSU) p. 

定理 1 ”反射 是 第 二 类 合同 变换 ， 

因此 反射 具有 合同 变换 的 所 有 性 质 . 

定理 2 ”具有 同一 条 反射 轴 的 两 个 反射 的 乘积 是 恒 等 变换 , 即 

S2(1) = 1 


Ë “具有 不 同 反射 轴 的 两 个 反射 的 乘积 不 一 定 是 反射 变换 ， 

定理 3 ”在 直线 反射 S(1) 变换 下 ,反射 轴 ! 是 不 动 点 的 集合 ,垂直 于 反射 
轴 的 直线 是 不 变 直线 ， 

定理 4 设 己 为 反射 轴 ! 上 一 点 ,4,4' 是 一 双 对 应 点 , 则 Z APA 被 ! 所 平 
分 . 

定义 2 一 个 图 形 上 的 任 一 点 关于 它 上 面 的 某 一 条 (或 几 条 ) 直线 反射 的 
对 应 点 都 在 这 个 图 形 上 ,这 个 图 形 称 为 轴 对 称 图 形 ,反射 轴 即 为 对 称 轴 . 

例如 ,线段 ,菱形 \ 矩 形 是 有 两 条 对 称 轴 的 对 称 图 形 ; 角 、 等 腰 三 角形 是 有 一 
条 对 称 轴 的 对 称 图 形 ;直线 、 阅 是 有 无 数 条 对 称 轴 的 对 称 图 形 ; 等 等 . 


< ES .旋转 .反射 变换 之 间 的 关系 定理 


定理 1 设 S(0),S(2) 是 两 个 直线 反射 变换 . 
OË h / hA S(L) ° Sh) 是 个 平移 变换 . 
(D) h 35 hZ S(LJ) ° S) 是 个 旋转 变换 ,特别 的 , 若 h 1 a 


Treasure N Geometry NO 
ON 
S(L,) ° S(1) = R(O,180). 
(请 读者 自 证 ) 
定理 2 (D 任何 一 个 平移 可 以 表示 为 两 个 反射 轴 平 行 的 反射 变换 的 薪 |T 
m. w 
(2) 任何 一 个 旋转 可 以 表示 为 两 个 反射 轴 相 交 的 反射 变换 的 乘积 . 5 
证 明 (1) 设 T(a) 是 平移 变换 ,对 于 平面 上 任 一 点 P, 令 PAP, 则 | 了 
PP = a. N 
任 作 一 直线 LEEF PP, EEX 请 ,再 作 直 线 LEEF PP' EEX P, |T 
APP; = Ta. 9 
另外 , 令 PEN pr MN P 在 直线 PP" 上 ,由 万 成 = PIP, - PiP = La- 
PP, = PP - P,P, - PP, = P,P t P SS P i T(a) = SCh) + S(1). 
这 说 明 t£—4 FEBS D PBRSDIE E MEB enem ® 


于 平移 方向 ,反射 轴 之 间 的 距离 等 于 平移 距离 的 一 半 , 第 一 条 反射 轴 到 第 二 条 
反射 轴 的 方向 与 平移 方向 相同 . 

(2) 可 类 似 地 证 .( 略 ) 

定理 3 ”对 于 两 个 不 同 中心 的 旋转 变换 ROO, pi) ,R(O2,92)， 

(1) 如 果 pi + pz x 2kn( k € Z), R( 0z, p2) ° Ri( 01, pi) 是 个 旋转 变换 
R(O,@ + p2). 

(2) WR pı + p2 = 2kn( k € Z), R(02, p2) ° R(01, p) 是 个 平移 变换 . 

证 明 ”由 定理 2(2) 知 R(O,g) = Sh). S4), B 


LlCh, h) = 去 9, 第 一 条 轴 可 任意 取 , 于 是 可 取 0,0: X 
公共 反射 轴 , 记 为 1, 再 作 直 线 ,44, 使 41 过 点 01,44 过 
A O, ZG D = Foll, hu) = 去 pz, 如 图 1.163 
所 示 .于 是 


R(Oi,91) = S(1) ° S(h) 
R(O2,92) = S(L) ° S(1) 
及 (02,92) = R(O1, p1) = 
S(1) ° S(1) ° S(I) ° S(h) = 
S(l4) ° S(h) 


车 pl + 92 天 2k, (9, + 92) + kx, 于 是 直线 l, la 必 相交 , 记 交 点 为 


NO 
ON 


FEuwaB mans gar Ba 


A/A F 


0, 而 和 (1,4) = 十 (gr + 92), 故 由 定理 1(2) 即 证. 


E pi + gz = 2kr, 则 二 (pi + pa) = hx, 于 是 直线 4 与 14 平行 , 故 由 定理 
1(1) 即 证 . 

推论 01, 0:, 03 是 不 共 线 的 三 点 , 若 pl + pz + gs =2r, Ë. R(0;, p3) ° 
R(O,,@2) ° R(Oi,@i) = I, W Z0,0,0, = 去 pb 二 010:0， = 去 rz 


L010301 = 二 ps 
定理 4 ”对 于 四 个 不 同 的 且 不 共 线 的 旋转 中 心 01, 02, 03, 04, 接 连 施行 四 
次 旋转 变换 R(O,,90), R( 02,90), R( 0,90), R(04,90°). 若 R(0,,90) ° 
R( 02,9) ° R(0;,90) ° R(O,,90) = 1,0] 0,03 | 0204,0103 = 0204. 
证 明 Ed o) + qz 关 2r, 则 由 定理 3(1) f R(0,,90°) ° R(0,,9%P) = R(0 , 
180 ) ,这 里 Z 0,00, = 9, 00,0, = 45°,Z00;0, = 45°,%t 00, = 002. 
又 由 题 设 条 件 , 即 有 
R(O,180°) ° R(03,9®) ° R(0,,90) = 1 
并 且 180 + FP + 90P = 360P 
则 由 上 述 推论 知 
L03004 = W, Z00304, = L00403 = 45° 
故 00, = 00, 
又 人 01020 29, 和 0,010, 故 
0204 = 0103,0204 L O0103 


我 们 还 可 证 明 ， 

定理 5 (1) 对 于 第 一 类 合同 变换 ,总 可 以 表示 为 两 个 反射 的 乘积 ， 

(2) 对 于 第 二 类 合同 变换 ,总 可 以 表示 为 一 个 或 三 个 反射 的 乘积 . 

证 明 提示 (1) 对 两 合同 图 形 至 少 一 双 对 应 线段 分 同 向 平行 . 反 向 平行 、 
相交 于 点 讨论 而 证 . 

(2) 对 两 合同 图 形 一 双 对 应 线段 所 在 直线 与 这 双 线段 的 对 应 端点 连 线 的 
中 垂 线 的 交点 分 重合 ,不 重合 讨论 而 证 . 

下 面 ,我 们 介绍 一 下 自 对 称 图 形 的 概念 . 

定义 设 双 是 非 便 等 的 合同 变换 , F 是 平面 x 的 图 形 .如 果 WF) = F, 
则 称 为 平面 上 的 自 对 称 图 形 (或 对 称 图 形 ). 

在 初等 几何 中 ,一 般 仅 讨论 有 限 对 称 图 形 . 

定理 6 ”有限 图 形 不 可 能 经 过 平移 变换 后 不 变 . 


(MEER) 

这 说 明 , 只 存在 反射 变换 和 旋转 变换 下 的 自 对 称 图 形 . 

在 反射 变换 下 , MEW = SO) 下 ,有 轴 对 称 图 形 ; 在 旋转 变换 下 , 即 在 
W = R(0,%) 下 ,有 旋转 对 称 图 形 ;在 W = R(0,180) 下 ,有 中 心 对 称 图 形 . 


定理 7 ”如 果 图 形 在 施 转变 换 R( 0,2) (a > 2,n E€ N) 下 不 变 ,那么 


在 旋转 变换 R( 0,225) Ck = 0,1,…,n = 1) 下 不 变 ,这 时 , 称 为 n 次 旋转 对 


n 
称 图 形 . 
《证 略 ) 
定理 8 °H ”是 偶数 时 ,mn 次 旋转 对 称 图 形 必 为 中 心 对 称 图 形 .( 证 略 ) 


党 相似 变换 的 性 质 定理 


定义 ”一 个 平面 上 的 到 自身 的 变换 ,如 果 对 于 平面 上 任意 两 点 4,8, 以 及 
对 应 点 4'，B' ,总 有 A'B' = kAB(k 为 正 实 数 ) ,那么 ,这 个 变换 叫做 相似 变换 
(similarity transformation) ,实数 叫做 相似 比 ,相似 比 为 的 相似 变换 常 记 为 
H(k). 

88.23 k = 1 时 ,H(1) 就 是 合同 变换 . 

在 相似 变换 下 ,点 4 变 为 4' ,图 形 FERRE F ,可 表示 为 

at p, rR p 
此 时 , 称 F,F' 是 相似 图 形 , 记 为 F co F. 

与 合同 图 形 类 似 ,如 果 在 两 个 相似 图 形 上 ,每 两 个 对 应 三 角形 沿 周 界 环绕 
方向 相同 , 则 称 这 两 个 图 形 真正 相似 (或 正 的 相似 或 本 质 相似 ); 如 果 对 应 三 角 
形 沿 周 界 环绕 方向 相反 , 那么 称 这 两 个 图 形 镜像 相似 (或 负 的 相似 或 镜 照相 
t. 

定理 1 ”相似 变换 是 一 一 变换 , 相似 变换 的 逆 变 换 也 是 相似 变换 . 两 个 相 
似 变换 之 积 仍 是 相似 变换 . 

定理 2 ”在 相似 变换 下 ， 

(1) 点 与 直线 的 结合 关系 不 变 ;点 在 直线 上 的 顺序 关系 不 变 . 

(2) 直线 变 为 直线 ,线段 变 为 线段 ,射线 变 为 射线 ,具有 同 素性 . 

(3) 三 点 的 简化 不 变 ;两 直线 的 夹 角 不 变 ;两 三 角形 面积 的 比 不 变 , 且 等 于 
相似 比 的 平方 . 


wo 
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位 似 变换 是 最 基本 的 相似 变换 . 

定义 ” 设 0 是 平面 + 上 一 定点 , 石 是 平面 上 的 变换 .车 对 于 任 一 双 对 应 点 
P,P' ,都 有 OP = kh OB(k 为 非 零 常 实数 ), 则 称 H 为 位 似 变换 (homothetio 
transformation). 记 为 H(O , k), O 叫做 位 似 中 心 ,k 囊 做 位 似 比 ， 

定义 中 的 条 件 “GB = kOP” 等 价 于 如 下 三 个 条 件 : 

(1)0,P,P' RR. 

(2)OP’ =1k1. OP. 

(3) 3 k > 0 时 ,P,P' 在 点 0 同 侧 ( 此 时 O 叫做 外 (或 正 或 顺 ) 位 似 中 心 ); 
M k < 0 时 ,P,P' 在 点 0 蜡 侧 ( 此 时 O 叫做 内 (或 反 或 逆 ) 位 似 中 心 ). 此 时 变 也 
相应 的 称 之 为 外 (或 正 ) .内 (或 反 ) 位 似 ， 

显然 ,位 似 变换 及 (0,1) 就 是 恒 等 变 换 ;而 位 似 变换 HO, - 1) 是 以 0 为 
中 心 的 中 心 对 称 变换 . 

位 似 变换 由 位 似 中 心 与 位 似 比 所 确定 ,也 可 以 由 一 双 对 应 点 和 位 似 中 心 
(或 位 似 比 ) 确定 .此 外 ,我 们 还 有 如 下 判定 定理 ， 

定理 。 设 / 是 平面 上 的 非 便 等 变换 ,那么 / 是 位 似 变换 (或 平移 变换 ) 的 充 
要 条 件 是 ,对 于 的 任 两 双 对 应 点 P, P ,0 ,0' AAPO = KPC #0). (R 
在 /下 ,直线 变换 到 自身 或 与 它 平行 的 直线 .) 

证 明 ”必要 性 显然 ,下 证 充分 性 . 

设 4 为 平面 上 一 定点 ,P 为 平面 上 任 一 点 , 且 ALA, PP , 则 
FP = kAP, 

# k = 1, WPP = PÄ + AA + AP = AA, W f = T(AA7):3 k = LEE 
线 44' 上 取 点 0, 使 到 = q AR, WOR = kO. 

aoo, HOR = kOm, 0 50 重合 ,点 0 是 /的 不 变 点 ， 

对 于 平面 上 任 一 点 P 以 及 对 应 点 P' , OP = 04 + AP = kOÀ + kAP = 
k OP ERVA 


f = H(O,k) 
此 定理 给 出 了 判别 位 似 变换 的 又 一 标准 . 从 证 明 中 可 以 看 出 :平移 变换 是 
位 似 变换 的 一 -种 极端 情形 , 它 的 位 似 中 心 是 无 穷 远 点 ,位 似 比 等 于 1. 


尝 位 似 变换 的 性 质 定理 


定理 1 位 似 变 换 是 相似 变换 . 

所 以 ,位 似 变换 具有 相似 变换 的 所 有 性 质 . 

定理 2 一 个 反 位 似 是 一 个 中 心 对 称 与 一 个 正 位 似 的 乘积 . 

定理 3 ”在 位 似 变换 下 ， 

《1) 位 似 中 心 是 不 变 点 ,过 位 似 中 心 的 直线 是 不 变 直线 . 

(2) 对 应 线段 之 比 相等 ;对 应 角 相 等 且 转 向 相同 ;不 过 中 心 的 对 应 直线 平 
行 (k > 0 时 , 同 向 平行 ;x < 0 时 , 反 向 平行 ). 

定理 4 ”两 个 不 同 中 心 的 位 似 变换 的 乘积 或 者 是 位 似 变换 (此 时 三 个 位 似 
中 心 共 线 ) ;或 者 是 平移 变换 (平移 方向 平行 于 两 中 心 所 在 直线 ). 

下 面 仅 给 出 定理 4 的 证 明 , 其 余 的 证 明 留 给 读者 完成 . 

证 明 ” 设 HH(O1,h),H(0s,k) 是 两 个 位 似 变换 , 对 于 平面 上 任意 两 点 
P,Q, 令 


pOL, p MO) py 

Q Oh), AT) e 
则 PO = h PÒ, PË = k PË 
Ë PO = kik, PO 


如 果 kika = 1, RARER 有 H( 02,k)。H(O1, ki) 是 个 位 似 变换 H(0，， 
ik2) ,因为 直线 010; 过 位 似 中 心 01, 02, 所 以 0102 Æ H( 03, kika) = H(0;, 
k) ° H(O i ,ki) 的 不 变 直线 ,中 心 0, 必 在 直线 010， 上 ,三 中 心 共 线 . 

如 果 kz = 1, 则 乘积 H( 02, k2) © H01, ki) 是 个 平移 变换 ,对 于 平面 上 
任 一 双 对 应 点 P, P, A 

= PO, + 0,03 + OP = 


站 PO, + 010; + k OP = 


k (P'O, + O2F') + 010 = (1 - k.) 0103 
定义 FF 是 两 个 平面 图 形 , 如 果 存在 一 个 位 似 变换 HO, k), 使 得 
FD, 机, 那么 称 图 形 F 55 P' 是 位 似 图 形 , 当 上 > 0 时 , 称 ,FP 为 顺 ( 正 ) 
人 M k < 0 时 , 称 ,天 AACE) 位 似 图 形 ,点 O 也 叫做 位 似 图 形 严 , F' 
的 位 似 中 心 . 
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(e)|coso<—- aE ==— = 
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A 何 * = 


定理 5 ”位 似 图 形 一 定 是 相似 图 形 ,并 且 位 似 图 形 的 对 应 线段 平行 ,过 对 
应 顶点 的 直线 共 点 于 位 似 中 心 . 

定理 6 ”如 果 三 个 图 形 两 两 位 似 ,那么 每 两 个 位 似 图 形 的 位 似 中 心 ( 共 三 
个 ) 一 定 共 线 ,这 条 直线 叫做 这 三 个 图 形 的 相似 轴 .( 见 定理 3(1)) 

定理 7 平面 上 任意 两 个 不 等 的 圆 可 以 看 做 是 位 似 图 形 ,并 且 有 两 种 方法 
使 它们 位 似 ,其 中 

(1) 两 圆心 是 这 个 位 似 变换 的 对 应 点 . 

(2) 若 两 圆心 重合 , 则 两 圆 位 似 中 心 与 它 重合 ; 若 两 圆心 不 重合 ,可 将 两 心 
间 的 线段 按 两 加 半径 的 比 外 分 或 内 分 ,外 分 点 是 两 圆 的 外 位 似 中 心 ,内 分 点 是 
内 位 似 中 心 ,两 半径 的 比 就 是 相似 比 ; 若 两 圆 相 切 , 则 切 点 是 两 圆 的 位 似 中 心 ， 
若 外 切 则 切 点 为 内 位 做 中 心 , 若 内 切 则 切 点 为 外 位 似 中 心 . 

(3) 经 过 两 贺 的 一 个 位 似 中 心 , 且 切 于 其 中 一 圆 的 直线 , 必 是 两 圆 的 公 切 
线 . 

(4) 有 公 切 线 时 , 则 两 条 外 公 切 线 交 于 两 贺 的 外 位 似 中 心 ,两 条 内 公 切 线 
交 于 内 位 似 中 心 . 

证 明 提示 先 在 一 圆 上 取 一 条 半径 OP ,再 在 另 一 加 上 找 出 与 OP 同 向 平 
行 和 反 向 平行 半径 ， 


学 位 似 旋转 变换 的 性 质 定理 


定义 ” 设 0 为 平面 上 一 定点 ,常数 上 > 0, p 为 有 向 角 ,P 为 任意 点 ,射线 
OP 绕 点 0 旋转 角 g ,在 此 射线 上 存在 一 点 已 ,有 OP = kOP, 称 由 点 P 到 P' 的 
变换 为 以 0 为 中 心 ,旋转 角 为 ,位 似 比 为 大 的 位 似 旋转 变换 , 记 为 5( 0,9， 
k). 
点 经 位 似 旋 转变 换 5(O0,qg,k) 变 为 P' ,可 表示 为 
P S(O, p,k) P 


由 上 述 定义 知 

(1)S(0,9,k) = R(0,p) ° H(O,k) = H(0,k) ° R(O, 9). 

(2)S(0,0,k) = H(0,k);S(0,z,k) = H(O, - k)(k > 0);S(0,ọ,1) = 
R(0,ọ). 

定理 1 ”位 似 旋转 变换 SCO, p, k) 把 不 同 的 两 点 A, BÆK A , B.W] AB 
5AB KRHA p, HAP :入 = 上 :1. 

定理 2 ”在 位 似 旋转 变换 下 ,只 要 不 是 恒 等 变换 , 位 似 旋转 中 心 是 唯一 的 


Treasure N Geometry 


不 动 点 . 
定理 3 ”位 似 旋 转变 换 把 两 个 相似 形 中 的 一 个 变 到 另 一 个 . 


定理 4 ”具有 共同 中 心 的 两 个 位 似 旋转 之 积 仍 是 一 个 位 似 旋转 , 即 


S(O, piski) ° S(O2, p21k2) = SCO, p, + pz, kika) 
位 似 旋转 变换 与 相似 变换 、 位 似 变换 、 合 同 变换 具有 下 述 关系 ， 


定理 5 ”真正 相似 变换 或 为 人 等 变换 ,或 为 平移 变换 ,或 为 位 似 旋转 变换 . 


定理 6 ”两 个 中 心 不 同 的 位 似 旋 转 S( 01, piki), S02, pask). 
(1) 车 pl + pi = 2nr, kik = 1, 其 积 是 恒 等 变 换 或 平移 变换 . 
(2) 车 pl + pr = 2n, kika #1, 其 积 是 位 似 变换 . 


(3) # pi + pr 关 2nr, 其 积 是 旋转 角 为 py + qz, 位 似 比 为 kk 的 位 似 旋转 


变换 . 


Ë ”定理 6 中 的 两 个 位 似 旋 转变 换 推广 到 三 个 位 似 旋转 变换 ,有 类 似 的 结论 


党 仿 射 变换 问题 


在 平面 直角 坐标 系 中 ,第 一 类 合同 变换 由 


x = ax- by + c 
| rE [aba EIM, |S 
y = bx + ay + cz b 


-b 
a | u 1) 
所 确定 . 
在 式 四 中 取 of = c, = O,a = cos 9,b = sin 9, 则 
位 = %cos0 — ysin 0 
y' = xsin 0 + ycos 0 
这 是 以 坐标 原点 为 旋转 中 心 ,9 为 旋转 角 的 旋转 变换 的 变换 式 . 
ERD EBR a = 1,b = 0, 则 
É =x+c 
yayta 
这 是 以 (cl, cz) 为 平移 向 量 的 平移 变换 式 ， 
在 平面 直角 坐标 系 中 ,第 二 类 合同 变换 由 
人 =- ax + by + c) 
y = bx + ay + c 
所 确定 . 
在 四 中 取 a = 1,b = 0,cl = cz =0, 则 


| 


© 
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几何 A 瑰宝 
U: =y 
这 是 以 y 轴 为 反射 轴 的 反射 变换 式 . 


#E@ PIR b = 1,a = cl = c+ = 0, 则 成 为 以 y = x 为 反射 轴 的 反射 变换 
式 . 
在 平面 直角 坐标 系 中 ,相似 变换 由 下 式 确定 
É = ax + by + c, 
y =- bx + ay + c 
x = ax + by + c) 
或 人 @ 
其 中 ae,b,clycz 为 实数 ,az+ b? = É , 0. 
在 加 中 取 a = k 1,b = 0, 则 


Ë = kx + c) 
y = ky+ co 
这 是 以 点 (了 Pia ri: 上 为 位 似 比 的 位 似 变换 式 ， 
在 加 中 到 。 =1,6 = 0, 则 以 (0,0) 为 起 点 (ens e) f ¿tE Bs atiy 
BER. 


由 上 可 知 , 这 些 变换 都 是 一 些 线性 变换 (平面 到 自身 的 把 任意 直线 都 变 为 
直线 的 一 一 变换 就 称 为 线性 变换 ). 
我 们 考虑 如 下 形式 的 线性 变换 ， 
定义 1 设 P(x,y) 为 平面 坐标 点 ,如 果 对 于 此 平面 内 的 点 P'(x',y ), 变 
换 表 达 式 为 
Ís: = (a - cx + (az -= c1)y + ci 
( - e2)z + (bz — ci)y + cz 
HW (ai ~ ci) (b; — cz) # (bi - c2)( a, - c1), 则 称 此 变换 为 仿 射 变换 (ffine 
transformation). 其 中 (cl, cz) 为 仿 射 坐标 系 原点 ,( ai, b1) 为 仿 射 轴 0'X' 上 单位 
点 坐标 , (az, b2) 为 仿 射 轴 0'Y 上 单位 点 坐标 . 
显然 , 仿 射 坐标 系 与 直角 坐标 系 的 差别 就 在 于 两 轴 间 夹 角 及 轴 上 单位 长 度 
不 相同 .直角 坐标 系 是 一 种 特殊 仿 射 坐标 系 . 仿 射 变换 是 把 直线 变 为 直线 , 且 保 
持 直线 的 平行 关系 的 变换 . 
因而 我 们 前 面 讨论 的 合同 变换 ,相似 变换 均 是 仿 射 变换 的 特殊 情形 . 
当然 , 仿 射 变换 也 可 以 这 样 定义 : 
定义 2 平面 上 的 一 一 变换 , 若 满 足 :Q@ 任意 共 线 三 点 的 对 应 点 仍 共 线 ; 
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O 任意 共 线 三 点 的 简 比 保持 不 变 . 则 称 此 变换 为 平面 上 的 仿 射 变换 
党 仿 射 变换 的 性 质 定理 


定理 1 仿 射 变换 是 一 一 变换 . 仿 射 变换 的 逆 变 换 也 是 仿 射 变换 . 两 个 仿 
射 变换 之 积 仍 为 仿 射 变换 ， 

定理 2 在 仿 射 变换 下 ， 

(1) 点 变 成 点 ,直线 变 成 直线 . 

(2) 保持 点 和 直线 的 结合 关系 . 

(3) 保持 直线 的 平行 关系 . 

(4) 保持 两 平行 ( 共 线 ) 线段 的 长 度 比 . 

(5) 任 一 封闭 凸 曲线 所 围 成 的 图 形 的 面积 $ 和 它 的 对 应 图 形 所 轩 成 的 面积 
S ZES : S 为 常数 , 且 此 常数 等 于 变换 系数 行列 式 的 绝对 值 . 即 5' : S = 
I (aí -ci)(b — e2) — (bi — ca)(az -ci)1. 

定理 3 ” 仿 射 变换 可 将 

(1) 任 一 三 角形 变 成 正三 角形 ;梯形 变 为 等 腰 梯 形 ; 任 一 平行 四 边 形变 为 
正方 形 . 

(2) 任 一 椭圆 变 为 圆 , 相 应 的 椭圆 中 心 变 成 圆心 ,椭圆 直径 变 成 圆 的 直径 ， 
椭圆 切线 变 成 圆 的 切线 . 


注 ” 仿 射 变换 是 几何 中 一 种 重要 的 线性 变换 , 它 是 从 运动 变换 到 射影 变换 的 桥梁 . 


党 反 演变 换 问题 


定义 ” 设 0 是 平面 + 上 一 个 定点 ,1 是 平面 上 的 变换 . 若 对 于 任 一 双 对 应 
点 ( 异 于 0) ,都 有 0 应 ，( 方 = k( 上 为 非 零 实 常数 ) , 则 称 7 为 反 演 (inversion) 变 
换 , 记 为 O, k). A 0 称 为 反 演 中 心 ( 反 演 极 ) , k KARRE. 

定义 中 的 条 件 “0 应 - OP = k” 等 价 于 如 下 三 个 条 件 ; 

(1)0,P,P' 共 线 . 

(2)0P - OP =l kl. 

(3) k > 0 时 ,P,P' 在 点 0 RM, H k < 0 时 ,P,P' 在 点 O PIN. 

HT k < 0 时 的 反 演 变换 1( 0,k) 是 反 演 变换 1(0, | k |) 和 以 0 为 中 心 
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的 中 心 对 称 变换 的 乘积 ,我 们 只 就 > 0 讨论 反 演 变换 o 
即 可 . 令 r = VE 则 OP'. OP = .此 时 , 反 演 变换 的 几 
何 意义 即 可 由 图 1. 164 所 示 . 并 称 以 0 为 圆心 ,r 为 半 P 
径 的 图 为 反 演 变换 1( 0 , 2) 的 基 圆 (或 反 演 圆 ) . 
在 反 演变 换 1( 0,r?) F, A PEAP EE FEN 
F ,可 表示 为 W 1.164 


pP, p p LOP, p 


JERY, P' 叫做 P 的 反 点 ,图 形 严 叫做 图 形 严 的 反 形 ， 

由 几何 意义 可 知 , 反 点 、 反 形 是 相互 的 , 即 车 P' 是 已 的 反 点 ,到 J F BJ 
形 , 则 PP 也 是 P HEA, FEEF 的 反 形 . 

在 反 演变 换 1(0,r?) 下 , 异 于 0 的 任 一 点 P ,一 定 存在 一 个 反 点 P ,而 反 演 
中 心 在 网 氏 平面 上 不 存在 它 的 反 点 .事实 上 ,由 于 OP - OP = 2,58 充分 
接近 点 0 时 , 它 的 反 点 P' 远离 点 0 而 去 ,可 以 认为 , 反 演 中 心 与 无 穷 远 点 相对 
应 .所 以 ,在 欧 氏 平面 上 , 反 演 变换 不 是 一 一 变换 ， 

由 上 述 几 何 意义 ,我 们 可 作出 与 PP' 垂直 的 过 点 己 的 直线 上 及 过 点 P 的 直 
线 1 的 反 形 , 分 别 为 图 1.165 中 的 过 书 的 圆 c 及 过 P' 的 圆 ce', 且 OP, OP 分 别 为 
其 直径 .反之 以 OP, OP 为 直径 的 圆 c, 圆 c 的 反 形 分 别 为 与 PP' 垂直 且 过 PP'， 
P 的 直线 上,1. 从 中 也 看 到 了 在 反 演变 换 下 ,如 何 作出 任 一 点 了 的 反 点 B' ,或 
的 反 点 B. 


定理 1 反 演 变换 ICO, ) 是 对 合 变换 , 即 P(O, r) 是 恒 等 变 换 . 
利用 反 演变 换 的 定义 ,我 们 可 推 证 如 下 结论 : 
定理 2 (1) 设 P 为 反 演 贺 0(7) 外 的 一 点 , 则 它 的 反 演 点 P' ,是 0P 与 P 到 


Treasure "s Geometry 


圆 的 切线 的 切 点 连 线 的 交点 , 反 过 来 ,如 果 PERAN, Z AB 过 P 3 BE + 
OP, 那 么 4,8 处 的 切线 相交 于 P 的 反 演 点 . 

(2) 如 果 ABCD 是 菱形 ,0 到 相对 顶点 4,C 的 距离 相等 , 则 O, B. D 共 线 ， 
E OB- OD = 04? - 4B*( 波 斯 里 亚 反 演 器 原理 ). 

(3) 设 P, Q 为 任意 点 , P', 8' 是 它们 的 反 演 点 , 则 A opg 与 人 OP'C' 逆 相 
似 (其 中 0 为 反 演 中 心 ). 

(4) 两 个 互 为 反 形 的 圆 在 对 应 点 处 的 切线 ,对 过 两 个 切 点 及 反 演 中 心 的 直 
线 成 等 角 . 

(5) 两 个 贺 的 反 形 的 交角 ,等 于 原来 的 圆 的 交角 ,但 方向 相反 . 

(6) 如 果 两 个 贺 正 交 , 那 么 它们 的 反 形 也 正 交 . 为 自身 及 反 形 的 贺 或 直线 ， 
与 反 演 圆 正 交 . 

(7) 设 0 为 反 演 中 心 , P, O, R 分 别 为 点 P,0,R 的 反 演 , 则 有 向 角 满足 

Z PQR + LP'Q'R' = Z POR 
(8) 对 任意 四 点 P, Q,R,S 及 其 反 演 点 P,Q',R', 5' ,有 向 角 满 足 
Z PQR + LPSR = Z P'S'R' + Z R'QP' 

(9) 如 果 一 个 圆 经 过 两 个 互 为 反 演 的 点 ,那么 这 个 圆 与 反 演 正 交 , 而 且 它 
的 点 两 两 互 为 反 演 . 

(10) 如 果 两 个 相交 的 圆 都 与 第 三 个 圆 正 交 , 则 它们 的 交点 关于 第 三 个 圆 
互 为 反 演 . 

(11) 反 演 圆 与 任意 两 个 互 为 反 形 的 圆 共 轴 , 如 果 这 两 个 圆 不 相交 , 则 这 共 
轴 贺 组 的 极限 点 互 为 反 演 . 

(12) 同一 圆 上 的 任 两 对 点 ,可 以 用 一 次 反 演 将 它们 互相 交换 ,只 要 它们 的 
连 线 相交 在 圆 外 , 即 这 两 对 点 不 互相 分 开 . 

(13) 过 同一 点 的 两 个 圆 或 更 多 个 圆 ,可 用 这 公共 点 为 反 演 中 心 ,将 它们 反 
演 成 直线 ; 反 过 来 ,平面 上 的 直线 可 以 反 演 成 经 过 同一 点 圆 . 

(14) 在 同一 点 相 切 的 两 个 或 更 多 个 圆 , 可 用 这 切 点 为 反 演 中 心 ,将 它们 反 
演 成 平行 直线 . 反 过 来 也 成 立 . 

(15) 两 个 不 相交 的 圆 ,可 以 用 它们 所 在 的 共 轴 图 组 中 的 任 一 个 极限 点 为 
反 演 中 心 , 将 它们 反 演 成 同心 圆 . 

(16) 任意 两 个 圆 可 以 通过 反 演 变 为 相等 的 圆 . 

(17) 一 般 的 ,存在 一 个 反 演 ,使 三 个 已 知 点 的 反 演 点 组 成 的 三 角形 . 

(18) 不 共 圆 的 四 个 点 可 反 演 成 一 个 三 角形 的 顶点 和 重心 ;任意 四 个 共 贺 
的 点 ,可 以 反 演 成 长 方形 的 顶点 ;任意 四 个 点 可 以 反 演 成 一 个 平行 四 边 形 的 顶 
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一 般 的 ,我 们 有 如 下 结论 : 

定理 3 ”在 反 演变 换 下 ， 

(1) 基 圆 是 不 变 点 的 集合 , 即 基 圆 上 的 点 仍 变 为 自己 ; 基 圆 内 的 点 ( 除 中 
D) 变 为 基 圆 外 的 点 ,反之 亦 然 . 

(2) 过 反 演 中 心 的 直线 是 不 变 直线 ( 除 中 心 ) ;过 反 演 中 心 的 圆 变 为 不 过 反 
演 中 心 的 直线 ;特别 的 ,过 反 演 中 心 的 相 切 两 圆 (或 一 圆 与 直线 相 切 ) 变 为 不 过 
反 演 中 心 的 两 平行 直线 ,过 反 演 中 心 的 相交 圆 变 为 不 过 反 演 中 心 的 相交 直线 ， 
反之 亦 然 ， 

(3) 不 过 反 演 中 心 的 直线 变 为 过 反 演 中 心 的 圆 , 且 反 演 中 心 在 直线 上 射影 
的 反 点 是 过 反 演 中 心 的 直径 的 另 一 端点 ;不 过 反 演 中 心 的 圆 变 为 不 过 反 演 中 心 
的 圆 ,特别 的 ,@ 以 反 演 中 心 为 圆心 的 圆 变 为 同心 贺 ,@ 不 过 反 演 中 心 的 相 切 
( 交 ) 圆 变 为 不 过 反 演 中 心 的 相 切 ( 交 ) 圆 ,@ 两 贺 圆 (0,, R) MACO, R,) 若 
是 以 0 为 反 演 中 心 , 反 演 宕 为 k(k > 0) 的 一 对 反 形 , 则 
E kR, k - 00, 

_ 100; - 1 00} - R4 | 

(4) 不 共 线 的 任意 两 对 反 点 必 共 圆 ;过 一 对 反 点 的 圆 必 与 基 圆 正 交 ( 即 交 
点 处 两 圆 的 切线 相互 冬 直 ) ,特别 的 ,车 在 反 演变 换 K( O , 2) 下 的 两 对 反 点 4 与 
A',B 与 B' ,满足 A'B' : AB = r°: 04，04.( 注 意 线段 4'B' 的 反 形 不 是 4B) 

(5) 圆 和 圆 、 贺 和 直线 、 直 线 和 直线 的 交角 保持 不 变 ( 曲 线 交角 即 为 交点 处 
两 切线 的 交角 ) ,但 方向 相反 . 

(6) 共 线 (直线 或 圆 ) 的 点 (中 心 除外 ) 的 反 点 共 反 形 线 ( 圆 或 直线 ), 共 点 
(中 心 除外 ) 线 (直线 或 圆 ) 的 反 形 共 反 点 形 . 

(7) 对 于 任意 四 个 不 同 点 4,8,C,D, 交 比 ( 即 比 值 4C* BD : AD + BC 记 为 
(AB, CD)) 保持 不 变 . 即 车 4',B',C',D' 是 4,B,C,D 的 反 点 , 则 (48, CD) = 
(A'B',C'D'). 

下 面 仅 证 如 下 两 个 性 质 ,其 余 留 给 读者 . 

证 明 “ 圆 和 直线 相 切 , 若 切 点 不 与 反 演 中 心 重合 , 则 在 反 演变 换 下 保持 相 
切 , 否 则 得 到 一 对 平行 直线 .” 

事实 上 , 若 切 点 与 反 演 中 心 不 重 合 , 则 反 演 后 圆 的 反 图 形 与 直线 的 反 形 仍 
具有 一 个 公共 点 , 即 保持 相 切 , 若 切 点 与 反 演 中 心 重 合 , 则 反 演 后 ,直线 变 为 自 
身 , 以 P 为 圆心 的 圆 变 为 垂直 于 OP 的 直线 , 即 得 到 一 对 平行 直线 . 

证 明 “ 相 交 圆 之 间 的 交角 保持 不 变 ”. 

事实 上 ,两 圆 相交 时 ,过 其 一 交点 分 别 引 两 图 的 切线 ,12. 由 上 所 证 , 圆 和 
直线 相 切 在 反 演 变换 下 仍 保持 ,因此 , 圆 的 反 形 之 间 的 交角 等 于 它们 的 切线 的 
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反 形 之 间 的 交角 .在 以 0 为 中 心 的 反 演 下 ,直线 LG = 1,2) 变 为 自身 或 者 变 为 
与 平行 的 直线 在 点 0 相 切 的 圆 .因此 ,在 以 0 为 中 心 的 反 演 下 ,直线 A 1, 
的 反 形 之 间 的 角 即 是 这 两 条 直线 之 间 的 交角 ,证 毕 . 


注 《1) 对 于 上 述 定 理 3 中 的 (3)@, 贺 (01, R.) ,图 ( 0,, R) 是 一 对 反 形 时 ,我 们 可 以 看 
出 , 反 演 中 心 0 也 是 其 外 位 似 中 心 .反之 亦 真 ,但 两 加 圆心 只 是 一 对 位 似 对 应 点 ,但 不 是 一 
对 反 点 . 

(2) 运用 反 演变 换 处 理 与 加 有 关 的 问题 非常 便捷 : 

例如 ,( 查 波 尔 定理 或 欧 拉 定理 ) 设 R, r 分 别 是 A ABC 的 外 接 回 与 内 切 因 的 半径 .a 是 
外 心 0 与 内 心 1 之 间 的 距离 , 则 

R= K - 28 

证 明 ” 设 D,E,F 是 内 切 圆 切 边 BC, CA, AB 的 切 点 ,EF, FD, DE 的 中 点 为 
4',B',C'. 若 以 圆 1(7) 为 基 圆 进行 反 演 变换 , 则 A,B,C 是 4,B,C 的 反 点 ， 
FEA 0 的 反 形 是 圆 4'8'C' ,由 于 A A'B'C' wn 人 DEF, 且 相似 比 为 1 : 2, 所 以 
MARC HERIZ HG : R = r: (R - d). WE. 

又 例如 ,( 费 尔 巴 哈 定 理 ) = fJ n) JLA ts tq JBL 2 A eA. 

证 明 ”在 公 4BC 中 ,4',B',C' 分 别 为 BC,C4,4B 的 中 点 . 贺 A'B'C' 是 
Z ABC 的 九 点 圆 , 圆 1 是 A ABC 的 内 切 圆 , 它 切 BC 于 X, 贺 1, 是 OABC 的 旁 
切 圆 , 它 切 BC FX. FER 4'8'C' 与 贺 1, 贺 1 相 切 . 

作 贺 1, 圆 /的 另 一 条 公 切 线 分 别 交 4C,4B 于 B1, C1, 交 4'B' FB, ZAC 
于 C0, 交 BC 于 5. 


由 BX = CX, = 二 (ao+e-b), 其 中 BC = a,CA = b,AB = c, 有 AX= 


AX。 = EIo- cl RIS, ha fE ZA 的 平分 线 上 , 则 


SC: SB = 6b:e,SC = —9b_ 
c+b 
ac 
ma SB = 
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,1 12b-e) 
SA' = F158B- SC1=1 37! 


B 4'B' // 4B, 从 而 
ASA'B' cO A SBC 
A'B" : BC, = SA' : SB =l b- cl: 2c 
X BC, =1b-ci, $ 
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aP = Oe? yea = (EZ) -r 


这 说 明 B" ÈB EIA , r) 变换 下 的 反 点 . 同 理 可 证 , C 是 C' EIA , 2) 变换 
下 的 反 点 ,可 见 圆 4'B'C' 的 反 形 是 真 线 刀 0" , 即 直 线 B C, hFE /, 圆 1, E. 
演变 换 (A,r) 下 的 不 变 圆 , B C 与 圆 1, 圆 L, 相 切 ,所 以 圆 4'B'C' 与 圆 1, 贺 
L 相 切 ， 

最 后 ,我 们 还 说 明 两 点 : 

(1) 用 圆 与 直线 的 正 交 性 来 重新 定义 直线 反射 变换 与 反 演 变换 ,可 以 发 现 
两 者 的 关系 ; 

设 ! 是 定 直线 , 若 P, P 是 两 个 与 直线 1 正 交 的 圆 的 交点 , 则 称 已, P' 是 关 
于 直线 ! 的 直线 反射 变换 下 的 一 双 对 应 点 . 

RED 0(r) 是 定 圆 , 若 P,P 是 两 个 与 圆 0(r) 正 交 的 圆 的 交点 ,那么 称 P, 
P 是 以 圆 0(r) 为 基 圆 的 反 演 变换 下 的 一 对 反 点 , 圆 O(r) 上 的 点 的 反 点 是 其 
自身 . 

由 此 可 见 , 反 演变 换 可 以 看 成 圆 反射 ,直线 反射 可 以 看 成 是 对 半径 无 穷 大 
的 圆 的 反 演 . 

(2) 在 直角 坐标 平面 上 , 若 以 圆 x? + y? = 为 基 圆 进行 反 演变 换 , 点 P(x， 
y) 变 为 点 P'(x' ,Y ), 则 反 演 变换 式 为 
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定义 1 已 知 圆 0(r) 是 定 圆 , 若 异 于 0 的 点 P 关 于 基 贺 加 0(7) 的 反 点 是 
P ,那么 过 点 P EEEF OP 的 直线 ! 叫做 点 已 关于 国 0O(r) 的 极 线 ,点 已 叫做 
直线 1 的 极点 . (参见 图 1.165). 

显然 ,对 于 平面 上 不 经 过 点 0 的 直线 1, 它 的 极点 是 从 0 向 直线 1 所 引 垂 足 
P 的 反 点 .极点 与 极 线 确 定 了 平面 上 点 ( 除 点 O) 与 平面 上 直线 ( 除 过 0 的 直 
R) 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 若 点 P 在 圆 0 外 , 则 点 P 的 极 线 是 从 P 向 圆 0 作 的 
两 切线 的 切 点 的 连 线 ;车 P 在 圆 0 E, WJ P 的 极 线 是 过 点 P 的 圆 0 的 切线 ;车 P 
在 圆 0 内 ( 异 于 点 0), 则 作 以 OP 为 弦 心 距 的 弦 的 端点 的 两 切线 ,过 切线 交点 
与 OP 垂直 的 直线 即 是 . 
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关于 极点 和 极 线 , 有 下 述 重要 性 质 : 

(1) 已 知 圆 0(r) 以 及 点 A,B, ER a,b 是 点 4,B 关 于 圆 0(7) 的 极 线 . 若 
点 4 在 直线 上 上 , 则 点 B 在 直线 a 上 .此 时 称 A, B 关于 圆 0(r) jtt. 

(2) 设 由 一 个 定点 向 圆 作 两 条 制 线 ,联结 它们 与 圆 的 交点 , 则 对 边 的 交点 
在 这 定点 的 极 线 上 . 

(3) 任意 一 条 直线 (不 过 圆心 0) 的 极点 是 直线 上 在 圆 外 的 任意 两 点 的 极 
线 的 交点 ;任意 一 点 P( 除 贺 心 O) 的 极 线 是 经 过 点 的 任意 两 条 割 线 的 极点 的 
连 线 . 

(4) 对 于 圆 0(7r) 及 两 点 P,Q,P,@ 关 于 圆 0(7) 共 罗 的 充 要 条 件 是 以 PQ 
为 直径 的 圆 与 圆 0(7) EX. 

推论 1 设 P 为 一 已 知 加 上 的 一 个 定点 , PQ 为 直径 ,过 P 作 与 已 知 回 正 交 
的 圆 , 则 P 关于 所 有 这 些 正 交 圆 的 极 线 过 定点 Q. 

推论 2 ”两 个 共 q 点 之 间 的 距离 ,等 于 它们 的 中 点 到 圆 的 切线 的 2 倍 . 

推论 3 ”一 个 固定 点 关于 一 个 共 轴 圆 组 中 各 个 加 的 极 线 , 通 过 另 一 个 固定 
的 点 ,以 这 两 个 定点 为 直径 两 端的 圆 与 这 共 轴 圆 组 中 的 圆 正 交 ， 

推论 4 ”两 个 共 思 点 的 距离 的 平方 ,等 于 它们 关于 圆 的 短 的 和 . 

定义 2 ” 若 三 角形 的 每 一 个 顶点 是 对 边 的 极点 , 则 称 此 三 角形 为 自 极 三 角 
形 ( 或 对 角 三 角形 或 自 共 配 三 角形 ), 

关于 自 极 三 角形 ,有 下 述 结论 : 

(1) 自 极 三 角形 是 钝 角 三 角形 , 钝 角 顶 点 的 基 圆 内 , 另 两 个 顶点 在 圆 外 . 

(2) 基 圆 圆心 0 是 自 极 三 角形 的 垂 心 . 

(3) 任 一 个 钝 角 三 角形 唯一 决定 了 一 个 圆 ,使 得 该 三 角形 关于 这 个 圆 是 自 
极 三 角形 . 

(4) 任 一 个 钝 角 三 角形 的 外 接 圆 和 九 点 圆 关 于 基 圆 是 一 对 反 形 . 


ERER 。 圆心 到 任意 两 点 的 距离 ,与 每 一 点 到 另 一 点 极 线 的 距离 成 比 
例 . 
证 明 ” 设 0 为 圆心 ,4,8B 为 任意 点 ,4',B' 为 它们 的 反 演 点 ,4P, BQ 为 极 
线 B'P,A'Q 的 垂 线 ,分 别 向 OB, 04 FER AA, BB, 41, Bi 为 垂 足 , 则 由 相似 
三 角形 性 质 , 有 
OA _ 0A, 
OB = OB, 
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又 由 4,B8,4',B' 共 圆 , 有 


OA _ OB' 
OB ~ OA' 
& OA _ OB' - OA, 


A = AP 
OB “ OA' - OB, ` BQ 
证 毕 . 


注 — WESB(Salmon,1819—1866) 是 爱尔兰 数学 家 , 著 有 专著 《圆锥 曲线 》(1848) 《高 阶 平 
面 曲线 X1852) 《现代 高 等 数学 )(1859)《 三 维 解析 几何 》(1862) 等 ， 


Taa Geometry 
二 、 三 角形 、 
尝 锯 木 求 径 问题 
这 个 问题 是 ( 九 章 算术 》 勾 股 章 的 第 9 题 : 


今 有 圆 材 , 埋 在 壁 中 ,不 知 大 小 .以 句 锯 之 , 深 一 寸 , 锯 道 长 一 尺 , 间 径 几何 ? 

原 书 的 解答 如 下 : 

如 图 2.1, BE 是 锯 道 沟 , CD 为 沟 深 .在 RA ABC 中 , 设 BC = a,AC = b, 
AB = “, 则 根据 勾 股 定理 ,有 c? - b = a. 

仿照 前 面 的 “ 池 中 之 蕊 "的 图 1.16, 作 出 cz - 刀 , 如 图 2.2 所 示 , 即 e? - 52 JH 
阴影 部 分 之 面积 表示 .移动 矩形 FHIG 至 矩形 WKHP 的 位 置 , 拼 成 一 个 狭长 的 矩 
JÉ NMJP, 其 边 长 为 (c + b) 和 (ce ~ 5), 则 


—— 
s I 
JY x 
2 全 ua 
BC [E ee K. 
万 F—+b 
图 2.1 图 2.2 


Suyup = (c + b)(c - b) 
BA è- b? = a?, 则 


c+b= — 
而 CF=c+b 
2 
a 
于 是 CF = — 
2 
DF = CF + CD = — +(e- b) 


BA a= BE = 5 寸 ,c = b = CD = 1 寸 ,代入 公式 得 直径 DF = 26 寸 . 

显然 , 原 书 中 的 解法 完全 是 用 几何 方法 求 得 的 . 若 用 现代 列 方程 的 方法 来 
解 自然 是 很 容易 的 了 . 

从 这 个 题目 中 ,可 以 看 到 中 国 古 代数 学 家 对 圆 内 各 种 线段 之 间 的 关系 是 十 
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今 有 勾 八 步 , 股 十 五 步 , 问 色 中 容 圆 , 径 几何 ? 

这 是 《 九 章 算术 》 勾 股 章 第 16 题 . 题 意 是 :已 知 直角 三 角 
形 两 直角 边 ,分 别 为 8 步 ,15 步 . 求 其 内 切 圆 的 直径 4d. 如 
图 2.3, 由 直角 三 角形 的 面积 公式 ,有 


Saa è Ja 


又 AABC 可 分 成 三 个 三 角形 , 即 AAB, ABOC, 
全 AOC. 它 们 的 面积 分 别 为 


Saros = TAB. EO = L. cr = Ted 


2 2 
1 1 
Sasoc = 7 ° BC ° FO = 才 od 
1 1 
Saa = AC DO = + bd 
Ihet 1 二 
则 2 ob = 本 ad + bd + + cd 
“ J- — 2ab 


~a+b+te 

这 样 我 们 便 得 到 了 原 书 中 所 给 出 的 一 般 公式 ,利用 这 个 公式 可 求 得 直径 为 
6 p. 

关于 这 个 公式 , 刘 微 在 注 里 利用 面积 给 予 了 证 明 .他 的 证 法 是 :联结 内 切 贺 
圆心 0 和 三 个 切 点 D,E,F 及 三 个 顶点 4,B,C, 把 Rt 和 4BC 分 割 成 六 块 . 取 同 
样 的 四 组 , 拼 成 一 个 大 矩形 ,如 图 2.4, 其 面积 是 2ab ,长 是 (a + b + c), 宽 是 d, 
所 以 得 

(a +b + ce)d = 2ab 


Treasure N Geomety 


即 a = 一 2 


Farb+te 

其 中 c = V at + P. 

这 种 证 法 具有 中 国 几 何 学 的 特色 , 和 西方 的 欧 几 里 得 体系 不 同 ,主要 是 应 
用 了 “出 入 相 补 ”原理 :一 个 平面 图 形 的 面积 移 置 它 处 , 面积 不 变 . 又 若 把 图 形 
分 割 成 若干 块 ,那么 各 部 分 面积 的 和 等 于 原来 图 形 的 面积 ,因而 图 形 移 置 后 诸 
面积 间 的 和 、 差 有 简单 的 相等 关系 . 出 入 相 补 原理 在 中 国 古 代 几 何 学 中 有 着 广 
泛 的 应 用 . 

在 刘 徽 的 注 里 还 说 , 勾 股 容 圆 问题 的 直径 d 也 可 以 等 于 a + b - “或 等 于 
VIe- ajfe = b) ,但 未 加 证 明 , 我 们 补 证 如 下 . 

关于 d = a + b -ec 证 明 : 


由 图 2.4 可 看 出 

a = BC = BF + FC = BF + r,b = AC = AD + DC = AD + r. 
而 AD = AE,BF = BE 
则 a+b= BF+AD+2r= BE+AE+d=c+d 
故 dza+b-c 


关于 d = V2(c - a)(c - b) 的 证 明 : 
H d = a + b - c 两 边 平方 得 
d? = a? + b? + cè + 2ab -2ac — 2bc = 2c? + 2ab -2ac -2be = 
2(c - a)(c - b) 
即 证 . 


党 制 贺 求 积 问题 


HARR ”有 圆 田 , 周 一 百 八 十 一 步 , 径 六 十 步 三 分 步 之 一 , 问 为 田 几 何 ? 
本 题 是 《 九 章 算术 》 卷 一 “ 方 田 ” 的 第 32 题 . 


已 知 圆 形 田 的 周 长 是 181 步 ,直径 是 60 + 步 , 求 其 面积 . 


BRAR PARKE”, 本题 很 容易 求 得 园田 面积 为 11 B£ 90 十 步 
(1 Bf = 240 步 ?). 

可 是 我 国 古代 在 有 关 圆 的 实际 计算 中 经 常用 “周三 径 一 ” 取 圆 周 率 r = 3, 
因而 误差 很 大 . 

公元 3 世纪 数学 家 刘 徽 在 给 《 九 章 算术 》 作 注 时 ,在 本 题 的 注解 里 指出 , 贺 
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的 内 接 正六 边 形 的 周 长 是 圆 直径 的 3 倍 , 贺 的 周 长 肯 定 不 止 其 直径 的 3 售 ,并 提 
出 用 圆 内 接 正 多 边 形 的 边 数 倍增 ( 割 贺 ) 的 方法 来 接近 贺 . 当 边 数 无 限 增加 时 ， 
就 可 以 将 正 多 边 形 的 面积 看 成 是 圆 面积 了 :“ 割 之 弥 细 , 所 失 弥 少 . 割 之 又 割 以 
至 于 不 可 制 , 则 与 回合 体 而 无 所 失 矣 .” 从 而 求 得 圆 面积 ,计算 出 圆周 率 ,用 现 
代 方 式 表示 他 的 具体 方法 如 下 . 

如 图 2.5, 从 圆 内 接 正六 边 形 出 发 ,不 断 进行 倍 边 p C E 
作 图 . 设 AB 为 圆 0 的 内 接 正 3 x 2" 边 形 的 一 边 ( 记 为 A 


an). fE OM L AB 并 延长 交 4B 于 点 C, 显 然 M 平分 


AB, C 平分 人 .过 C 作 圆 0 的 切线 ,并 自 A, B 向 该 切 Ó 
REER, D, E IEE. 刘 徽 与 众 不 同 地 不 用 圆 的 外 
切 正 多 边 形 ,而 是 用 诸如 图 中 的 ABED 这 样 的 矩形 来 
进行 推 证 : 
设 S,, S24,5 分 别 是 圆 的 内 接 正 3 x 2" 边 形 ,3 x 2"+1 边 形 以 及 辆 的 面积 . 因 
Soin < S < S, + nSggp 


而 San ~ S, = nmSAhBc = 2 Sassp 
则 Son < S < Sa + 2(San — Sh) 
Bp San < S < Son + (San - Sa) 


3 n 充分 大 时 ,82。- S, 是 足够 小 的 , 圆 面积 5 与 S,, 就 几乎 “无 所 失 ” T. 
他 还 用 勾 股 定理 求 出 了 圆 内 接 正 多 边 形 的 倍 边 公式 


am = V2R2 - RV4R ~ aš 

这 样 , 刘 微 在 半径 只 = 1 尺 的 圆 里 ,计算 出 圆 的 内 接 正 192 边 形 的 面积 5 = 
314 平方 寸 . 

从 这 里 也 可 求 出 圆周 率 x = 3.14. 

刘 徽 的 这 个 方法 就 是 著名 的 “ 割 贺 术 ”. 他 不 仅 提供 了 求 圆周 率 的 方法 ,更 
重要 的 是 提出 了 严密 的 极限 思想 和 方法 .这 在 求 弓 形 面积 和 证 明 锥 体 的 体积 公 
式 方面 都 有 表述 和 应 用 . 他 的 数学 思想 方法 还 影响 了 后 来 的 数学 家 祖冲之 父 
P: 


人 党 祖冲之 的 密 率 


355 
祖冲之 的 密 率 r= 


祖冲之 (429 一 500) 是 我 国 南北 朝 时 期 的 伟大 数学 家 .他 从 半径 为 1 丈 的 贺 
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中 计算 出 圆周 率 精 确 到 小 数 点 后 7 位 的 近似 值 
3.141 592 6 < x < 3.141 592 7 
这 个 精确 值 在 世界 上 曾 保持 了 1 000 年 的 领先 纪录 ! 


为 了 便于 计算 ,祖冲之 还 对 回 周 率 给 出 两 个 分 数值 3 和 22 ,分 别称 之 为 


“ 密 率 ” 和“ 约 率 ”. 公元 前 3 世纪 阿 基 米 德 就 已 发 现 约 率 2 . 但 是 ， 密 率 " 却 是 祖 
冲 之 首创 的 ,为 了 纪念 他 的 杰出 成 就 ， 密 率 ”又 称 为 “ 祖 率 "”. 
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人 们 对 的 研究 从 什么 时 候 开始 ,已 无 据 可 考 , 但 在 中 国 最 古 的 数学 典籍 
《 周 佣 算 经 》 上 已 有 “周三 径 一 ”的 记载 , 两 千 多 年 前 希腊 学 者 阿 基 米 德 也 证 明 
了 8 <r< 34. 

中 国 在 汉代 以 前 ,圆周 率 一 般 都 采用 “周三 径 一 ", 即 x = 3. 随 着 生产 和 科 
学 的 发 展 ,x 值 取 3 就 越 来 越 不 能 满足 精确 计算 的 要 求 . 因此 ,人 们 开始 探索 比 
较 精确 的 圆周 率 . 公 元 1 世纪 初 , 刘 敬 取 7 = 3.154, 东 汉 张 衡 取 x = 3.146 6, 又 


取 ~ VTO ~ 3.162 2, 三 国 时 吴 人 王 洲 取 r = M ~ 3.155 6.Jtrh x = V TO 5 


世界 上 最 早 的 记录 ,但 这 些 数值 大 多 是 经 验 的 结果 ,还 缺乏 坚实 的 理论 基础 . 
魏 亚 之 际 的 杰出 数学 家 刘 徽 创立 了 割 贺 术 ,为 计算 圆周 率 和 圆 面 积 建立 起 
相当 严密 的 理论 和 完善 的 算法 . 割 圆 术 的 主要 内 容 如 下 : 
(1) 圆 内 接 正六 边 形 边 长 等 于 半径 . 
(2) 利用 勾 股 定理 ,从 圆 内 接 正 n 边 形 的 边 长 求 出 正 2n 边 形 边 长 . 
3 nn 边 形 , 2n 
(3) HAKKE n 边 形 边 长 ,直接 求 出 正 2n 边 形 的 = SN 


面积 ,如 图 2.6,Saxpa = 二 CD + AB. a; 
(4) BINDPUNWE A 858 S, < S < San + (Sp, = Sa), | | 


如 图 2.6, Sows - SA^om = 25a4cp. 车 Sors 再 加 上 两 个 3 

Saso ,就 有 一 部 分 超出 圆周 了 . PA 
(5)“ 割 之 弥 细 , 所 失 弥 少 , 割 之 又 割 以 至 于 不 可 制 ， 图 2.6 

则 与 圆 合体 而 无 所 失 侨 , ”这 就 是 说 , 圆 内 接 正 多 边 形 的 I 

边 数 无 限 增加 时 , 它 的 周 长 的 极限 是 圆周 长 , 它 的 面积 的 极限 是 圆 面积 . 刘 徽 就 

这 样 从 圆 内 接 正六 边 形 算 起 ,逐步 倍增 边 数 ,经 过 艰苦 而 繁重 的 推算 ,一直 算 到 

正 192 边 形 .得 到 r = 3.141 24. 他 又 继续 求 到 圆 内 接 正 3 072 边 形 的 面积 ,验证 


NO 
AN 


(ajror ogr 


SO 
ON 


Etna B gam 8 ASAK 


几何 瑰宝 


了 前 面 的 结果 ,并 且 得 出 更 精确 的 圆周 率 值 x ~ 12 = 3.141 6. 刘 徽 的 割 圆 
术 , 为 圆周 率 研究 工作 , 英 定 了 坚实 可 靠 的 理论 基础 ,在 数学 史上 占有 十 分 重要 
的 地 位 ,他 所 得 到 的 结果 当时 在 世界 上 也 是 很 先进 的 . 

南北 朝 时 ,祖冲之 发 展 了 刘 微 的 方法 ,继续 推算 圆周 率 的 值 ,他 从 圆 内 接 正 
六 边 形 算 起 ,一 直 算 到 圆 内 接 正 24 576 边 形 .每 求 一 值 ,要 把 同一 运算 程序 反复 
进行 12 次 ,而 每 一 次 运算 程序 中 ,又 包括 对 九 位 数字 的 大 数目 进行 加 减 乘除 及 
开 方 等 11 个 步骤 ,最 后 他 求 出 了 :3.141 592 6 < x < 3.141 592 7. 又 求 得 x = 


3 和 3( 窗 率 ) ,x ~ 好 ( 约 率 ). 祖 冲 之 的 伟大 贡献 ,使 中 国 对 r 值 的 计算 领先 了 一 千 
年 , 它 标志 着 中 国 古代 高 度 发 展 的 数学 水 平 . 自从 我 国 古代 灿烂 的 科学 文化 逐 


渐 得 到 世界 公认 以 后 ,有 人 建议 把 x ~ 33 称 为 “ 祖 率 ”, 以 纪念 相 冲 之 的 杰出 贡 
@. 

17 世纪 以 前 ,各 国 对 团 周 率 的 研究 工作 仍 限 于 利用 贺 内 接 和 外 切 正 多 边 
形 来 进行 . 约 在 公元 150 年 ,希腊 煞 学 家 波 托 雷 梅 计算 得 x ~ 3.141 6.6 世纪 印 


度数 学 家 阿里 亚 布 哈 塔 利 用 公式 an = V 2R2 - RYV4R - on 算出 x ~ 
3.141 6. 求 这 个 值 时 ,他 曾 算 了 贺 内 接 和 外 切 正 384 边 形 的 周 长 . 1427 年 伊朗 数 
学 家 阿尔 ' 卡 西 把 x 值 精确 地 计算 到 小 数 16 位 ,从 而 打破 了 祖冲之 保持 近 千 年 
的 纪录 .1596 年 荷兰 数学 家 鲁 多 夫 ' 房 . 色 伦 计算 到 35 位 小 数 (为 此 ,和 鲁 多 夫 须 
计算 贺 内 接 正 2 边 形 ), 当 他 去 世 以 后 ,人 们 把 他 算出 来 的 x 的 数值 雕刻 在 他 
的 墓碑 上 ,永远 纪念 着 他 的 贡献 ,而 这 块 墓碑 也 标志 着 研究 x 的 一 个 历史 阶段 
的 结束 ,为 求 x 的 更 精确 值 , 需 另 各 途径 . 

17 世纪 以 后 , 随 着 微 积 分 和 解析 几何 的 出 现 , 人 们 便利 用 级 数 来 求 x 值 ， 
1874 年 山 克 司 计算 到 小 数 707 位 .电子 计算 机 出 现 以 后 ,1949 年 美国 有 人 用 电 
子 计算 机 算 到 小 数 2 036 位 ,用 时 70 小 时 ,而 现在 计算 r 值 到 小 数 万 位 ,已 仅 是 
几 分 钟 的 事 了 .1973 年 5 月 24 日 ,法 国 女 数 学 工作 者 吉 劳 德 和 波 叶 用 电子 计算 
机 计算 x 的 值 精确 到 小 数 点 后 一 百 万 位 ,并 于 同年 9 月 得 到 证 实 .如 果 把 这 一 结 
果 印 成 一 本 书 , 这 本 书 足 有 200 页 之 厚 . 它 可 以 说 是 至 今 人 们 所 知道 的 最 精确 
的 的 近似 值 了 . 

最 后 ,简要 地 介绍 一 下 刘 微 和 祖冲之 两 位 大 数学 家 的 生平 、 

刘 微 是 魏 晋 时 数学 家 , 生 卒 年 不 详 . 瑶 景 元 四 年 (公元 263 年 ) 前 后 , 曾 所 
《 九 章 算术 注 》 九 卷 《 重 差 ) 一 卷 《 九 章 重 差 图 》 一 卷 . 唐 代 初 年 ,《 九 章 重 差 图 》 
已 失传 ,《 重 差 ) 一 卷 单行 ,被 称 为 《海岛 算 经 》. 他 在 《 九 章 算术 注 》 中 提出 了 很 
多 创见 ,用 制 圆 术 来 计算 圆周 率 是 他 的 一 个 最 大 创造 . 

祖冲之 是 南北 朝 时 期 南朝 的 科学 家 . 字 文 远 . 范阳 道 县 ( 今 河 北 沫 水 ) A. 
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他 是 刘 宋 王朝 祖 闻 之 子 . 青年 时 曾 任 南 徐州 ( 今 镇 江 市 ) 从 事 史 ( 州 刺史 的 属 
员 ) ,后 来 回 建 康 ( 今 南京 市 ) 任 公 府 参军 . 在 此 期 间 ,他 编制 了 大 明 历 . 大 明 历 
是 我 国 第 一 部 考虑 到 岁差 问题 的 历法 , 较 当 时 使 用 的 元 嘉 历 法 要 精密 得 多 .此 
后 , 曾 外 放 做 过 一 段 娄 县 ( 今 江苏 昆山 县 东北 ) 令 ,第 二 次 回 建 康 后 任 记者 仆 
射 .到 齐 朝 升 到 长 水 校 慰 . 水 元 二 年 (公元 500 年 ) 卒 , 年 72. 

祖冲之 还 曾 改造 指南 车 , 作 水 礁 磨 .千里 船 等 ,都 很 机 巧 . 

数学 著作 有 《级 术 》 和 《 九 章 算术 义 注 》.《 统 术 》 一 书 , 包 括 祖 冲 之 对 圆周 率 
的 研究 和 成 果 , 以 及 其 他 丰富 的 内 容 . 可 是 隋唐 时 代 国 立 学 校 明 算 科 的 官员 们 
大 都 看 不 懂 这 部 书 ,学 官 莫 能 究 其 深奥 ,是 故 废 而 不 理 ” 后 来 到 北宋 时 《级 
术 》 也 就 失传 了 ,十 分 可 惜 . 


党 会 园林 问题 


SAR 。” 假 令 有 圆 田 , 径 十 步 , 欲 割 二 步 , 问 所 割 之 弧 长 几何 ? 

本 题 是 沈 括 的 《 梦 溪 笔谈 》 第 18 卷 的 第 四 条 . 

从 直径 是 10 步 的 圆 形 田中 , 分割 出 一 个 矢 高 为 2 步 的 弓形 田 块 来 , 问 这 个 
己 形 田 块 的 弧 长 应 该 是 多 少 ? 

北宋 大 科学 家 沈 括 是 我 国 数学 史上 第 一 个 给 出 由 弦 长 和 矢 长 来 求 弧 长 近 
似 公式 的 数学 家 . 这 个 近似 公式 就 是 沈 括 的 “会 圆 术 ”. 

设 圆 的 直径 为 d, FEK r, AEX CRO) 长 为 h, 弧 长 为 5. 则 

C=2Vri-(r-h) 
当 圆 心 角 不 超过 45 时 ,其 相对 误差 小 于 0.02. 
本 题 用 “会 圆 术 ” 解 得 弧 长 为 8.8 步 . 


AEN ” 假 令 圆 城 一 所 ,不 知 周 径 , 四 面 开门 , 门 外 纵 横 各 有 十 字 大 
Wees 其 东南 十 字 道 头 定 为 器 地 ,…… 或 问 :甲乙 二 人 同 立 于 器 地 , 乙 西 行 四 
十 八 步 而 止 , 甲 北 行 九 十 步 , 望 乙 与 城 参 相 直 . 城 径 几何 ? 

本 题 是 《 测 圆 海 镜 》 第 二 卷 的 第 8 题 “ 弦 外 容 圆 " 指 在 勾 股 形 (直角 三 角形 ) 
外 与 弦 ( 斜 边 ) 相 切 的 旁 切 圆 , 题 设 条 件 如 图 2.7 所 示 ,CB = 48 步 , C4 = 90 步 ， 
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AB 正好 与 圆 城 相 切 于 点 D, 求 圆 城 的 直径 . 
根据 题 意 , 四 边 形 OFCE 是 正方 形 , EC = FC = 
OF = r( 圆 城 半径 ). 设 DA = y,DB = x. A 


AE = AD = y,BF = BD = x ER) 
aR) 

则 CE = CA + AE = 9% + y D 

CF = CB + BF = 48 + «x NE 
故 有 9 +y=48+x 

x-y= 42 © 图 2.7 

而 AB = V AČ + BC = 102 
即 x + y = 102 @ 


h OMOTA a = 72( 步 ). 于 是 
r = CF = 48 + 72 = 120( 步 ) 
所 以 , 圆 城 直 径 d = 240( 步 ). 
我 国 古代 搜 长 通过 计算 来 研究 图 形 的 度量 性 质 《 测 四海 镜 》 就 是 系统 地 
研究 勾 股 形 与 其 相关 圆 关 系 的 ， 


海伦 公式 UKY a,b,c 的 三 角形 的 面积 公式 为 
Sa = /p(p = a)(p = b)(p = c) 

其 中 p = 二 (oa+6+o)， 

海伦 (Heron) 是 公元 1 世纪 希腊 的 著名 学 者 和 机 械 发 明 家 ,他 的 著作 涉及 
数学 ,测量 学 和 力学 等 ,在 他 的 《测量 学 》 一 书 中 ,记载 了 这 个 公式 ,但 阿 基 米 德 
在 此 之 前 已 经 掌握 了 它 . 

证 法 1 此 证 法 源 于 海伦 的 《测量 学 》 中 卷 的 命题 8, 或 《测量 仪器 》 中 的 
命题 30. 

如 图 2.8, 设 公 4BC HADAR) DEAF D,E,F, 易 知 4F = p-a, 
BD = p - b,CD = p -c. 过 1,B 各 作 CI, BC 的 垂 线 , 设 它们 相交 于 P, IP 
Z B8C 于 K, 则 


BP+r p-b 
所 以 =? 
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m KD - DC = ID? = r. 4 
联结 PC , 则 B,P,C,1 四 点 共 圆 ,所 以 人 BPC 5 Z BiC AE 
互 为 补 角 . 易 知 Z FIA 13 Z BIC 也 互 为 补 角 , 所 以 A 3 

LBPC = LFIA pS Yi 
故 ABPC AFIA | Z 2 <: 
ms BP p _BPsr a 
从 而 p a° rip-a™ r P 
于 是 图 2.8 


Ë Q puk pas pu u. 
p-a KD °p (p - a) 
(p-b): (p-e) - (p-b)(p-e) 
r 


KD - DC 
因此 rzpz = p(p - a)(p - b)(p - c) 
即 Sa = /p(p- a)(p — b)(p — c) 
证 法 2 该 公式 也 可 以 通过 适当 的 运算 导出 .如 图 q 
2.9, 在 A ABC 中 ,4D 为 边 BC 上 的 高 ,由 
b? = a? + è- 2a BD 5 q 
2 2 2 
有 BD = — ` Bas: 8 ass: 
而 图 2.9 
4D2 = — =- 
a 


Ta - Ca = a+ e) = 2) = 


2 atolb+ta- )(a+e+b)(a +c 0) = 


4 -a -b = 
aè 
则 AD = 2 Vplp — atp -Xp - 0) 
故 Sa = Vplp - a)(p - b)(p - c) 
证 法 3 由 cos C = et = A 


SA = Tab + sin C = Tab Vi- omc = 


ab rz [|*= eye 


1 
2 2ab 
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NO 几何 ~ RE 
ON 
整理 化 简 得 Sa = Vp(p- a)(p = b)(p = c) 
证 法 4 如 图 2.10, 设 0,0' 分 别 为 
ZA ABC 的 内 心 与 旁 心 ,r,RR 是 圆 0, 图 0' 的 ë 
平 | ”半径 ,D,E 是 切 点 , 易 知 4E = p,4D = p - <í 
Ë ; I 
A| a,DB = p-b,BE = p- c, ZO0B0' = <s 
D sem P PE 
š RtA BOD co RtA 0'BE 图 2.10 
i OD BD 
w 则 BE = E0' 
£ m Bapat 
三 Be sR 
得 R= p= (=e 0 
又 A40Dcn 人 40'E, 即 
@ OD _ AD 
'E 7 AE 
即 +. p-a 
R p 
H O,@ 可 得 
SAa=p = (p-a)° R= = 人 = — = 
-a)(p-b)(p- c 
SA 
故 Sa =v p(p - a)(p - b)(p - c) 
证 法 5 如 图 2.11 所 设 , 圆 0 为 A ABC 的 内 切 圆 ， 
则 
tan 4 = 二 ,an 多 = 二 ,an 区 =Ñ 
因 [=a £)” = cot £ -uno - £) = 
g E B: _ 
HE. 
E. 
Aa 
l- tang tan > 


A B B C C A 
则 A 
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即 有 ESE E S a E a SE i 
x y” y z” sz 
从 而 m (x + y + z) = xyz 
Pp = (p - a)(p = b)(p - c) 
Bp Sh = (p)? = plp -a)lp - b)(p - c) 
故 Sa = V p(p = a)(p - b)(p = c) 
证 法 6 如 图 2.11 所 设 ,由 
A A x ` 
ur gae ST Jara 
则 Sa = 本 be sin A = Ete + 2sin os 4 - 
be 一 一 . 一 一 = 
ma n: y n 
pas, =p @ 
BJA pr? = (be -pr)x = ((x + z)(z + y) —- (x + y + z)x)zx = xyz 
则 Sh = (pY = plp - a)(p ~- b)(p - c) 
故 Sa = Vp(p - a)(p = b)(p = e) 
当然 ,本 公式 还 有 行列 式 证 法 、 复 数 证 法 和 其 他 证 法 . 
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RAMAR ” 设 三 角形 三 边 分 别 为 ,bc, 则 三 角形 面积 
= + Pa 

这 就 是 著名 的 秦 九 韶 公 式 ,也 叫 三 斜 求 积 公式 . 

RAMPE ,1202—1261) ,南宋 数学 家 , 与 李 治 、 杨 辉 、 朱 世 杰 齐名 , 同 
为 我 国 数学 黄金 时 代 宋 元 时 期 的 四 大 数学 家 之 一 ， 

秦 九 刘 的 数学 巨著 《 数 书 九 章 》 卷 五 第 二 题 为 : 问 沙田 一 段 ,有 三 斜 (三 角 
形 三 边 ), 其 小 斜 一 十 三 (小 边 。= 13) 里 ,中 斜 一 十 四 (中 边 5 = 14) 里 ,大 斜 一 
十 五 (大 边 a = 15) 里 .里 法 三 百 步 (每 300 步 一 里 ). 欲 知 为 田 几何 ? 答 日 : 田 积 
三 百 一 十 五 硕 (每 100 亩 为 一 硕 ). 

REA: MORZ, RERE c) AKRE a) RERE) REZ 
《 除 以 2), 自 乘 (平方 ) FE: UNRRA EUR cP RELER), RA 


fa _ bra 


Ein B mga Ank 
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之 ( 除 以 4) ,为 实 ;一 为 从 一 ,开平 方 得 积 . 


对 于 方程 m? = g, 秦 九 韶 将 q 称 为 实 ,p 称 为 阳 .“ 一 为 从 隅 ” 即 p = 1. 其 


求法 即 为 


这 就 是 秦 九 韶 的 三 斜 求 积 公式 ， 


实际 上 这 个 公式 中 的 三 斜 具有 “对 称 性 ",a,5，e 只 要 分 别 表示 三 边 即 可 ， 


不 一 定 专 指 大 斜 .中 斜 、 小 斜 . 


证 明 ”如 图 2.12(a), 作 高 4D = h, 设 8D = m, DC = n.h S = T ah (i 


代称 为 寺田 求 积 法 ) B 3049 
$ = Tate 
由 勾 股 定理 ,得 
j2 = 2 - m° 
HORAN 
S2 = Late - m°) = Lae - azm2) 
Hik O 8 
b2 = 2 + n2 = c2- m2 + n2 
从 图 2. 12(b) ,由 演 段 法 得 知 


n? = a? + m° -2am 


图 2.12 
以 回 代 入 图 得 


b? = cz-m2+a+m2-2am= c? + a? — 2am 


(60 


© 


m= =Ë 
naow sagleda Tti) 
Hea (1e) 
$ s s plea - (e=) 


即 三 斜 求 积 公式 得 证 . 
三 斜 求 积 公 式 与 希腊 数学 家 海伦 的 三 角形 面积 公式 ( 即 海伦 公式 ) 


S = Vplp -a)tp- Bp- oe),p= (a+b+e) 


是 等 价 的 
1 a - [+° = J) " 
Vilos =F) a Eege) - 


NEET a ITA ETETEA 
4 2 2 = 


Aero+r 昌 :二 cra- 昌 :二 6+e-o TG +a-e)= 


V p(p - a)(p - b)(p - c) 
反之 ,由 海伦 公式 也 可 以 推导 出 秦 九 韶 的 三 斜 求 积 公式 . 
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圆 上 由 一 个 公共 端点 所 引 的 两 条 弦 组 成 的 图 形 称 为 折 
弦 . 如 图 2.13, 圆 0 中 , 弦 AB 和 BC AUREI O 的 一 个 折 弦 
ABC. 

阿 基 米 德 折 弦 定理 ” 圆 0 中 , 弦 48 和 BC 组 成 一 个 折 《 


3k 48C, 如 果 AB > BC, P 是 4BC 的 中 点 , 则 从 点 己 向 4B 所 
作 垂 线 的 垂 足 Q 必 为 折 弦 4BC 的 中 点 , 即 AQ = QB + BC. 图 2.13 
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证 明 ”在 如 图 2.13,4B 上 取 点 也 ,使 4D = BC, 联 结 PA, PC, PD, PB. N 


AP = PC 
则 AP = PC 
又 由 人 4 = 人 C,4D = BC, 知 
AAPD QACPB 
则 PD = PB 
又 因 PQ 上 48, 则 
DQ = BQ 
从 而 AQ = AD + DQ = BC + BQ 


A MEER, TAER EE rh —4-1r3k Bn 85 36227 BTX: BJ PL Era ht rh sx 
在 较 长 弦 上 的 射影 就 是 折 弦 的 中 点 . 
由 折 弦 定理 还 可 得 出 如 下 的 推论 . 


推论 1 当 已 是 折 弦 4BC 的 4BC 的 中 点 时 ,有 AB - BC = PA? - PB?. 


证 明 ”因为 48C 的 中 点 , 则 
PA? = AQ? + PQ? 
PB? = PQ? + QB? 
从 而 
PA? ~ PB° = AQ? + PQ? - (PQ? + QB?) = AQ? - QB? = 
(AQ + QB)(AQ - QB) = AB > BC 


推论 2 ” 当 P 是 折 弦 4BC 的 4C 的 中 点 时 ,有 
AB ,BC = PB? - PA? C 
证 明 


如 图 2.14, 取 ABC 的 中 点 ,联结 PK, AK, BK, ) 
由 推论 1 知 


P 
KA? - KB? = AB ` BC 


一 — 图 2.14 
因 P,KK 分 别 为 4C 和 4BC 的 中 点 , 则 PK 为 圆 0 的 直径 ， 
即 
PA? + KA? = PK? 
PB? + KB? = PK 
从 而 PA? + KA? = PB? + KB? 
Bp PB? - PA? = KA? - KB? = AB. BC 


故 AB - BC = PB? - PA? 


| 
| 


(me) aoa E= gz = 


党 圆 每 定理 

相交 弦 定理 过 圆 内 一 点 引 两 条 到 ,各 玫 被 这 点 所 分 成 的 两 线段 的 积 相 
等 

切割 线 定理 。 从 加 外 一 点 向 贺 引 切线 和 割 线 ,切线 长 是 这 点 到 制 线 与 国 
的 交点 的 两 条 线段 长 的 比例 中 项 

ARTE 。 从 加 外 一 点 向 团 引 两 条 制 线 , 则 这 一 点 到 每 条 制 线 与 圆 的 交 
点 的 两 条 线段 的 积 相等 . 

上 述 三 定理 统称 为 加重 定理 9, 它们 的 发 现 至 今 已 有 两 千 多 年 的 历史 .其 
中 相交 纺 定理 和 切割 线 定理 被 歇 几 里 得 编 人 他 的 《几何 原本 》( 第 三 篇 的 第 35 
个 命题 和 第 36 个 命题). 

它们 有 下 面 的 统一 形式 . e 


ARER — 过 一 定点 作 两 条 直线 与 定 加 相交 , 则 定点 到 每 条 直线 与 加 的 
交点 的 两 条 线段 的 积 相等 . 
即 它们 的 积 为 定 值 .这 里 我 们 把 相 切 看 做 相交 的 特殊 情况 , 切 点 看 做 是 两 
交点 的 重合 . 若 定点 到 圆心 的 距离 为 4, 贺 半径 为 +, 则 定 值 为 1 d? - P |， 
如 图 2. 15, 当 定点 已 在 加 内 时 ,dp - r? < 0, 其 绝对 值 等 于 过 定点 的 最 小 弦 
一 半 的 平方 ; 


图 2.15 
当 定 点 在 贺 上 时 ,d? -r = 0; 
当 定 点 在 圆 外 时 ,d? - r? > 0, 其 值 等 于 从 定点 向 贺 所 引 切 线 长 的 平方 
这 或 许 是 为 什么 称 为 贺 知 定理 的 由 来 .特别 地 把 | d? - r? | 称 为 定点 对 贺 
HE, RE 这 个 概念 是 瑞士 数学 家 施 坦 纳 最 先 引用 的 . 点 对 圆 的 备 是 “ 圆 几 何 
学 ”的 一 个 重要 概念 , 圆 寡 定理 则 是 “ 圆 几 何 学 ”的 一 个 基本 定理 . 


@@” 汪 江 松 , 黄 家 礼 .几何 明珠 [M] .武汉 :中 国 地 质 大 学 出 版 社 ,1988:124-127 
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我 们 看 到 ,切割 线 定理 是 割 线 定理 当 割 线 PCD ZHR C, D 两 点 重合 于 一 


点 了 的 极限 情况 (图 2.16(b)), 所 以 下 面 我 们 只 就 相交 弦 定 理 和 割 线 定理 给 予 
证 明 . 
$ 证 明 ”如 图 2.16, 联 结 AC, BD, 则 
# Z PAC = PDB 
500 
名 
题 
L. d 
š > 
E) pF 
(a) 
W 2.16 
e@ X. ZAPC = Z BPD , l| 
APAC A PDB 
PA _ PD 
有 PC = PB 
Bp PA - PB = PC - PD 


命题 得 证 . 
如 果 我 们 联结 PO , 交 圆 0 FE, F, WA 
PA ° PB = PC > PD = PE > FP = 


š d)(r + d) = P- dè = (MN yz, w p EAn 


(d - r)(d + r) = -r = PT?, 当 PP 在 贺 外 时 
这 即 是 我 们 提 到 的 结论 . 
最 后 指出 , 圆 篆 定 理 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 ,这 是 证 四 点 共 圆 的 常用 的 依据 . 
圆 宕 定理 的 逆 定 理 3 48, CD 相交 于 P, 且 PA- PB = PC.PD, 则 4， 
B,C, D 相 点 共 圆 (图 2.17). 


图 2.17 


Ta Geometry 
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特别 地 ,如 图 2.17(b) 4 C, D 两 点 重合 为 了 时 , 则 有 

切割 线 定理 的 逆 定 理 ”车 48, TP 2 PF P.E. PA. PB = PT2, 则 PT HJ 
AABT 的 外 接 圆 于 了 7. 

这 两 个 定理 的 证 明 是 很 简单 的 ,我 们 把 它 留 给 读者 . 


尝 加 每 定 理 的 推广 


定理 1 设 过 点 己 的 直线 4B, CD 分 别 与 二 次 曲线 ax? + by = 1 相交 于 4， 
8B8,C,D,( 对 双 曲 线 ; 仅 考虑 它 的 一 支 ) ,4B 的 倾角 为 a, CD 的 倾角 为 8, QS, QT 
分 别 为 平行 于 AB, CD 的 切线 ,S ,7 为 切 点 , 则 

PA: PB acosB+ bsin8 _ QS? 
PC + PD acosza + bsiña OT 
证 明 ”如 图 2.18. 设 PP 的 坐标 为 (xo,yo), 则 
AB 的 参数 方程 为 
t = xo + tcos a 
y = Yo + tsin a 图 2.18 
RA ar? + b? = 1 得 
(acosa + bsinza )t2 + (2axocos a + 2byosin a)t + axg + 68 - 工 =0 


由 上 的 几何 意义 有 


(m)eg3ao— amu ==z— = 


2 2 
Pile nja AHL 
PA- PB =l !*lt l=lt*tol= 2668. L baina 
N" S axd + byd — 1 
同 理 有 PG HDs acos28 + bsimp 


PA. PB acosB + bsin’ 
从 而 有 Pe- PD = sona bape ° 
设 Q 的 坐标 为 (m,n), 则 QS 的 参数 方程 为 
t = m + tcos a 
y=n+tsina 
am? + bn? -1 


同上 可 得 q =lunl= acosa + bsin2a 
am? + bn2 — 1 
or = acos28 + bsin2B 
QS _ | acos28 + bsim8 
所 以 QT? ”| acosza + bsin2a ° 


综合 四 ,@ ,定理 得 证 . 


EuuaBmma B arma 


A/A 
显然 , 当 a = 6b 时 ,ax? + by? = 1 为 一 个 团 , 有 Qs = gr, Am PAP - 
1 为 贺 军 定 理 . 
同 理 还 可 得 


定理 2 ” 设 过 点 P 的 直线 4B, CD 分 别 交 抛物 线 y? = 2px FA,B,C,D,AB 
的 倾角 为 =, CD 的 倾角 为 8, QS, 0T 分 别 为 平行 于 48, CD RIR, S, THIR, 
则 


PA- PB sim8 _ QS 
PC- PD sinia © QT 


更 一 般 的 ,还 有 
定理 3 设 过 点 P HERAB, CD 分 别 交 圆锥 曲线 4ix2 + Bizy + Ciy2 + 
Diz + Ey + F = O(A, B, ,Ci 至 少 有 一 个 不 为 零 ) 于 4, 有,C,D( 对 双 曲 线 仅 考 
虑 一 支 ) ,48 的 倾角 为 a, CD 的 倾角 为 8, QS. QT 分 别 为 平行 于 4B , CD 的 切线 ， 
5, 了 的 切 点 , 则 
PA: PB _ Acos? p + Bicos B ` sin p + CisimB _ o$ 
PC > PD Alcosa + Bicos a + sin a + Cisia — QT? 
证 明 仿 定理 1,08. 
定理 4 ”如 图 2.19, 设 Ai, A2, A3, Aa 是 同一 平面 4， a £ 
上 三 三 不 共 线 的 任意 四 点 , 直线 AA, Ay A, 相交 于 DENE 
P， 记 线段 PA = ali = 1,2,3,4), AAr4344, A 
全 434441, 人 444142,， 全 414243 的 外 接 圆 半径 分 别 为 。 4 
Ri, Ra, Rs, Ra WA 
RiRaya, = R3R4a3a4 (*) 
显然 , 当 Ai, A2, A3, A4 四 点 共 圆 时 ,有 
R, = R, = R> = R, 


图 2.19 


则 aia = 93G4 

即 PA, ` PA, = P43* P44. 这 便 是 贺 知 定理 ,所 以 定理 4 确 系 圆 宕 定理 的 一 
个 推广 . 

üE RA WRB 44 = alij = 12,3,4), 合 424344, 信 434441， 
全 444142, 公 414243 的 面积 分 别 表 为 S,.,S,, S3, S4, X. LAIPA; = a. 

根据 三 角形 面积 、 外 接 圆 半径 和 三 边 的 关系 ,有 


G23G34024 


R = “48, 


又 如 图 2. 19 所 示 
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S 
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MEREL 在 公 4BC 中 ,4P 为 Z BAC 的 平分 线 , 则 
PA? = AB - AC - BP - PC 
JE IË (Schouten, 1615—1660) 是 荷兰 数学 家 ,上 述 以 他 的 名 字 命名 的 定理 
也 是 平面 几何 学 中 最 著名 的 定理 之 一 , 它 在 解 题 中 有 着 广泛 的 应 用 . 
证 法 1 如 图 2.20, 延 长 4P 交 公 4BC 的 外 接 图 于 E, 联 


结 BE, 由 LBAE = ZPAC,ZE = LC, 得 人 4BE cn LAN 
aarc, Wii - 4E pa ZIN: 
AP ` AC 7 


AB : AC = AP .4BE = AP(AP + PE) = AP2 + AP - PE 
由 相交 弦 定 理 有 AP - PE = BP - PC, 代 人 上 式 即 得 


AP? = AB .4C - BP - PC 图 2.20 
证 法 2 ”如 图 2.21, 作 ZAPF = 人 4BP, 则 4 
入 4BPcm AAPF 
从 而 £=. q 
即 AP? = AB. AF 2 P ° 


亦 即 AP? = AB(AC - FC) = AB: AC- AB: FC © 
X ZC = ZC,ZPFC = ZPAF + ZFPA = 
Z PAB +Z ABP = 人 APC, 于 是 
AFPC A APAC 


则 PC 7 AC 


NO 
ON 


Fiskpa B masma mia 


A f A 宝 
即 re = PC @ 
= 4C 
AB _ BP 
又 因 4& = pri 
AC. BP 
AB = AC. @ 


@ 5 0 HAR, 10 A O 便 得 
AP? = AB » AC ~ BP. PC 
证 法 3 ”如 图 2.22, 延 长 4P 交 公 4BC 的 外 接 圆 于 M , 则 
MB = MC, 由 托 勒 密 定理 得 AM + BC = AC - BM + AB - 
MC, 即 


(AP + PM)BC = MC(AB + AC) @ 
H A PCM co A APB 得 
PB » CP 
PM = =P © 
AB: CP 
MC = FP © 
将 回 .@ 代 人 @@ 得 
PB. PC, pr _ AB- PC 
(AP + AP )° BC = AP (AB + AC) 
即 
AB | — 4 A 
AP? + PB - PC = pc (AB + AC) = pg , pp ^ + AC) = 
PC PC 
T] (AB + AC) = AB. AC 
(1 + 4C) 
故 AP? = AB - AC - PB - PC 
证 法 4 ”如 图 2.23 所 设 ,由 余弦 定理 有 4 
_ AB? + PA? ~ PR? _ AC? + PA? - PC 
cosa = 2AB. PA 90 5  2AC> PA 
故 有 AB? + PA? - PB? _ AC? + PA? - PC? 
2AB- PA = 24C: PA B c 


P 


2.23 
AB - PA? - AB - PC2 m 


(AC - AB) PA? = AB - AC(AC - AB) + AC : PB? - AB .PC2 


AB _ BP .PC = BP - 
因 4C = pc ' ™ AB PC = BP .4C, 则 
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AC - PB? — AB - PC? = PB +: AB - PC - AC » PB - PC = 
- (AC - AB)PB - PC 
从 而 (AC - AB)PA2 = (AC - AB) - AB - AC - (AC - AB)PB - PC 
有 PA? = AB » AC - PB .PC 
斯 震 腾 定理 的 逆 定 理 。 车 PP 为 人 4BC 的 边 BC 上 一 点 , 且 AB z AC, 
PA? = AB - AC - BP - PC, 则 AP 平分 ZA. 
证 明 ”如 图 2.24, 由 余弦 定理 有 4 
AB? = PA? + BP? + 2PA - PB + cos a @ 
AC? = PA? + PC - 2PA - PC + cos a @ 
© x PC + @ x PB 得 I 
PC - AB? + PB - AC? = PC(PA2 + PB?) + É P È 
PB(PA? + PC?) = 
BC - PA? + BC > PB - PC 
因 PA? = AB +: AC - BP. PC, 则 
PC + AB? + PB - AC? = BC(AB - AC - BP - PC) + 
BC + PB» PC = 
BC - AB - AC = 
(PB + PC) : AB - AC = 
PB - AB - AC + PC > AB » AC 
从 而 PB - AC(AC - AB) = PC : AB(AC - AB) 
X. AC - AB zz 0, 则 


图 2.24 


PB - AC = PC > AB 


即 AB PB 
ac = PC 
由 角 平 分 线 定理 的 逆 定 理 知 , PA 平分 Z BAC. 
从 上 面 的 证 明 我 们 看 到 ,由 PA? = AB- AC - BP ° PC TIEMIE = DR E 


Zhi = PË 也 可 推出 Ph = AB ,4C - BP - PC( 因 上 面 推导 可 逆 ). 这 说 明 ， 
角 平 分 线 定理 与 斯 元 腺 定理 实质 上 是 等 价 的 ,特别 地 ,对 外 角 平 分 线 ,斯 霍 腰 定 
理 结论 为 : PA? = BP - PC - AB .4C. 


显然 ,斯 答 腺 定理 是 斯 特 瓦尔 特定 理 的 一 个 特殊 情形 
党 三 角形 中 的 阿波 罗 尼 斯 定理 


阿波 罗 尼 斯 定理 设 P 点 分 A ABC 的 边 BC 成 m : n, 则 


NO 
AN 


(a)r pacos ax =m = 


NO 
oN 


Cemeg mia amia 


AR ü ¿m 


AP = 2 + — 


志和 mm 2 
men tm +n "(m + n’ 
此 定理 为 古 希腊 数学 家 阿波 罗 尼 斯 (Apollonius, 约 前 262 一 前 192) 给 出 的 . 
证 明 ”如 图 2.25, 由 余弦 定理 ,有 
© = AP? + BP? — 2AP > BPcos Z APB o 
= AP? + CP? + 2AP . CPeos Z APB © 
Q x n,@ x m, 两 式 相 加 . 


i m — 23 y 
又 以 BP = TR P = 而 + pe 代 人 ,定理 得 证 . 


必 三 角形 中 的 张 角 定理 Fo 


张 角 定 理 。 设 4,C,8B 顺 次 分 别 是 平面 内 一 点 P 所 引 三 条 射线 PA, PC， 
PB 上 的 点 ,线段 AC, CB 对 点 P 的 张 角 分 别 为 a,P, 且 a + B < 180, 则 4,C,B 
三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 9 守信 = sina + sinB. 


证 明 ”如 图 2.26,4,C,8 三 点 共 线 e M kK 


Saase = Saacp + Sacap 


HJ PA ° PB sin(a + B) = + PA PC sin a + 
PC ` PB ° sin B 
推论 ”在 定理 的 条 件 下 , 且 a = 8, 即 PC 平分 人 4PB, 则 A, C, B 三 点 共 


线 的 充 要 条 件 是 22&a = 吉 + k. 

上 述 定理 把 平面 几何 和 三 角 函 数 紧密 相连 , 它 给 出 了 用 三 角 法 处 理 平面 几 
何 问题 的 一 个 颇 为 有 用 的 公式 .用 它 去 解 几何 题 ,适当 地 配合 三 角形 面积 公式 、 
正弦 定理 ,三 角 公 式 、 几 何 知识 ,可 以 大 大 简化 解 题 步骤 ,众多 的 几何 问题 可 以 
得 到 简捷 地 统一 解决 


图 2.26 
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SZARE AR E 
斯 特 瓦 尔 特定 理 PH AABC 的 BC 边 上 任 一 点 (P < B,P x C), 则 
有 
AB2. PC + AC2. BP = AP2. BC + BP. PC» BC e 
= AP? = AB?» ÈC + ac>. BE - Bc: . BE, PC © 


据 史料 记载 ,该 定理 在 公元 前 3 世纪 由 阿 基 米 德 首先 发 现 ,但 事实 上 它 与 
公元 前 3 世纪 时 阿波 罗 尼 斯 定理 是 等 价 的. 1751 年 由 数学 家 西 姆 森 (Simson， 
1687—1768) 首次 证 明 , 但 因 英国 数学 家 斯 特 瓦尔 特 (Stewart,1717 一 1785) 曾经 
说 明 过 这 个 定理 ,一 再 在 计算 角 平 分 线 长 度 等 命题 中 运用 , 便 称 其 为 斯 特 瓦 尔 
特定 理 了 . 

下 面 给 出 这 个 定理 的 证 明 . 

证 明 ”如 图 2.27, 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 ZAPC < 90， A 
则 由 余弦 定理 ,有 
AC? = AP? + PC? ~ 24P - PC cos LAPC 
AB? = AP? + BP? - 2AP - BP cos(180 - ZAPC) = 

AP? + BP? + 2AP * BP + cos ZAPC B P c 

对 上 述 两 式 分 别 乘 以 BP, PC 后 相 加 整理 ,得 ORR 图 2.27 
OR. 

斯 特 瓦尔 特定 理 的 逆 定 理 。 设 8,P,C 依次 分 别 为 从 点 4 引出 的 三 条 射 
线 48 ,4P,4C 上 的 点 , 若 

AB? ; PC + AC? - BP = AP’ - BC + BP + PC - BC 
PC P BP .PC 


2, Bi 2. 
BC+AC pç ~ BC ° 86 ` BC 


AP? = AB- 
则 B, P, C 三 点 共 线 . 
证 明 令 人 BPA = 0), Z APC = 9, 对 人 4B8P 和 和 人 4PC 分 别 应 用 余弦 定 
理 , 有 
AB? = AP? + PR? ~- 24P PB + cos 0, 
AC? = AP? + PC? - 2AP + PC - cos 0, 
将 上 述 两 式 分 别 乘 以 PC, BP 后 相 加 ,再 与 已 知 条 件 式 相 比较 得 
— 2AP - BP. PC » (cos 0) + cos 0,) = 0 
由 此 推出 6 = 180 - 2, 即 证 . 


NO 
ON 


lajrosot=unzwgn m 


Ruhr B mism ama 


几何 R E 


斯 特 瓦尔 特定 理 的 推广 (1) W PH A ABC 的 边 BC 延长 线 上 任 一 点 , 则 


,Pc 2, BP 2. PC .BP 
AP? = - AB? Bc + AC gC t BC? ° S€ ` BC 


(2) Ë P J A ABC 的 边 BC 反 向 延长 线 上 任 一 点 , 则 


AP? = aB? PC aee. BE PC apee 


2. .` 
Bc + BC ° ° gC ` BC 


注 ” 若 用 有 向 线段 表示 , 则 四 ,@,@ 式 是 一 致 的 ， 
推论 1 设 P 为 等 腰 A ABC 的 底 边 BC 上 任 一 点 , 则 
AP? = AB? - BP. PC 
推论 2 设 4P 为 人 4BC 的 边 BC 上 的 中 线 , 则 
AP = AB + AG - Lge 
推论 3 APH A ABC H ZA 的 内 角 平 分 线 , 则 
AP? = AB » AC - BP PC 
推论 4 BAP H A ABC 的 人 4 的 外 角 平分 线 , 则 
AP? =- AB + AC + BP + PC 
推论 5 在 全 4BC 中 , 若 己 分 线段 BC WESE = 4, 则 
AP? = A(à - 1)BC2+ (1-A)482 +À + AC? 


注 APE = JN AP = pig AB, ETAC - grigi PO. 
利用 斯 特 瓦尔 特定 理 ,可 计算 得 三 角形 中 的 有 关 线 段 长 度 ， 
中 线 ma = EVI -a 


V 2(a2 + cè) - b? 


è 
" 
bl 一 |> s| 
六 
a 
四 
+ 
= 
| 
1 
° 
al 


š 
" 


内 角 平分 线 


@ 


@ 


外 角 平 分 线 


定理 D 在 四 面体 4 - BCD 中 ,4D L BC. 过 楼 BC 作 截 面 BCE XAD 于 


E,W 


DE Qç 


Shaor = DE. Shae + Ap ° Sasco - + BC ° AE + DE 


证 明 ”如 图 2.28, 作 AF | BC FF, EF, DF. 
注意 到 4D L BC , 知 BC 上 面 4DF, 所 以 BC Í EF , BC L 
DF. 记 人 4EF = a. XE A AEF 中 ,由 余弦 定理 有 

AF? = EF? + AE? - 2AE + EF + cos a 
两 边 同 乘 以 BC? 后 ,整理 得 
48 和 acs + BC? - AE? - 4S2 Mar 

4AE - BC - Sanc 
同样 地 ,在 A DEF 中 可 得 
45S2acp + BC? » DE? - 4Sacp 
“aa 4DE - BC > Sane 

由 上 述 两 式 消去 a ,整理 便 得 式 O. 
推论 1 当 Same = Saen 时 , 则 


cosa = 


O 王 扬 .Stewan 定理 向 空间 的 移植 [中 .福建 中 学 数学 ,1991(5):16. 


° 


NO 
ON 


(m)erg=ao< ag s x=— = 


NO 
oN 
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Ska = Skuse -到 BC2 - AE + DE @ 


事实 上 ,将 条 件 代 入 O 即 证 . 
推论 2 3 E 1MAD 的 中 点 , 则 
Shae = + Sha + F Shoo = 16BC2 + AD? @ 
事实 ,将 条 件 代 入 O 即 证 . 
推论 3 HL BCE 平分 二 面 角 4 - BC - D, 则 
Shn = Sane ` Sase = + BC? + AE + DE @ 
证 明 ”如 图 2.29, 面 BCE 平分 二 面 角 4 - BC - D. 
J E fE EE, L M ABC + E), EE, | W BCD +. E, W) 


EE, = EE; , JA] E 
k: . 

Same _ Semet EEI Vee _ Va AE P j> 

Saso “本 SA Em, Ye- ™ Yo-sar ™ DE y 

则 2E „Sao AE_ Samce _ 图 2.29 


AD 7 Sasse + Sapcp AD = SAABC + Sanco 


将 它们 代 人 O, HRN O. 


注 ”由 推论 3 的 证 明 过 程 可 得 如 下 两 个 有 用 的 结论 . 
结论 1 在 四 面体 4 - BCD 中 , 面 BCE 平分 二 面 角 4 - BC - D,E 在 4D 
上 , 则 


Sasse _ AE 
Saso ` DE © 


结论 2 ”在 四 面体 4 - BCD 中 , 面 BCE 与 面 48C 成 a 角 , 面 BCE 与 面 BCD 
E p fi, E TEAD 上, 则 
Saagc * sina _ AE 
Sasan > sin Å = DE © 
推论 4 HÆ = , 则 


E k Q 直人 
Sase = pyi +p pisso- 4 (k + D 4D? BC 


事实 上 ,类 似 于 定理 证 明 即 得 到 结论 . 
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党 关于 中 线 的 阿波 罗 尼斯 定理 


阿波 罗 尼 斯 定理 。 三 角形 两 边 平方 的 和 ,等 于 所 夹 中 线 及 第 三 边 之 半 的 
平方 和 的 2 倍 . 
证 明 ”如 图 2.30 所 设 ,M 为 4B 的 中 点 ,和 人 CMA = C 
a, 则 由 余弦 定理 有 
AC? = MC? + AM? - 2MC - AMcos a ° 
BC? = MC? + MB? + 2MC - MBcos a © 
由 AM = BM, 则 @ + @ 48 A “ = 
AC? + BC? = 2( MC? + AM?) 图 2.30 
阿波 罗 尼 斯 是 著名 的 希腊 数学 家 ,当时 以 “大 几何 学 
家 ”闻名 ,他 与 欧 几 里 得 、 阿 基 米 德 并 称 为 亚历山大 学 派 前 期 三 大 数学 家 . 他 在 
传统 的 欧 几 里 得 几何 基础 上 ,编著 了 《圆锥 曲线 论 》( Conic Sections). 这 部 著作 
分 八 篇 共 487 个 命题 ,有 一 些 比 欧 几 里 得 几何 更 为 精深 的 成 就 ,并 透露 出 “解析 
几何 ”思想 . 尤其 是 他 的 圆锥 曲线 理论 .论述 详尽 ,历经 1 500 年 ,后 人 几乎 无 所 
增补 .正如 克 莱 因 (Klein,1849 一 1925) 教授 所 说 :“ 按 成 就 来 说 , 它 是 这 样 一 个 织 
然 屹 立 的 丰碑 ,以 致 后 代 学 者 至 少 从 几何 上 几乎 不 能 再 对 这 个 问题 有 新 的 发 言 
权 , 它 确实 可 以 看 成 是 古典 希腊 几何 的 登峰造极 之 作 .” 
上 述 的 阿波 罗 尼 斯 定理 也 可 表述 为 :平行 四 边 形 的 两 条 对 角 线 的 平方 和 等 
于 其 各 边 的 平方 和 . 
关于 这 定理 ,也 有 书 称 帕 普 斯 (Pappus, 约 300—350) EWO. 


党 阿波 罗 尼 斯 定理 的 推广 


定理 1 设 P 为 人 4BC AB 上 的 点 , 则 
AC? - PB + BC? - AP = CP? - AB + AP - PB + AB 
显然 这 为 斯 特 瓦 尔 特 定理 . 
定理 2 平方 六 面体 四 条 对 角 线 的 平方 和 等 于 其 各 棱 的 平方 和 . 
证 明 ”如 图 2.31 所 设 , 在 oA BCD, 中 ,有 
BD? + 41C2 = 2(A1B? + BC) 


O 省 江 松 , 黄 家 礼 .几何 明珠 [M]. 武 汉 : 中 国 地 质 大 学 出 版 社 ,1988:90.95 
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同 理 ,在 AB, CD 中 ,有 
AC} + B,D? = 2(ABU + AD?) 
所 以 有 AC} + AC + B,D? + BD} = 
2(A1B? + AB} + BC? + AD?) 
又 因为 BC = AD, A,B? + AB} = 2(AB2 + 和, 所以“ 
有 图 2.31 
ACÎ + 41C2 + B,D? + BD? = 4(AB? + AD? + AA?) 


学 帕 普 斯 定理 


勾 股 定理 是 一 著名 定理 ,从 几何 角度 来 看 , 它 说 明 在 直角 三 角形 三 边 上 各 
作 正 方形 , 则 勾 、 股 上 两 正方 形 面积 之 和 恰好 等 于 弦 上 正方 形 之 面积 . 帕 普 斯 在 
勾 股 定理 之 基础 上 ,研究 了 更 一 般 的 情况 ,在 任意 三 角形 三 边 上 作 平 行 四 边 形 ， 
这 三 个 平行 四 边 形 面积 之 间 也 存在 类 似 的 关系 . 
帕 普 斯 定理 ”以 公 4BC 的 边 48 为 一 边 在 三 角形 内 侧 作品 4BB'4' ,使 4A'， 
B' 落 在 A ABC 外 .再 分 别 以 AC, BC 为 边 ,过 和,B', 作 口 4CED, 口 BFHC, 则 
ShaB4 = Soacgp + Sopsruc 
证 明 ”如 图 2.32, 延 长 DE , FH 相交 于 C' .联结 CC' . 因 £ 
Z CAB = ZC'A'B' EA pd 
LCBA = LC'B'A',AB = A'B' 
则 AABC LQ AA'B'C’ 4 
又 So4ccw = Soaczp 
Soascc = Soaruc( 同 底 等 高 ) p, rA 
SoaBBA’ = Secna 一 Sarwe 
而 Sawera - SakBCc = Sawonwa ~ SAhBC = 
Soccx + Sagcc = 
SoAcED + SoBruc 
则 Sows = Soan + SOBFHC 
这 个 定理 是 欧 几 里 得 《几何 原本 》 中 所 没有 的 , 它 第 一 次 出 现在 帕 普 斯 的 
《数学 汇编 》 一 书 中 . 帕 普 斯 定理 是 勾 股 定理 的 一 般 情况 , 当 A ABC 为 直角 三 角 
形 时 ,在 特殊 情况 下 由 它 可 导出 勾 股 定理 . 
大 约 从 公元 1 世纪 初 起 ,希腊 的 数学 特别 是 几何 学 开始 衰落 ,在 这 个 时 期 
内 很 少 发 现 新 定理 . 当时 的 几何 学 者 大 多 忙于 研究 和 阐释 前 代 大 数学 家 的 著 
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作 , 增 补 前 人 著作 里 的 一 些 证 明 ,做 一 些 评注 工作 . 帕 普 斯 是 其 中 较 著 名 的 一 
位 ,他 是 亚历山大 学 派 最 后 的 一 位 大 数学 家 . 著 有 《数学 汇编 》 等 《数学 汇编 》 
共 八 卷 (其 中 一 卷 及 二 卷 一 部 分 已 佚 失 ) ,这 部 著作 集 希 腊 数 学 之 大 成 ,许多 十 
代数 学 研究 成 果 幸 亏 有 帕 普 斯 的 著作 所 载 才 为 后 人 所 知 . 


党 月 形 定理 


月 形 定理 L RAABC 各 边 为 直径 所 作 的 三 个 半圆 形 ,图 2.33 中 两 个 带 
阴影 的 月 牙 形 面积 之 和 等 于 Rt ABC 的 面积 . 

证 明 A A ABC 为 直角 三 角形 , 则 

arb = 2 
1 * A O Ppyt Oy Feys 

故 有 和 (号 ) z "[2) z 上 (二) 
即 直角 边 上 两 个 半圆 面积 之 和 等 于 斜 边 上 半圆 的 
面积 . 

减 去 公共 部 分 (不 带 阴 影 的 两 弓形 ) 即 得 结 


论 . 

这 是 希腊 医生 、 数 学 家 希 波 克拉 底 (Hippocrates, 前 470 一 前 430) 研究 过 的 
一 个 问题 .这 一 问题 的 发 现 , 曾 给 数学 家 们 很 大 鼓舞 ,他 们 想 以 此 来 寻求 化 圆 为 
方 的 方法 ,但 最 终 还 是 一 次 又 一 次 失败 了 . 直到 1882 年 林 德 曼 (Lindemann， 
1852—1939) 证 明了 x 的 超越 性 后 , 才 彻 底 地 否定 了 这 个 问题 . 


党 施 坦 纳 - 雷 米 欧 司 定理 


WEA- 雷 米 欧 司 定理 ”两 条 内 角 平 分 线 相等 的 三 角形 为 等 腰 三 角 
形 @. 

这 是 一 道 脸 炙 人 口 的 几何 名 题 .日 本 数学 教育 学 会 会 长 井上 义 曾经 氏 誉 它 
是 “作为 一 个 难题 而 闻名 的 ”. 这 一 问题 是 由 德国 数学 家 雷 米 欧 司 于 1840 年 在 
给 斯 图 姆 (Sturm,1803 一 1855) 的 一 封 信 中 提出 的 . 他 说 ,几何 题 在 没有 证 明之 
前 ,很 难说 它 是 难 还 是 容易 .等 腰 三 角形 两 底 角 分 角 线 相等 ,初中 生 都 会 证 ,可 
是 反 过 来 ,已 知 三 角形 两 内 角 平分 线 相等 ,要 证 它 是 等 腰 三 角形 却 不 容易 了 ,我 


O 汪 江 松 , 黄 家 礼 -几何 明珠 [M] .武汉 :中 国 地 质 大 学 出 版 社 ,1988:155-160. 
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至 今 还 没 想 出 来 .斯 图 姆 向 许多 数学 家 提 到 了 这 件 事 ,后 来 是 瑞士 几何 学 家 施 
坦 纳 (Steiner,1796 一 1873) 给 出 了 最 初 的 一 个 证 明 , 所 以 这 个 定理 就 以 施 坦 纳 — 
雷 米 欧 司 定理 而 闻名 于 世 . 

施 坦 纳 出 生 于 一 个 贫困 的 农民 家 庭 ,14 岁 还 是 一 个 文盲 ,后 来 半 耕 半 读 ,22 
岁 考 入 德国 海 得 堡 大 学 ,1834 年 成 为 柏林 大 学 教授 . 

施 坦 纳 的 证 明 发 表 后 ,引起 数学 界 的 极 大 反响 .后 来 ,有 一 个 数学 刊物 公开 
征求 这 一 问题 的 证 明 , 经 过 收集 理 整 ,得 出 60 多 种 证 法 , 编 成 了 一 本 书 .到 了 
1940 年 前 后 ,有 人 况 用 添 贺 弧 的 方法 ,找到 了 这 一 问题 的 一 个 最 简单 的 间接 证 
法 .1980 年 美国 《数学 教师 》 第 12 期 介绍 了 这 个 定理 的 研究 现状 ,结果 收 到 两 千 
多 封 来 信 , 又 增补 了 20 多 种 证 法 并 且 得 到 了 这 一 问题 的 一 个 最 简单 的 直接 证 
法 ( 即 证 法 ). 从 问题 的 提出 ,到 这 两 个 简捷 证 法 的 诞生 , 竟 用 了 140 年 之 久 . 可 
见 在 数学 这 个 百花 园 里 ,几何 确 是 一 个 绚丽 多 彩 \ 引 人 人 胜 的 花坛 ,那些 耐 人 寻 
味 、 经 久 不 衰 的 名 题 ,经 过 几 代 数学 家 的 努力 ,得 出 了 一 些 发 人 深 省 的 精妙 解 
法 ,有 的 博大 深远 有 的 精巧 绝伦 ,使 我 们 不 得 不 为 之 惊叹 1 

施 坦 纳 原 证 ” 如 图 2.34, 假 设 AB > AC, 则 ZB < 


Zc, 
Z BEC > BDC 中 > D 
X ABCE 与 人 CBD 中 , 因 BD = CE,BC 公共 ， 
Z BGE > 人 CBD, 则 ey = 
BE > CD < 
作 口 BDCF ,联结 EF. H F 
BE > CD = BF 图 2.34 
则 A1 < £2 
又 CE = BD = CF, 则 
L3 = L4 
Bp LBEC < LBFC = BDC © 
O 与 @ 了 矛盾. 则 AB 不 大 于 4C. 同 理 AC 不 大 于 48 , 故 AB = AC. 
哈 塞 证 法 ”如 图 2.35. 作 全 BFDS2 和 全 FEBC, 联 结 FC, A 


则 
Z FBC = ZFBD + a = ZBEC +a = 
w-(2a +B) +a = z- (a + B) 
Z CDF = CDB + Z BDF = Z CDB + Z ECB = 
n-(28ß+a)+ß=n-(a + B) 
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由 2a +28 <z, W atp < 3AT 


LFBC = LCDF = x- (a + B) > Ș 


且 BC = DF,FC = CF 
从 而 ABCFS ADFC 
则 BF = DC 
而 BF = EB, 故 

BE= CD 
即 A BCE £ ACBD 
亦 即 Z EBC = 人 DCB 
故 AB = AC 


证 法 3 如 图 2.36, 设 BC = a,4B = c,AC = 5, 则 
由 角 平 分 线 定理 有 


bc ab 

aD sapoe aye 

bc ac 

AE mga PE an 

又 据 斯 库 顿 定理 ,有 
BD? = AB > BC - AD + DC = ac - Ż& . -2 
a+c a+c 
be _ac 


CE? = AC* BC - AE ` EB = ab - 
又 BD = CE, 则 


a+b a+b 


abe abe? 
a -Tareh Tard’ 

W (b —- c)Xa? + a2b + a2c + 3abc + b2c + be?) = 0 
显然 后 一 因 式 不 等 于 零 , 故 上 - c = 0, 即 AB = AC. 
证 法 4 各 边 如 前 所 设 , 又 设 人 4BC = 2a, 和 4CB = 28. H 

Saasc = Facesin 2a = Labsin 28 


则 sin 28 


又 因 Saas + SAapc = Saase + Sacre M 
Le- BDsin a + Ja - BEsina = +b - CEsin B + ja + CEsin 8 


X. BD = CE, 则 
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ON 
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sinf a+c 

amad ato @ 
0-048 

cos 8 _ ac + bc © 


cosa ab + bc 
车 a z B, 不 妨 设 a > 8, 由 于 ,8 均 为 锐角 , 则 cos a < cos 8, 从 而 由 人 @ 
有 


ac + bc 1 
ab + be > 


故 c > b 
另 一 方面 ,由 a > 8 有 2a > 28,0 b > ,矛盾 .这 说 明 a,8 只 能 相等 , 故 
AB = AC. 
证 法 5 ”如 图 2.37, 设 48 zx 4C ,不 妨 设 48 > 4C, 则 
B > a,€ A BCE Ñ ABCD 中 , 因 CE = BD,BC = BC, 
a <B, 则 


CD < BE e° 
#E =BDGE , W| 
GD = EB,EG = BD = CE 
则 LEGC = ZECG 
又 a < B, 则 


Z DGC > LDCG 
即 CD > DG = BE 
这 与 式 @ 矛盾 , 故 AB > AC 不 成 立 . 同 理 AB < AC 也 不 成 立 , 所 以 AB = AC. 
证 法 6 ”如 图 2.38, 假 设 4B > 4C, 则 一 4BD < 4 
Z ECA ,fE Z ECA th ,#E Z ECD' = 人 EBD, 交 BD 于 ZN 


六 , 则 四,C,D' ,有 四 点 共 圆 , 且 ED; = D'C < BE, H Z s 
此 BED > ED'C, 故 BD' > CE, 从 而 BD > CE, 这 与 y — N 
BD = CE 38 MU AB > AC 不 成 立 . 同 理 AB < AC 
也 不 成 立 , 故 AB = AC. 图 2.38 

下 面 我 们 给 出 前 面 提 到 的 最 简捷 的 直接 证 法 . 

证 法 7 ”如 图 2.39, 不 妨 设 LB > LC, E OE 上 取 MM, 使 人 OBM = 
Z 0CD ,联结 BM 交 4C 于 N, 则 

ABND o A CNM 
H CM < BD WJ 


Geometry 
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3 
BN > CN 

即 Zc > Zopu + EË = <€ , <Ë N 
WP ZC > ZB,B ZB > ZC, LB = ZC. ü 
证 法 8D i A ABC 的 边 长 分 别 为 48 = c,BC = b, 
CA = a, 则 ZB FSEK BD 为 M 
BD? = ñ = ac - AD + DC = J 
ae Ë) q 
(a+c) T V U (a + c) 1 
则 ZC 平分 线 CE 长 为 L 
co s 
CE = = bl - p e 

此 时 , 取 函 数 Fz) = ax(1 - Qon > c), WJ f(z) 3938 838. 
FÆ, M b > c 时 ,有 e 


BD? = ul = CÇ P-a) < ob(1- 二 ËD) < aü - S= cE? 
由 于 BD = CE, 则 


LE sN ESTs S 
AEFT AN- Ta D) ý TTS 
BD b = c. 


党 施 坦 纳 - 雷 米 欧 司 定理 的 推广 


定理 1 在 人 4BC 中 ,P 为 和 公 A 平 分 线 4D 上 异 于 D 的 任意 一 点 , BP, CP 
的 延长 线 分 别 交 AC,AB 于 E,F, 若 BE = CF, 则 AB = AC. 
证 明 ”如 图 2.40, 假 设 AB < AC , 据 余弦 定理 有 


CP? = AC? + AP? - 24C - APcos & 


BP? = AB? + AP? — 2AB + APcos 4 


2 
两 式 相 减 ,并 整理 得 
CP? ~ BP? = (AC - AB)(AC + AB - 2APcos $) 


O ” 赵 临 龙 .斯 坦 纳 定理 的 又 一 证 法 [ 相 . 福 建 中 学 数学 ,20038(10):16. 


NO 
oN 


FEunpa Bmgam 8 Inm 


几何 瑰宝 


车 记 边 BC 的 中 线 为 me, 由 显然 的 几何 关系 得 
AD < m < + (AC + AB) 


而 APoos $ < AP < 4D, 则 


AC + AB - 2APcos & > 0 


又 4C - AB > 0, 故 
CP? — BP? > 0 
则 CP > BP, 从 而 人 PBC > Z PCB. 
延长 48 到 G6, 使 AG = 4C, 联 结 GP, W AAGP 2 AACP ,í8 ZAGP = 
LACP. 
而 人 ABP > LAGP, 故 人 ABP > 人 ACP. 
在 PF 上 取 点 万 ,使 人 BEBB = 人 ACP, 则 B,C,E,H 共 圆 ,已 证 和 PBC > 


PCB, 则 ZHBC > 人 ECB, 即 HEC > BHE, 亦 即 CH > BE. 

又 CF > CH, 则 CF > 8B, 与 已 知 矛 盾 ， 

故 AB < AC 不 成 立 , 同 理 AB > AC 也 不 成 立 , 所 以 AB = AC. 

定理 2 ”如 图 2.41, 设 D,E 分 别 为 人 4BC 的 边 4C， 
AB 上 的 点 , BD, CE 分 别 内 分 ZABC,ZACB 为 1:k, 且 
有 BD = CE, 则 4B = AC. 

证 了 明 设 人 4BD = a,ZACE = B, 则 

LDBC = ka, LECB = k8 

假设 人 B > LC, W a > p, fE 0E LRA M, IE 

芝 0BM = B, 联 结 BM 交 4C 于 N, 则 


A NBD O A NCM 
因 CM < BD, 则 
BN > NC 
从 而 (k+1)8> B+ bk 
即 B> a 
亦 即 ZC» LB 
所 以 有 LB= ZC 


特别 地 , 当 k = 1 时 ,为 施 坦 纳 - 雷 米 欧 司 定理 . 
定理 3D 已 知 公 4BC, 点 D, E 分别 在 4C,AB 上 ,BD 与 CE 相交 于 P, 且 


O 周新民 .斯 坦 纳 定理 的 一 个 猜想 的 推广 [ 习 .中 学 数学 教学 ,1999(4) :20-21. 
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BD = CE, 对 于 mE€ ZU HH MRY k Ë l kia 1, 有 
AB" + kBP" = AC" + kCP", 则 AB = AC ° P 
证 明 ”首先 看 一 个 引 理 . H 
引 理 ”条件 同 定理 3, 过 点 E, CRA D, B 分 别 作 BD 和 CE 的 平行 线 ,得 | B 
四 边 形 FMNQ, 则 A, F, N 三 点 共 线 . ñ 
事实 上 ,如 图 2.42, 设 直线 FN 和 4B , AC 分 别 交 T 
FH, RIA, QF 和 BE 交 于 K, 记 BP = x,CP = y, $ 
EC = d, FN = e, 因 EC = BD, $% o FMNQ ŽW, 4 
边 长 为 d. 由 D 
HE _ KE £ 
HN = BN 8 
KF _ FE 
及 MB = EM 
2 HF _ FE: MB 
得 HN = BN- EM e@ 
m HE (d - x)(d - 
HF +e ` xy 
_eld-x)(d-y) 
即 ar = ry D 
再 延长 BF, 同 理 可 得 
_eld-x)(d-y) 
RF = “G ry D 


于 是 HF = RF, 即 A, H, R 三 点 重合 , 故 4,F,N 三 点 共 线 . 
回 到 定理 证 明 , 应 用 引 理 ,将 图 2.42 作成 图 2.43, 由 于 
AB? = BN? + AN? - 2BN . ANcos Z BNA = 


F + AN? -2y + AN + 55 
同 理 4C = x? + AN? — 2x AN ` zg 
@ - @@ 整 理 得 
(AB - AC)(AB + AC) = (y ~ z)(y + z = $AN) 图 2.43 
@ 


由 人 @ 式 , AB" — AC" = k(y" — xm). 
由 乘法 公式 , 当 m 为 负 整数 时 ,有 
AB" - AC" = (证 )" - Co)" = 


Ga - 46)((q8) =! + (qg) "2 46 +" GÀ = 


A a A 宝 


NO 
CA 


(AC - AB)(AB * AC)-1( AB™! + AB"™*? AC! + + AC™+!) 


e B mima arma 


y" — a" = (s — yay) IAE + rta + o + m m+1) 
则 (AB - AC)Qi = k(y ~ x)@> 
其 中 四 = 1BF,Q = Q> = 1. 
m 为 负 整数 时 
Qı = (AB - AC) 1(AB"*! + AB™*?AC! + + AC™!) 
Qa = (ay) (yt! + yal p a. + Mtt) 
E k, Q Q: 均 不 为 零 , 故 
DL 
y- * = gg, 4B- AC) © 
@ 代入 @ 整理 得 
(48 ~ AC) (M2(4B + AC) - (y + =) + $AN) -0 @ 
© 


+ 0 = WAB + AC) - (y +a) + SANB AN > erd > 7 由 四 知 


AB? > y? +e: AN -2d AN ` 58 = 5° 
所 以 AB > y 
又 d >xw4N > e,H @ 8 AC > x. 
这 样 O < Q;,X. AB + AC > PB + PC = y + x. 
Q) mE ZU {11, 且 k=1 时 ,有 


Q3 > AB+AC- (y + z) + FAN > AN > 0 
(Q) m € Z-U 141, 且 k < 1 时 ,有 
Q3 <- (AB + AC) - (y + x) + JAN 


由 d+d > etig <2 XAB+y > AN,AC + z > 4N, 故 
2AN < AB+AC+ x +y 

MUJ Q; < 0. 

由 (1),(2) 知 Qs = 0,# @ # AB = AC. 

推论 ”已 知人 48BC 中 ,点 D,E 分 别 在 4C,4B 上 ,BD 与 CE 相交 于 P, 且 
BD = CE. 

(1) Æ AB + BP = AC + CP, 则 AB = AC. 

(2) # AB - BP = AC - CP, AB = AC. 


S E iL uE d 
(3) 848 = p = 36 = gp AB = AC. 


J 
| 


(e) gs aE= sm gs 


SARRA 

汤普森 问题 ”在 人 48C 中 ,已 知 4B = AC, ZA = L1 = 20, 人 /2 = 3P, 
求 CCDE = a =? 

此 题 的 起 源 , 目前 没有 查 清 ,但 可 以 追溯 到 1920 年 前 后 . 初 看 此 题 无 从 下 
手 , 不 论 从 几何 或 三 角 都 仿佛 缺少 条 件 , 令 人 费解 . 

首先 给 解 的 是 1951 年 华盛顿 大 学 的 汤普森 教授 , 给 出 的 是 一 种 用 圆 内 接 
正 十 八 边 形 的 纯 几 何方 法 , 它 浓厚 的 几何 味道 和 巧妙 的 构思 颇 受 人 们 称道 . 滑 
忽 卢 大 学 的 伯 格 把 这 个 题目 及 解答 誉 为 几何 中 的 一 颗 宝 石 ,可 以 想见 数学 家 们 
对 它 的 厚爱 ( 即 解 法 1) .因此 后 来 有 人 称 之 为 “汤普森 问题 ”. 

解法 1 如 图 2.44, 首先 把 圆周 分 为 18 等 份 ， 
ŻA,OA = 360 + 18 = 20 ,4i47 与 4341s 对 称 于 © 


042, 所 以 它们 的 交点 E fE OA, 上 ,又 设 4345 交 OA, 
于 D. 因 为 
LA1041 = 20 x 6 = 120 
所 以 2 = L (80 - 120) = 30 
而 分 hishia0 和 人 入 04is43 是 等 边 三 角形 , 所 以 
41543 垂直 平分 OA F ,所 以 
OD = DA = DA, Z1 = DOA, = 20P 
因此 ,D,E BEP. N 
ZADE = LODM = 90 - 2 = 7 
Z ADA; = 人 4i04 + Z1 = 20 + 20 = 40 
所 以 a = ZADE - ZADA = TP - 4 = 30 
以 上 “汤普森 ” 解法 别出心裁 ,构思 奇妙 . 
解法 2D ”如 图 2.45, 延 长 CB 至 6, 使 CG = 
CD ,联结 DC, 则 全 CDC 是 等 边 三 角形 ,在 BD 上 
WA HË CH = CB, 则 


B 
LCHB = ZCBH = (8 - ZA) = 8 4 A 
LBCH = 180 - 2L CHB = 20 a 

所 以 人 LHCD = ZX BCA - Z1 - Z BCH = W 2.45 


O ” 厉 飞 兴 . 构 造 正 三 角形 解 " 汤 普 琳 ” 问题 [中 .数学 教学 通讯 ,2003,11( 上 ):37-38. 
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Etanpa B mmm 8 I> 


几何 瑰宝 
BOP - 40 = 40 
而 LHDC = LA + L1 = 20 + 2 ° = 4° 
所 以 LHCD = Z HDC 
则 HD = HC 
又 CE = DG,GH = GH, 所 以 
A GHD L A CHC 
所 以 LHGC = +ZDGC = W 
因为 Z CBE = LABC ~ /2 = 8P -30 = 50 
Z CEB = ZA + L2 =W +W = SP 
所 以 CE = CB = CH 


X ZHCG = ZECD,CD = CG, 所 以 
A DCE 2 A GCH 


所 以 a = Z HGC = 30 
解法 3 如 图 2.46, 以 CD 为 一 边 作 正 Fr- 
ADCF, X AC 于 G6, 则 \ 
DG // BC ) 
可 知 DB = GC 
因为 4B = AC, ZA = 20P, 所 以 
Z ABC = LACB = 8 图 2.46 
Z BEC = 2+ ZA = 5 
所 以 Z BEC = Z ABC - X2 = W 
所 以 LBEC = 人 EBC 
所 以 BC = CE 
因为 Z FCG = Z FCD - Z1 = 4° 
ZCDB = ZA + Z1 = 4 P 
所 以 Z FCG = 人 CDB 


X GC = BD,CF = DC, 所 以 
ACFG 2 A DCB 
所 以 GF = BC,DC = DF = DG + GF = DG + BC 
H ZA = 人 1 知 4D = DC, 而 
CD _ AD _ DG DF DF-DG _ DF - DG _ GF 


CE 


AB 7 AB "` BC ` AC ` AC-BC ` AC - EC " AET 
所 以 AABE cm A CDE 
所 以 a = (2 = 30p 


AE 
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解法 4 如 图 2.47 AD 为 边 作 正 A ADF 3 Æ 
4C 于 6, 由 于 二 
Z1 = ZA = 20 

则 AF = DF = AD = DC 
LF = @P - ZA = 4P = ZA + Z = ZBDC 
ZF = 6 = ZACB - Z1 = 人 BCD 图 2.47 
故 AAGF 2 A DBC 
所 以 BC = GF 
因为 和 CG6D = ZXADF + ZA = 8 
LCDG = 18% - Z1 - Z CGD = 8O 


所 以 GC = DC = DF 
而 LBEC = Z2 + ZA = SF 
LEBC = Z ABC - X2 = 50 
所 以 EC = BC = GF 
所 以 GE = GD 
所 以 LGDE = + (180 - 人 CCD) = so 
所 以 a = LCDG - Z GDE = 80 - 50 = 30 


解法 5 如 图 2.48, 以 AB 为 一 边 作 正 
AABF,2 AC + 6. 因为 
AB = AC, ZA = 2 
所 以 Z ABC = LACB = 8 
因为 人 BEC = 2+ ZA = 5 
LEBC = LABC - Z2 = 5 
所 以 BC = EC 
因为 Z BGC = ZABF + ZA = Z GCB 
所 以 BG = BC = EC 图 2.48 
因为 人 CDB = ZA + Z1 = 4 = ZBAF - ZA = ZFAG 
LBCD = ZACB - Z1 = 60P = ZF 


所 以 ABCD c> À GFA ,所 以 
BC _ CD 
GF = FA 
EC CD 
M BF - BG 7 AB 
EC CD 


NO 
ON 


Cia e EEEE a 


n 
X Tia 
又 人 1 = 人 4, 所 以 
平 ACDE co AABE 
E| 。 所 以 a = 2 = 30 
A 解法 6 ”如 图 2.49, 在 BD ERAF, iE CF = 
名 CB , 则 
š LCFB = LABC = 8P, ZFCB = ZA = 2 
m 因为 
H LBEC = A2+ ZA = 5 
ta LEBC = Z ABC - 22 = 50 W 2.49 
所 以 BC = CE = CF 
X. ZFCE = ZACB - Z FCB = 6DP, 所 以 人 BFC 是 等 边 三 角形 .而 
@ Z FCD = LACB - X1 - FCB = 4° 
ZFDC = LA + Z1 = 4 
所 以 FD = FC = FE 
因为 LDFE = 180 - CFB - Z CFE = 180 - 80 ~ 60 = 40 
所 以 LFDE = FED = 去 (180 - ZDFE) = 1 
所 以 a = Z FDE - Z FDC = W - 4; = 30 
解法 7D ”如 图 2.50, 过 也 作 DF // BE %€ AE FF, N) 
4 = 4E ZADF = ZABE = 30 


TE AAEB 5j ABCD 中 ,由 正弦 定理 有 
AE -sin30 BC _ sin 40° 


AB ` sin130'CD ` sin 80 


而 sin3® 1 sin40 
sin 130° ”2cos 40 ~ sin 80 
则 AF AE _ BC 
AD 7 AB ` C 
又 BC = CE( 证 法 6), 则 
AF _ CE 
AD 7 CI 
ZA = DCE 
则 AAFD 2 A CED 


< CDE = Z ADF = W 


O ” 周 运 明 ,一 道 古 题 的 七 种 解法 []] .数学 教学 研究 ,1997(6):27-28- 
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解法 8 ”如 图 2.50, 过 D 作 DG // BC 交 4C 于 点 G6, 联结 BG 交 CD 于 P, 联 
结 PE. 由 人 BCD =60, 知 A PDG, A PBC 均 为 正三 角形 . 

X LEGP = LEPG = 49, 则 EG = EP. 

而 DG = DP, 则 DE 垂直 平分 线段 PG, 故 


LCDE = +Z CDG = XP 


解法 9 如 图 2.51, 过 C 作 一 BCH = 30, 交 BE 于 Q, 交 4B 
+ B, 
可 试 证 DE // HC, RWE Sanco = Saeco, BITENE 


tep .CO .sin30 = 六 CE - CQ + sin 5° 


CD _ sin SP 
亦 需 证 CE = sin 3 ° 
HE ABCD 中 ,由 正弦 定理 ,有 
CD _ _ _BC 
sin 80 ` sin 40° 
CD _ sin 80 
则 CE = sin 45 © 
由 中 ,@ 有 
sin 50° _ sin 80? 
sin 30 ` sin 40? 
从 而 DE // HC 
故 Z CDE = Z DCH = 3° 


解法 10 ”如 图 2.52, 分 别 过 4,C 作 直 线 DE WER, É 
EHNE M,N. 
H RAAME co RtA CNE, 有 
AM _ AE 


CN = EC 
可 设 AB = 1, 则 
BC = CE = 2sin 1 
AE = 1 - 2sin 1° 


AM _ 1-2sin10 
从 而 CN © sin IF 
即 Saa _ AM _ 1- 2sin 10 D 


Sacr CN 2sin 10 


AD + DE - sin(140° — a) 


Saco DE CD - sin a sina 


= sin(140 - a) © 


N 
o 


OA 


(m)rp-ac— aE w = — ZJ 


` 

A 
= 
a 
# 
W 


由 四 ,@ 可 得 
sin(140° - a) +sina _ _ 1 
sin a ~ 2sin 10? 
$ Bp 4sin 10Psin 70Peog(70P - a) = sin a 
sin 30Psin(20p +a) _ 
# 亦 即 ain SP = sina 
= sin(20 + a) = sin 5° 
a W| a = sin 3° , 故 
xm a 为 锐角 
Š a = 3° 
(E) = 
学 三 角形 的 广义 正弦 定理 
@ 定理 1 若非 直角 A ABC 的 外 接 贺 半径 为 R,4D, BE, CF EZRM, D,E, 
F RER, H REO WA 
AH... BH... CH U. 
(D Teos AT = Teos BI = Teos CI = 2R. 
DH Š EH 3 FH 3 
(2) Taos Beos C 1 = l cos Ceos A | ~ Icos Acos B | ` 28; 
EF DE __ Dr __ 
(3) | sin Acos A | 7 Isin Ccos C | ` | sin Bcos B | 7 2R. 
AH > BH _ BH» CH _ CH - AH 
(4) FH = DH = EH = 2R. 
AB. CH _ AC. BH _ BC - AH _ 
OSE = pp = EF =2R. 
(6) AB. AC x”. T G Be BA = 2R. 
AD BE CF 


(7) 对 任意 三 角形 ,5 Bsin C = sin Asin C = sin Asm B = 2R. 
证 明 (1), (2)0 若 A ABC 是 锐角 三 角形 ,如 图 2.53(a) 所 示 . 


4 H 


@) (b) 
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2 
H AE = ABcos 4,AB = 2Rsin C, 有 
AE = 2Rcos Asin C P 
X C,E,H, DIA, ZC = ARE, 则 y 
AE = AHsin C, EH = AHcos C H 
从 而 AH = 2Rcos A, EH = 2Rcos Acos C p 
© 若 A ABC 为 钝 角 三 角形 ,不 妨 命 4 为 钝 角 ,如 图 2.53(b) 所 示 , 则 T 
AE = ABcos(180 — A) = AB | cos À | = y 
2Rsin C | cos A | ? 
X C,H,E,D 共 贺 , 人 AHE = 人 4CB, 则 P 
AE = AHsin C, EH = AHcos C 
从 而 AH = 2R | cos A |, EH = 2R | cos Acos C | 一 
由 @,@ 知 , 斜 全 4B8C 中 ,有 
AH = 2R | cos A |, EH = 2R | cos Acos C | 
同 理 有 @ 


BH = 2R | cos B |, CH = 2R | cos C | 
DH = 2R | cos Bcos C |, FH = 2R | cos Acos B | 
WA), (2) 成 立 . 
(3) 车 OABC 为 锐角 三 角形 ,如 图 2.53(a) 所 示 ; 若 A ABC 为 钝 角 三 角 
形 ,不 妨 命 LA 为 钝 角 , 如 图 2.53(b) 所 示 . 因 
AE = AB | cos A1,AF = AC | cos A I 


由 余弦 定理 
EF? = AE? + AF2 ~- 2AE - AFcos A = 
(AB? + AC? ~ 2AB » ACcos 4)cos24 = 
BC2cos24 
则 EF = BC | cos A |, BC = 2Rsin A 
从 而 EF = 2R | sin Acos A | 


闻 理 DE = 2R | sin Ceos C |, DF = 2R | sin Bcos B |, 故 (3) 成 立 . 
(4) H(1),(2) 即 可 推出 . 

(5) 由 (1),(3) 有 

CH = 2R | cos C |, DE = 2R | sin Ccos C | 


AB. CH _AB-2R\cos C| _AB 2 
MEDE = 2RTsin Ceos C| = sin G = 2R FERRME. 


(6) 由 三 角形 面积 公式 即 有 AB - ACsin 4 = AD . 2Rsin 4 等 三 式 即 证 . 


四” 周 余 孝 . 斜 三 角形 中 正弦 定理 的 类 比 定理 及 应 用 [了 .数学 教学 研究 ,1991(6) :33-34. 


X TE 
G) AD = 6 = 站 如 5 -2Rein Bsin C 等 三 式 即 证 . 


定理 20@ G E AABC 的 重心 ， 
(1)GD, GE, GF 是 6 P| BC, CA, AB 的 距离 , 则 
Gp _ G _ G 2 
sin Bsin C sin Csin A sin Asin B ” 3 


(2) 设 任意 A ABC 的 三 中 线 m。, ms 和 me, 则 


R 


Ma m. 


VB + IMG oA VIA 281? C — in B 


Finer enkan 


= 2R 


Me 
和 VIA + Zoin? B — sin? C 
证 明 (1) 如 图 2.54, 联 结 AG 并 延长 交 B8C FA , 作 
@ “1 8C 于 凡 则 由 全 G4Dc 和 44 及 以 及 重心 的 性 质 


可 得 
CD _ 工 
AH = 3 
所 以 GD = AH = jABsin B = Š Rein Bsin C 
同 理 GE = ZRsin Csin A, GF = Š Rein Asin B 
故 (1) 成 立 . 
(2) App ku 
V2b 42- at = 


s: 
+ V2(2Rsin BY + 2(2Rsin C) - (2Rein A = 
Ñ V2sin B + Zoi? C ~ si - 2R 


thum AE 的 第 一 个 式 子 .类 似 可 证 明 
其 余 两 个 等 式 ,证 毕 . 

定理 3 设 0 是 锐角 A ABC 的 外 心 . 

(1) OD, OE, OF 分 别 是 0 到 BC,C4,4B 的 距离 , 则 


OD _ OE or 
cos A 7 tos B 7 cos G 7 


an e Sa | aa 1250122: 
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(2) AO, BO, C0 分 别 与 其 对 边 交 于 41, B1, C1, 则 


AA, y BB, i 
sin Bsin Crec(B — C) 7 sin Csin Ascc(C — A) 7 
cc, 


sin Asin Bsec( A — B) = 2R 


证 明 (1) 如 图 2.55, 联 结 08, 由 0 是 全 4BC 的 外 
心 易 知 BOD = Lh, 所 以 OD = OBcos 人 BOD = 
Reos A. 

同 理 OE = Reos B,OF = Rcos C. 故 结论 成 立 . 


(2) 如 图 2.56, 作 AH L BC FH,OD L BC 于 D, 则 P ° 
H 图 2.55 
A0DA, CO AAHA, 
OA: op A 
可 得 OA, + R ` AH 
则 04 = 在 -的 
由 定理 3(1) 知 OD = Reos 4, 所 以 
B A Are 
R- AH ' 
AA = OA, + R = A = 222 
R» ABsin B 


AB-sin B — R- cos A ~ 
2R2sin_Bsin C "Ñ 
R(2sin Bsin C — cos A) ~ 


2Rsin Bin C = 2Rsin Bsin Csec(B ~ C) 
同 理 BB, = 2Rsin Csin Asee( C - A) 
CC, = 2Rsin Asin Bsec(A ~ B) 
故 结论 成 立 . 
定理 4 设 1 为 公 4BC 的 内 心 ， 
am R PEER 4k. 


sinen snang singsing 
(2) 设 任意 三 角形 的 三 内 角 平 分 线 taste Pte M 
ta ts te 
sin Bsin C = sin Asin C ` sin Asin B 7 
o B.C cos A C a | A= B 
2 2 2 


证 明 (1) i A ABC 的 内 切 圆 半径 为 r 据 三 角形 面积 公式 及 正弦 定理 ,得 


2R 


NO 
oN 


{nF 号 OK 


NO 
oN 


Ferr Bearg Imk 


A ü DE E 


Fra + b + e) = 2R2sin Asin Bsin È 
由 此 可 得 
r = 4Rsin Asin sin < 


2 
如 图 2.57, 过 了 作 冯 上 AB + D,WJ 
u=- - M = 4Rsin ein Š 
a sin 2 


同 理 1B = 4Rsin sin &, IC = 4Rsin 4 sin Ë 
故 结论 成 立 . 


图 2. 
(2) 在 图 2.58 中 ,4D = 4 是 4 的 角 平分 线 ,在 和 
AABD 中 应 用 正 艾 定理 有 Á 
ta 
sin B 7 sin Žaba ç ï 
又 由 正弦 定理 有 
c = 2Rsin C 
A m (B Oy. S D e c 
而 人 ADB = w- B - $ =r- B-53 ağ Es 


把 右边 第 二 个 因 式 变换 到 等 式 的 左边 即 得 结论 的 第 一 式 .类 似 可 证 其 余 两 
等 式 , 证 毕 . 
定理 5 设 Æ A ABC 中 切 边 BC 的 旁 切 圆 圆心 , 则 


WA _ ac _ 
2 cos cos K sin u Cos c x sin A cos B ai 
2 ° 2 2°% 2 2 ° 2 
(2) 设 rm,myr 分 别 是 人 4BC 的 旁 切 圆 的 半径 , 则 
Ta Th Te 
=. A" C A SAR 
2 sin 2 cos 2 cos 


wn B £ “Ë 
sin 2 cos 2 cos 5 sin 2 cos 7 cos 


证 明 (1) 如 图 2.59, 在 A ACI, 中 ,由 正弦 定理 有 


AC _ _lA 
sin £1 ~ sin Z2 
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5 aco IA A 
sinB sin(Ž +) eo E 
* 这 2 


同 理 LB = 4Rsin &cos 上 ,1C = 4Rsin &cos £ 


故 结论 成 立 . 
(2) 如 图 2.59, 易 知 


Ta = lA ` sng = 4Rsin A eos Bo £ 


同 理 n = 4Rsin B oos E eos i rs = 4Rsin £ oos Aok 2 故 结论 成 立 . 
定理 6。 设 公 4BC 满足 条 件 ;4 > B > C, 它 的 三 外 角 平分 线 为 wait 和 
t'o D y 


r 7 ' 
to te te 


sin Bsin C ” sin Asin G " sin Asin B = 2R 
OO 
sin 2 sin 2 sin 2 
证 明 ”在 图 2.60 中 ,t'。= AD 是 4 的 外 角 平 
分 线 , 因 假设 B > C, 故 r, 是 存在 的 , 这 时 在 A b 
AAD'B 中 应 用 正弦 定理 有 5 Z — 
t. 
sin(x ~ B) ` sin ZADA 图 2.60 
又 由 正弦 定理 有 
c = 2Rsin C 
而 人 4D'B8 = n- (r- B) -FHE = 35, 代 人 上 式 得 
t'a in C 
an B = 2R 一 且 6 


把 右边 第 二 个 因 式 变 换 到 等 式 的 左边 即 得 结论 的 第 一 式 , 类 似 的 可 证 其 余 
两 式 ,证 毕 . 

定理 7 ”三 角形 高 线 . 中 线 和 内 角 平 分 线 的 广义 正弦 定理 和 正弦 定理 是 相 
互 等 价 的 ; 当 三 角形 的 三 条 外 角 平分 线 存 在 时 ,外 角 平 分 线 广义 正弦 定理 和 正 


NO 
oN 


(ma)eg=So<— aE =m m= 


SNw 
oN 


Fina B mima ama 


弦 定 理 也 是 相互 等 价 的 .中 
证 明 JE AEREA 1(7) SEZER SME RKE, H 


a = h,(cot B + cot C) 


有 ha EEA Š 
sin Bsin C ~ sin À 
由 此 即 知 定理 1(7) 与 正弦 定理 的 等 价 性 ， 
其 次 证 正弦 定理 与 广义 正弦 定理 2(2) 的 等 价 性 ,前 者 A 
推 证 后 者 在 定理 2(2) 的 证 明 中 已 给 出 , 故 只 需 证 后 者 推 证 
前 者 .在 图 2.61 的 RA A0D 中 ,有 


ma = V OD? + AD? = ($ hes C)? + h = <= ` 
3 
csc? C + hê ~- acot Ci +f 图 2.61 


在 上 式 中 以 h。 = Q B y 00C 代 人 后 化 简 并 利用 sim4 +sim B ~ si C = 
2sin A » sin B ° sin C, 得 


23 a?sin?B asin Ccos C ` a? o 
ma EN jmA -~ sin4 f 4 
2 V Asi B — dein Asin Boin C + sinA = 
2sin À 


另 一 方面 ,由 定理 2(2) 
对 比 上 述 两 式 即 得 2 = 2R, 故 正弦 定理 成 立 . 
在 图 2.61 中 假定 了 C 为 锐角 , 当 C 为 钝 角 时 类 似 可 


JE: 
FE LEREM 1(7) 与 广义 正弦 定理 4(2) 的 等 价 
性 :在 图 2.62 的 RtA40D 中 ,有 


ha = tasin LAOD = tosin(B + 2) = 
m= (B+ C JE 
man Ë 


tasin( B + 


O ” 陈 洪 木 .三 角形 广义 正弦 定律 及 其 应 用 [中 ,数学 通报 ,1995(7):33. 


Treasure N Geometry 


C-B 
tacos 2 
由 此 式 即 知 两 定理 的 等 价 性 . 

最 后 证 当 三 角形 的 外 角 平 分 线 存在 时 ,内角 与 外 角 平 分 线 的 广义 正弦 定理 
4(2) 与 定理 6 的 等 价 性 :由 图 2.60 易 知 ADAD 是 一 直角 三 角形 , 故 i。 和:'。 存 
在 如 下 关系 

ta = t'atan LAD'D = rotan 25E 
由 此 式 即 知 两 定理 的 等 价 性 . 

综 上 所 证 ,定理 证 毕 . 

定理 8 ”在 人 48C 中 , 设 和 ,B',C' 分别 为 边 BC, CA, AB 所 在 直线 上 的 点 ， 
A ABC 的 外 接 贺 半径 为 R,X1,X2,Xh3 € (= % , + %m), 则 有 @@ 


@ 


r 


A4' 
sin Bsin Ccsc(A1A + B) = sin Csin Acsc(A2B + C) 7 


rR O 
或 等 价 形式 
sin Bsin Csec( (和 -二 )4 £ B 3 €) s 
BB' d 
sin Csin Asee( (42 - +) 8 + £34) 
cc ë 


sin Asin Bsec( (às - 1) C+ aa) 
其 中 X414,X2B,X3C HAB, BC, CA SIIA, B, C 为 圆心 旋转 到 44' , BB' , 
CC' 而 成 的 角 ,并 规定 逆 时 针 旋转 为 正 角 , 顺 时 针 旋 转 为 负 角 . 
证 明 (1) 4A, € [0,1], 即 4' 在 边 BC 上 时 ,如 图 2.63, 设 ZBAA' = 
AA, Z CBB' = AxB,Z ACC = A3C(A1,42,43€ [0,1]), 则 在 全 44'C 中 ,利用 
ERRERA 


Aa _ AC 
sin C ` sin LAA'C 
X. ZAA'C = B + AAA,AC = 2Rsin B, 代 人 上 式 有 


统一 HRU ;2002(1) :29-30. 
和 TAR BAT Ë: 通报 ,2003(1) :23-24、 


B 


NO 
ON 


(e) aoa z === 
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NO 
ON 


sin Bein Cosel à, A + 8) = 2Ë 
同 理 ,在 公 B8B'4 中 和 A CC'B 中 分 别 有 
N —— B = 2R 
R sin Csin Acsc(X42B + C) 
何 CC Rp 
ies sin Asin Bese(ÀsC + A) = 
5 由 人 @,@,@ 即 得 @. 
m 下 面 证 明 Q@ 可 写 为 @@， 
š 由 sin(AA + B) = eo $ - 21A - B) = 
[E 
asss -àd = B) = 
1 C-B 
; 下 全- 
1 B-C 
e(a- 14,859) 
则 csc(AA + B) = sec( (ài -去 )4+ 226) 
Hg csc(A2B + C) = sec( {a2 - +) B + £34) 
csc(AaC + A) = see [ (às -二 ce + 4 7 B) 


将 上 述 三 式 代 入 O 即 得 O. 

(2) 343, € (- % ,0) Bf, A' 在 CB 的 延长 线 上 ， 
如 图 2.64, 此 时 X14 < 0,ZBAA' =-~ àA, 在 
公 44'C 中 ,利用 正弦 定理 ,有 


A4 AC @ 

sin C ` sin ZAA'G 4 2 G 
TÌ ZABC = LAMA'C + LBAA' = ZAA'C -A,A 图 2.64 
所 以 ZAA'C = LABC + MA = MÁ + B 


又 因为 4C = 2Rsin BRA @ TEO. 
(3) 42, € (1, + œ) BF, B' 在 BC 的 延长 线 上 ,如 图 2.65, 此 时 X14 > 0. 
在 公 44'C 中 ,利用 正弦 定理 ,有 


A hc © 
sin ZACA' 7 sin ZAAG 
而 4C4' = 180 - ZACB = 180 ~- C 


Z AA'C = 180 - (LABC + Z BAA') = 


Treasure N Geometry 


180 - (B + àA) 4 
所 以 sin ZACA' = sin(180° — C) = sin C 
sin Z AAC = sin(180° — (B + 414)) = sin(B + x, A) 
又 4C = 2Rsin BRA OTRO. Ë t 
同 理 可 得 
BB' 图 2.65 
sh Coin Aosc( aB + C) = aR @ 
A Bas = 2R 9 


由 图, 四 ,@ 即 可 得 四 ,由 (1) gI D,@ 等 价 ,所 以 @ 成 立 . 

作为 定理 的 特例 ,可 以 给 出 如 下 的 推论 : 

推论 1 在 定理 8 中 取 X, = À = 13 = 0 或 A = 42 = À> = 1, 则 人 就 是 
EKZEM. 

证 明 当 ) = )2 = 43 = OR, A, B', C 分 别 重合 于 点 B,C,4, 此 时 
44' = AB,BB' = BC,CC = C4, 即 知 D 就 是 正弦 定理 ， 

REM Ai = àz = Àx = 1 时 ,44' = AC,BB' = BA,CC' = CB, 又 此 时 
csc(A1A + B) = csc C,csc(A2B + C) = ese A,csc(A3C + A) = csc 有 ,代入 四 
即 得 正弦 定理 . 

推论 2 ”在 任意 人 4BC 中 , 取 定理 8 中 的 44' , 88' ,CC' 分 别 为 人 4BC 的 
边 BC, CA, AB 上 的 高 hh, hh,h。, 则 有 定理 1(7) RE. 


证 明 (1) 当 公 ABC 为 锐角 三 角形 时 ,在 公 A4'B 中 ,X14 + B = > lq 
csc(A14 + B) = 1. 同 理 ,csc(42B + C) = csc(h3C + B) = 1. 即 可 证 . 


(2) 当 公 4BC 是 直角 三 角形 时 ,不 妨 设 C = 90, 4 
如 图 2.66 所 示 , 有 > 
ha = AC, h, = BC 
h, = CC' sin C = 90° 
uB =0 # EAS 
AA+B=A+B=%0 图 2.66 
MB+C=0+C=%0 
à3C +A = LC'CA +A = 90 
所 以 cse(hM14 + B) = cse(À;B + C) = 
cese(ÀsC + A) = 1 四 


E ORA O 即 得 结论 . 


NO 
ON 


(e)r pa o<——a Zm == = 


X 几何 瑰宝 


(3) 当 A ABC 是 钝 角 三 角形 时 ,如 图 2.67 所 示 . 有 
AB = - Z CBB' 
所 以 À A + B = Z BAA' + Z ABC = 9% 
à2B + C =- Z CBB' + Z ACB = 90 
ÀC +A = LC'CA + Z BAC = 90 
所 以 四 成 立 ,结论 也 成 立 . 
推论 3 在 任意 公 4BC 中 , 取 定 理 8 中 的 44' , BB' ， 
CC' z A ABC 的 外 心 , 则 有 定理 3(2) 成 立 . 
证 明 (1) 如 图 2.68, 当 A ABC 为 锐角 三 角形 
时 , 设 0 为 人 ABC 的 外 心 , 则 由 04 = OB = 0C 知 


-C 


Fase ËB mmm g =ismqa 


> 
> 
t 


àA = (1 - à2)B 
àB = (1 - à3) C4 à2B = 
àC = (1 - 41)4 


š 
RI 
“n i 
a M pla bla la 
' 
> 
1 


' ' 1 
k > s 
' ' ' 


" 


“a 

š 

I 

N| 

w 

n 
nja bla Sha 
njo nie nj 


(u-4)e= 
将 这 三 式 代 人 © 即 证 得 结论 ， 

(2) 当 AABC 是 直角 三 角形 时 ,不 妨 设 C = 90P, 如 
图 2.69, 三 角形 的 外 心 0 即 为 斜 边 中 点 ,BB' ,44' ,4B 重 
合 


AA = 0,à2B = BAC=Ah 


所 以 CE a dds 3 
(plaa ie ERA 
(wee 


CO) a 


B(A) 


(B 


Í 
i 


( -二 4+252-8-c 
所 以 (42-3)a+ 34=c-4 © 
(a -4)c+4 -14-8 
把 四 代入 @ 即 得 结论 . 


(3) 当 AABC 是 钝 角 三 角形 时 , 如 图 2.70 
所 示 . 
0 为 人 ABC 外 接 圆 圆心 .因为 
LA'AB = ZOAB = LCBA + Z DBC 
LOBC = LOCB = LOCA - LBCA 
LOCA = LOAC = LBAC - Z BAO 
即 àA = (1 - 42)B 
MB = (1 - A)C 
3C = (1 -41)4 


所 以 AA + AB + AC = Z 

àA + AB = B 

AB + sC = C 

ÀC +AA = A 
x lj. B-C 
4=2-C (aia = — 
， 1 C-A 
所 以 aB = + - i>. -7B = => 
x lyc. 4-8 
àC = 7 -8 Q3- 75)C = 3 


HERRA © 即 得 结论 . 

推论 4 ”在 定理 8 中 , 取 44', BB' ,CC' 分 别 为 人 4BC 的 内 角 平分 线 1, tas 
4&, 则 有 定理 4(2) 成 立 ， 

证 明 ”由 于 AA',BB',CC' 分 别 为 人 4BC HRAPAR tas tes tes MA 
À = ha = 43 = 去 ,于 是 由 @ 即 知 结论 成 立 . 

推论 5 在 定理 8 中 , 取 AA , 8B' , CC' 分 别 为 人 4B8C 的 三 边 BC, CA, AB E 
的 中 线 mu, ms,me, 则 有 定理 2(2) 成 立 . 

证 明 ”如 图 2.71, 在 人 4BC 中 ,44' = m,, BB' = m,, CC' = m,, 取 BC = 
a,CA = b,AB = c, 则 在 公 A4'C 中 ,由 正弦 定理 有 


NO 
njrosorunzodr = ON 


( 


NO 
oN 
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LR PER 

sin C ` sin Z AA'C 

而 ZAA'C = AAA + B,b = 2Rsin B 

则 有 m, = 2Rsin Bsin Cesc(A1A + B) 
又 由 三 角形 中 线 公式 并 利用 正弦 定理 有 


m = + 2074 2) a = 


Ñ x2R (sie B + sin C) = sim? A 


比较 四 ,四 有 

sin Bsin Cese(à1A + B) = 寺 V2CSiB + si? C) 一 SA @ 
同 理 
v 2(sin C + sin? A) — si B O 
V2(sin A + sin? B) — sin? C @ 


sin Csin Acsc(A2B + C) = 4 
sin Asin Besc(A3C + A) = + 
# 0,0,0, RA O 即 得 结论 . 


SRI | 


费 马 (Fermat,1601 一 1665) 是 17 世纪 的 法 国 数学 家 .他 30 岁 时 得 到 法 国都 
鲁 斯 地 方 议会 辩护 律师 的 职位 ,并 一 直 在 那里 工作 ,他 把 自己 大 量 的 业余 时 间 
用 于 数学 研究 .虽然 数学 只 不 过 是 费 马 的 业余 爱好 ,但 他 却 以 很 多 重大 的 贡献 
丰富 了 数学 宝库 .他 对 数论 和 微 积 分 作出 了 第 一 流 的 贡献 ;他 和 向 卡尔 是 解析 
几何 的 创始 人 ;他 同 帕斯卡 一 起 开创 了 概率 论 的 研究 工作 . 他 还 研究 了 许多 其 
他 学 科 的 问题 .1640 年 , 费 马 提 出 如 下 问题 :在 平面 上 给 出 4,8,C 三 点 , 求 一 点 
尸 使 距离 和 PA + PB + PC 达到 最 小 . 

这 个 问题 数学 上 叫做 费 马 问 题 ,满足 条 件 的 点 P 称 为 费 马 点 .特别 地 ,在 
ZA ABC 中 ,使 PA + PB + PC 为 最 小 的 点 己 称 为 A ABC 的 费 马 点 . 

显然 点 P 不 可 能 在 4,8,C 三 点 围 成 的 图 形 外 . 若 A.B, C 三 点 共 线 .不 妨 
设 4 在 线段 BC 上 , 则 显然 点 4 即 为 所 求 的 费 马 点 . 

定理 1 如 果 公 4BC 的 内 角 均 小 于 120?, 为 平面 内 任 一 点 ,点 0 对 于 三 
边 的 张 角 都 是 120, 则 OA + OB + OC < PA + PB + PC(P 与 0 重合 时 取 等 号 ). 
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证 明 过 4,B,C 分 别 作 04,0B8B,0C 的 垂 线 , 设 交 
于 A,B,C, 如 图 2.72, 所 示 则 0,8,C,4' 共 圆 . 由 
LBOC =1209, 则 ZB'A'C = 6. 

同 理 和 4'B'C' = 60? , 故 公 4'B'C' 为 正三 角形 . 

设 其 边 长 为 a, 则 


La(0A + OB + 0C) = 


Sagoc + Saroe + Sarow = 


Sazmc < Sagre + Sarpe + Sarpa < 


{wj) 记 口 J 心 < 一 号 寺 四 司 工 于 吕 


a(PA + PB + PC) 


(因为 斜 线段 比 垂 线段 长 ) 故 
OA + OB + OC < PA + PB + PC 


推论 ”如 果 人 4B8C 中 一 BC > 120,P 为 平面 内 任 一 点 ,那么 4B + BC < 
PA + PB + PC(P 与 4 重合 时 取 等 号 ). 

证 明 (1) ZBAC = 120 Hf, fE AABC 外 作 D 
一 Bh4D = 120 ,联结 BD , CD , 40E 2.73 Br , MJ A BDC Wi Š 
足 定理 条 件 , 故 

AB + AC + AD < PD + PB + PC 

EAB + AC < PD - AD + PB + PC < PA + PB + PC 

(2) Z BAC > 120 W}, fE Z BAC WHE Z BAE = 120, 
AE % PC 于 E, 联 结 BE, 如 图 2.74 所 示 , 由 (1) 有 

AB + AE < PA + PB + PE 
X. AC < AE + EC, 故 
AB + AC < PA + PB + PE + EC = PA + PB + PC 

综合 上 述 可 知 ,在 人 48C 中 ,AL4 > 120 时 ,点 4 就 
是 费 马 点 ;各 内 角 都 小 于 120 it, A ABC 内 与 三 边 张 角 
均 为 120 的 点 0 为 费 马 点 .作法 如 图 2.75 所 示 . 

(1) 在 全 4BC 外 作 正 A ACP. 

(2) fE A ACP 的 外 接 圆 . 

(3) 联结 BP ZEWA 于 0 ,点 0 即 为 费 马 点 . 

(证 明 留 给 读者 ) 

定理 2 ”车 点 P 是 费 马 点 , 且 max A, B,C) < 120, 设 PA = x,PB = y, 


图 2.75 


NO 
OA 


hpa ËB mis B ADNK 


FE 


PC = z, 则 ® 


点 


即 


34 


z= 


证 明 ”如 图 2.76 
P fE AABC HEH 
LBPC = Z CPA = ZAPB = 120 
在 ABPC 中 应 用 余弦 定理 得 
a? = y? + 2? -2yzcos 120° 
y + 2 + yz = a ° 


max|A, B,C} < 120 , 则 费 马 


同 理 有 224 2 + xz = 2 


图 2.76 


22 + 2 + xy = @ 
T ABPC, A CPA, A APB 的 面积 分 别 为 51,52,53, 则 S = Si + S, + Sy, 
用 三 角形 面积 公式 得 


S= F yzsin 120? = Ba 
S, = Bass, j By 
则 (rt) = S 
即 m+ yas a s Bs 


四 + 四 + 国 应 用 @@ 即 得 
(z+ y +) = (a+ P + e?) +2V3S 


令 和 2 = Aa + b? + c?) + 2438,0) 


xXx+y+z=àÀ 
解 中 ,@,@,@, 即 得 欲 证 . 
根据 定理 可 以 得 到 下 面 推论 . 


O 高 庆 计 . 费 马 点 到 三 角形 各 顶点 的 距离 公式 []] .中 学 数学 ,1996(9) :28-29. 


同 理 


应 用 


推论 2 Si: S, 


证 明 HS: S. 


L, 


S52: 53 = 7: 


推论 3 


a 


x: 


à 


Geometry 


Treasure 


_ sin(A +60) , sin(B + 6%) ; sin( C + 60) 


sin 4 ; sin B sin C 


?= Laa b + c) +2V38 


3 = -besin A,2becos A = b2 + 22 - a2 


y:z= 


ba 2.2 £ 2 
3À p 


3(b? + c? ~ a?) +4738 _ 
6 =. 


x= 


6becos A + 4V3 x È besin A 
6 z 
4V3ic( sin A + Beos A) 
页 
2Y3bcsin(4 + 60) 
34 


_ Bac sin( B + 6) 
i 34 


_ 2Y3ab sin( C + 60) 
ER 3A 


c 


_ sin(A +60) . sin( B +60) .sin(C +6) 
= : ; : 


sinA sinB sin C 
sin(A + 60) , sin( B +60) , sin( C + 60) 


sin À sin B sin C 


sin A sin B sin C 


S3 = sin(A + 6P) ` sin( B +6) ` sin( C + 60P) 


2: 


La 


PEERKE REEE 则 


1 sin À sin B 2 sin Ç 


7o 


z © sin(A + 60) ` sin(B + 60°) ` sin( C + 60°) 


车 OABC 的 外 接 圆 及 内 切 圆 半径 分 别 为 R,r, 则 


a b < _ 6Y3r 
+ +> 
x ty t; > R 


g, e sa, l sbs 
x y Pas xyz 


NG 
AN 


(Cie eE EE] 


NO 
AN 


pemr B msnm 82 Bida 


几何 瑰宝 
又 由 tt , Jos 
则 a .加 ý 9 Vabe 9 Zabe 
x z“ x=+y+z À 
注意 到 
A = Fla? + b? + e?) +2V38S 
ba 1 „(a+b+c)} a+b+c 
s E 5 
<ñ” "yñ 4 ( 2 ) 


应 用 3(oz + 2 c?) > (a + b + c RRFR a? + 2 + e < 9R2 48 


3 
NETE +b? + 2) +2V3x sx x +b+e) < 
NETER Ba P) Ala? P + o) 
则 Asva +b +c < 3R 
或 (w+y+z)2soaz+ 轨 +c<9R2 


因 abc = 4RS = 4Rrp HR > 2r, 及 P > 3V3r, 则 


Jak >N Pn AP 2V3r 


# 全 + 二 + 二 22 air 
z> 3R = 
定理 3 AABC 的 面积 包 为 5， 则 对 费 马 极 值 I, fo 


Ë = Fa + b? + 2) +2/3S 


证 明 在 公 4BC 中 , 取 费 马 点 下 ,并 记 * = FA,y = 
LAFB = LBFC = Z CFA = 
则 在 AAFB,A BFC ,A CFA 中 ,由 余弦 定理 ,有 


tP + ay = 2,02 + 2 + uz = 2.2 + 2 + yz = a2 


此 三 式 相 加 ,可 得 
2(x + y + z)? = 3(xy + yz + xz) + a2 + b? +o? 


又 有 


1 1 1 
S x= Saar + F Saarc + y Sacma = 


= FC, 由 于 


L aysin 120 + 二 yzsin 120 + 二 xzsin 120 = 


O 孔 令 恩 .Fermat 极 值 的 显 式 表示 []]. 数 学 通讯 ,1997(4):28. 
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E 
4 (EY + xz + yz) 
代入 © 中 , 即 得 @. 
推论 ”对 费 马 极 值 !, 有 
Ë = p? + 2 /3pr - 4Rr - r? 
证 明 REES = pr, 以 及 
a? + b? + è = 2(p2 - 4Rr - r?) 


RA @, 即 得 证 . 
由 芬 斯 勒 - 哈 德 威 格 不 等 式 
a? + b? + c? mAsS+(a- b+(b- c)2 + (c - a)? © 
代入 @ 则 见 
已 >445S+ 二 (aa - b)? + (b = c)? + Ce- a)?) @ 
由 此 立 得 不 等 式 


P > 43S 
由 常见 不 等 式 p > 3V3r 及 欧 拉 不 等 式 R > 2r, 有 
(p -3VY3r)2 + 12r(R -2r) = 0p? + 2/3pr - 4Rr - P < $ret < $p 
此 即 


e 


t <u +b+c) ® 
由 于 上 述 推导 过 程 中 的 第 一 个 不 等 式 很 弱 , 故 不 等 式 @ 也 很 弱 , 更 强 地 ， 
有 
(p -3V37) > 0P < (a + b+e) -4r(R-2r) @ 
H R > 2r 8 @ i @ 38. 
由 沃克 不 等 式 
maata a @ 
及 S = Tahi = oh = 二 cavr = 
即 见 
s æ hh hhe h @ 
由 努 伯 利 不 等 式 的 等 价 形式 


Cabe)? > Kla? + b+ S @ 


NO 
oN 


(e) aoa Er =m = 


Ei B mima anna 


几何 瑰宝 
可 弱化 得 abe > $ (a + b+e)s 
此 即 s > 全 (0 + hihs + hak) e 


H Oë D, BDM, 
P = G Ca? + + e?) + 288 > 2p? +2V35 > 


Fn? + hå a M) + Z Chha + hiha + haba) = 


Aat + hå + hÀ) + (hi + ha + h3)?) 


即 
P > ECCh? + hå + MD) + (hi + bo + ha)?) @ 
由 均值 不 等 式 如 + h3 + l> Len + h + h) MA O 
显然 这 个 不 等 式 比 不 等 式 
L> 2C + ha+ h) @ 
要 强 . 
党 三 角形 的 布 罗 卡 尔 点 ( 角 ) 定理 


已 知 公 4BC 中 ,P 是 其 内 部 一 点 ,如 果 和 PAB = Z PBC = 人 PC4 = a, 则 
称 a 为 布 罗 卡尔 角 , 点 已 称 为 布 罗 卡尔 点 . 

一 般 的 ,对 于 任意 的 三 角形 都 有 两 个 布 罗 卡 尔 角 与 两 个 布 罗 卡尔 点 ,如 图 
2.77. 当 A ABC 为 正三 角形 时 ,两 个 布 罗 卡 尔 点 重合 ,此 时 a = B. 由 于 点 是 
A ABC 内 部 的 一 个 特殊 点 ,因此 在 公 ABC 确定 之 后 , 布 罗 卡尔 角 与 人 4BC 三 个 
f A,B,C 应 有 一 种 确定 关系 .实际 上 ,此 特殊 点 早 在 1816 年 就 已 被 法 国 数学 
家 和 数学 教育 家 克 雷 尔 (A.L.Crelle,1780 一 1855) 首次 发 现 . 

克 雷 尔 曾 是 德国 柏林 科学 院 院 士 和 彼 德 堡 科学 院 通讯 院士 ,他 于 1826 年 
创办 《纯粹 与 应 用 数学 杂志 》, 对 数学 的 发 展 起 过 重要 作用 . 他 本 人 对 几何 学 有 
较 高 造 诈 , 关 于 三 角形 性 质 发 表 过 研究 成 果 , 其 中 包括 “ 布 罗 卡 尔 点 ”的 发 现 . 
但 是 他 的 发 现 并 未 被 当时 的 人 们 所 注意 . 

1875 年 ,三 角形 这 一 特殊 点 ,被 一 个 数学 爱好 者 一 一 法 国 军官 布 罗 卡 尔 
(Brocard, 1845—1922) 重新 发 现 , 并 用 他 的 名 字 命 名 . 这 才 引 起 莱 莫 轧 、 图 克 


图 2.77 


(Tucker, 1832—1905) 等 一 大 批 数学 家 的 兴趣 ,一 时 形成 了 一 股 研究 “三 角形 几 
何 "的 热潮 . 据 有 人 统计 ,在 1875 ~ 1895 这 20 年 中 ,有 关 这 方面 的 著述 竟 达 600 
种 之 多 .其 间 不 少 新 的 结果 ,都 与 布 罗 卡尔 的 名 字 联 系 在 一 起 ,因而 有 "“ 布 罗 卡 


尔 几何 ”一 说 的 流传 .0 


为 讨论 问题 的 方便 , 常 称 点 为 第 一 类 (或 正 ) 布 罗 卡 尔 点 ,点 Q 为 第 二 类 


(或 负 ) 布 罗 卡尔 点 ， 


NO 
ON 


(a| aoa Z= = x = 


定理 1 已 知 P 是 人 4BC 的 一 个 布 罗 卡 尔 点 , 相应 的 布 罗 卡 尔 角 是 ”加 


LPAB = Z PBC = LPCA = a, 则 ® 
1 1 J, L k OY 
sima ™ sinA + ain2 有 + si C 
证 明 ”如 图 2.77(a) ,由 三 角形 面积 关系 知 


Sapa + SApPBC + Sarac = Saase 


Sapan SApBc SapAc 
T Sare £ 
则 Saase + Saase + Saane ` | 


即 


FPA- AB-sina $PB-BC-sina TPC.AC.sina 


1 + + 


二 48 .4C .sin4 入 48 .BC sin 有 二 BC 4C sinC ` 


2 2 
亦 即 
PA „sina PB sina PC, sina _ 
AC ` sin A 1 AB ` sin B * BC ` sin C 7 
又 在 A APC 中 ,由 正弦 定理 得 
AC _ PA 
sin LAPC 7 sin a 


即 PA __ sina 
AC 7 sin ZAPC 


1 


SE ap ]: 由 Ss 36-38. 


pa B mimi Š 2 Eli 


E 


几何 瑰宝 


而 和 4PC = 18(° -a — Z CAP = 180p -4, 则 


PA sin a sin a 


AC = sin ZAPG = sin À ° 
同 理 可 得 
PB _ sina PC = sina @ 
AB sin B' BC sin C 
由 @,@,@ 得 


sia sima sina 


kers + + 
simA sinB sin? C 


即 1 1 1 1 


sina ™ sin24 Í sinB + simC 
推论 1 Q E AABC 的 一 个 布 罗 卡 尔 点 ,相应 的 布 罗 卡 尔 角 是 ZQBA = 
LQAC = LQCB = B, 则 


1 1 1 1 

sim28 sin24 * siB * si C 

因 推 沦 1 的 证 明 过 程 完全 类 似 于 定理 的 证 明 过 程 ,故此 略 去 . 由 定理 和 推 
论 1 可 以 看 出 ,虽然 a,B 是 A ABC 的 两 个 布 罗 卡 尔 角 , 但 是 sinze = sith. 
XP <a < 6°,0 < 8 < 6F, 所 以 a = B. 

推论 2 ”对 于 任意 给 定 入 48C ,其 两 个 布 罗 卡尔 角 相 等 . 

此 结论 已 由 推论 1 证明. 

推论 3 i P É AABC 的 一 个 布 罗 卡 尔 点 , 相应 的 布 罗 卡尔 角 是 
LPAB = Z PBC = LPCA = a, 则 


cota = cot Á + cot B + cot C 


证 明 ”由 定理 1, 有 
1 1 1 1 
sina ™ sin24 + sin?B + siniC 
则 cscza = csc24 + cse B + csc2C 
即 coa = co À + co B + co C + 2 @ 


X A+B = <- C,JI] 
cot(4 + B) = cot(x ~ c) 
Bp cot Acot B + cot Acot C + cot Bcot C = 1 @ 
# @,@ í8 
cota = (cot À + cot B + cot C)? 
Bp cot a = cot À + cot B + cot C 


由 上 式 可 求 布 罗 卡 尔 角 的 大 小 . 
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定理 2D 设 238 A ABC 的 布 罗 卡尔 角 , 记 A ABC 的 面积 为 5, 三 边 长 为 
a,b,c, H 


cota = Etre 
u 45S 
+ 25 
sina = 
a?b? + bc? + a? 
g? + 2 + 2 
cosa = 


ab? + bte? + c2a2 
证 明 ”如 图 2.77, 设 PA = x,PB = y,PC = z,#E A PAB 中 ,由 余弦 定理 
得 
cos a = 
X sina = 255me yl 


x 


cota = < 
即 ASApa cota = è + x2 - y? 
同 理 可 得 4Sapsc * cota = a+ x = 
4Sapc ` cota = b? + 2 - x 
上 述 三 式 相 加 ,并 注意 S = Sapa + Sape + Sapc4, 即 得 
ci aia aty b2 1 22 
4S 
又 由 三 斜 求 积 ( 秦 九 韶 ) 公式 有 
165? = 4a? - (o + a? — 22 
则 
sin a = 一 一 -一 = 45 -= 
1 + cota 168? + (a? + b? + °) 
25 
Vab? + b? + a 
a + b2 + 22 
a?b? + bic + c2a2 
推论 a < 30?, 且 仅 当 三 角形 为 正三 角形 时 a = 30. 
证 明 由 


cos a = sin acot a = 


O 黄 书 绅 .关于 三 角形 中 的 一 个 特殊 点 []]. 数 学 通报 ,1994(2) :24-25. 


(e)reroSsos— gm am = 


X sassa 
owa- — Eitbr? — 
2V a2b2 + b2e2 + cza2 
z 及 a? + b? 2 > V/3(a2b2 + be + c2a2) 
让 | 。 即 可 得 cos a > 3 ia a < OP ik a < 30. 其 中 等 号 当 且 仅 当 a。 = b = “时 取 
D w 
A 定理 3 点 PP 到 三 顶点 的 距离 分 别 为 
z 
[i z be 
mx Vab? + bo? + a 
= ca 
BP = 
E) a?b? + bc? + a? 
2 
b 
CP = —————— 
Vab? + be? + ca? 
@ 证 明 ”如 图 2.78, 设 6 是 BC 的 中 点 ,过 C 作 0O2C | AC 4 
交 BC 的 中 重 线 于 02, 在 RAOCG 中 ,CC = 4a, 
Z 0,CG =% ~ C, 则 š T >C 
ce a | 
0:C = cos(9P - C) = 2sin C o 
又 sin C = 25 图 2.78 
ab 
oc = $g 


HE A PBC 中 ,由 正弦 定理 得 
CP = 20,C : sin a( 0,C Jë A PBC 外 接 圆 的 半径 ) = 
2. ab Ne 
45 Vaibi+ blo + cza2 P 
ab 
Vab? + b? + cza2 
类 似 可 计算 出 4P 与 BP 的 值 . 
推论 1 AP : BP : CP = bc: ĉa: ab. 
推论 2 设 da,doc, da 分 别 表示 点 P 到 4B,BC, C4 的 距离 , 则 da : 
dgc :do = b2c : c2a : a2b. 
证 明 因 dg = AP .sin a,dgc = PB + sin a, de = PC.sina, 由 定理 3 
即 可 证 得 结论 . 


推论 3 Sars: Sapgc : Sapa = b2c2 : ea? : a2b2. 


c 
L 
证 明 由 Sams = 二 ce dun Sanm = Fa da Sara = 7 da BË 
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根据 推论 2 立即 得 证 . 
推论 4 延长 4P,BP,CP 分 别 与 A4BC 的 三 边 4 

相交 于 D,E, F, WE 2.79 所 示 , 则 
AF _ b Fy £ 
FB oe 
BD 2 
De = s B D C 
CE _ a 图 2.79 
EA "` y 


由 推论 3 易 得 天 = Saroi Same = CFW). 
定理 4 ” 设 P 为 人 4BC 内 点 ,P4 = x,PB = y,PC = z, 则 PP 为 第 一 类 


x £ 1 
布 罗 卡尔 点 的 充 要 条 件 为 22- = = = Z" J 
证 明 ”必要 性 .如 图 2.79, 因 
LAPB = 180? - Zo - LABP = 18 ~ ZB 
则 sin LAPB = sin B 
同 理 sin Z BPC 
sin Z CPA 


sin C 


sin À 


在 全 4PC 中 
b _ — 
sin Z CPA ` sin a 


必要 性 得 证 . 
充分 性 .如 图 2.79, 设 二 PhB = ai, Z PBC = a;,Z PCA = a3, 则 
2 


c? + 2 - y 
cos al = > 


2 
将 x= Fe y= 一 二 二 ,代入 并 整理 得 


， 
h + b? + ea ab? + b'e? + c a 


O 王 友 雨 .关于 布 洛 卡 点 的 几 个 充 要 条 件 []] .福建 中 学 数学 ,1995(1) :10-11. 


NO 
AN 


(ajro ozunzu dr 


NO 
oN 


Fina B mima 8 ADK 


yi a282 + ble + ca? 
同样 地 cos e>, cos as 也 可 得 到 此 结果 , 故 xi = az = a3, 即 P 为 第 一 类 布 罗 
卡尔 点 ,充分 性 得 证 . 
定理 5 ü P 24 A ABC 内 一 点 , 记 公 PBC, 公 PCh, 公 PAB, 公 ABC 的 面积 
分 别 为 Su S, 53, SW P 为 第 一 类 布 罗 卡 尔 点 的 充 要 条 件 为 


Sı S; S3 S 
ca? y ab? = bc a= abt be? + cla? 
证 明 ”必要 性 .P 为 第 一 类 布 罗 卡 尔 点 , 则 
be 
PA = x = -一 一 -一 一 
V atb? + be? + ca? 
2 
PB = y = t 
Y" Jabi Bor ca 
2 
b 
PC = = 一 一 生生 一 
f" Za, Oe ca 
1 ca 2S 
AT Si = 二 oysin w = >a `. å 
a ý 2 ab? + bici+ ta? a?b? + 02c2 + c2 a2 
2a? S 
atb? + bc? + c2a2 
8 ab? S 
2 5 ab? + be + cza2 
ç. b2e2S 
5 | 中 b2 2 + ea? 
从 而 必要 性 得 证 . 
充分 性 . 如 图 2.80, 设 人 和 BPC = 0,,ZCPA = 0z, 
LAhPB = 03, 则 
yzsin Ó, _ zxsin Ó, xysinO3 _ š 
2a? T 222 © 2b — ah +b? + 2 2 
从 而 
xe? a2 ya2 2 zbe? 


sin(x ~ 01) ` sin(r ~ 02) ` sin(r - 03) 一 


xyz(a?b? + be? + ca?) 
2S 


TREE: a,b,c € Rt,A,B,C E (0,x),A + B + C = =, H 


mi F 
sp = 十, 则 abc 可 构成 三 角形 , 且 a,b, c 的 对 角 分 别 为 4,8,C. 从 而 
可 知 :sc?a?,ya? 护 ,ze? 可 构成 AA'B'C' , 且 其 对 角 分 别 为 x - gr - basn - 


网, 如 图 2.81 所 示 , 从 而 有 
xX2a4c4 = yratbt + 2204c4 - 2yza2btc2cos(m — 01) = 
yrasbs + 2204c4 + 2yza2btc2cos 0, 
由 图 2.80 有 ,2yzcos 0) = y? + 2 - a?, 将 其 代入 上 
式 得 
aate = bla? + cz)(a2y2 + c2z2) - atb4 2 


同 理 可 得 


yatbs = c4(a2 + 所 )(a2x2 + 2⁄2) - a254c4 
2264c4 = a(b? + cz)(b272 + c2x2) — a4b2c4 
解 之 得 
be 
Vab + Delt cla 
ca 
a?b? + b'e? + ca? 
= ab 
Vab? y bo + cia? 
据 定理 4 知 P 为 第 一 类 布 罗 卡尔 点 ,充分 性 得 证 ， 
推论 ” 设 P 为 人 4BC 内 一 点 ,P 到 三 边 B8C, CA, AB KERAIAN dy, dz, 
d, W P 为 第 一 类 布 罗 卡 点 的 充 要 条 件 为 
d Ë _ d _ 23 
ca atb be 7 abt y bto? + cta? 


证 明 由 5 = Es = PD s, = S, gams patie. 


ÆW6O it D,E,F 分 别 为 全 4BC 的 三 边 BC, CA, AB 上 的 点 , 则 AD, 
BE , CF 三 线 共 点 于 A ABC 的 布 罗 卡尔 点 的 充 要 条 件 是 
BD _ 2 CE eAF 好 


y= 


证 朋 ”必要 性 . 设 AD, BE, CF 三 线 共 点 于 和 45C 的 布 
罗 卡 尔 点 P, 则 有 
LBAP = CBP = LACP 
如 图 2.82, 延 长 AD 交 A ABC 的 外 接 贺 于 6, 联结 BG, 
CG, 易 知 公 BPGWU 人 ABCwn 人 人 PCC( 因 其 对 应 角 相 等 ), 于 是 
有 


O 首 振 网. 三 角形 的 Brocard 点 的 两 个 特征 性 质 [ 刀 . 中 学 数学 ,2000(7) :41-42， 


NO 
ON 


(| gaa gux =m = 


NO 
AN 


RERS mis ASEH 


几何 瑰宝 
PB _ c PC < 
PG ` a'PC ” b 
两 式 相等 ,得 
PB _ a 
PC 7 ab © 


又 人 BPD = ABC, Z DPC = 人 BAC, 于 是 由 正弦 定理 并 注意 人 BDP = 
x - Z PDC ,i8 


BD DC _ sin BPD sin Z< PDC _ 
PB ` DC 7 sin Z BDP ` sin Z DPC 7 


sin ZABC _ b 


sin Z BAC ~ a 


充分 性 . 设 般 = 与 ,做 D - GE 
EHA, AD, BE, CF 交 于 和 48C 的 内 部 一 点 P, 如 图 2. 
83, 在 直线 CA EBAL, E CBL = 人 C4B. 过 顶点 B fE 
CA 的 平行 线 交 CF 的 延长 线 于 M, 再 过 点 已 作 CW 的 平行 


RX LM FN, WA 
ABLC V A ABC, AAFC ^ A BFM 
BL _ c b _AF b 
于 是 a ` b'BM ` FB ` è 
两 式 相 乘 ,得 
BL _ a 
BM ` c ° 
X Z MBL = Z MBA + Z BAL = Z BAC + Z ABL = 


LLBC + LABL = Z ABG 
结合 式 O 立即 可 知 , 全 MBL co A ABC ,因而 有 
ML _ MB _ BL @ 
£” 6 C Sa 
再 由 公 BLC o 人 4BC, 知 
te 


BL 


>l la 
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于 是 ,由 EN // CM 与 式 加 及 级 = 入 可 得 


b? 
IM _ IC _ IC, CA_ a +b a+b b 
MN CE b CE TB a 7 b “AE 
从 而 由 式 加 ,得 
MN _ LM _ MB 
' “De @ 


又 由 公 MBL A ABC 知 
LNBM = Z EAB 


结合 式 @ 即 知 
AMBN ^ AABE 
ra a.m 
再 由 国 ,@) 两 式 即 得 
R-t o 
党 LEBN = Z EBA + LABN = Z NBM + ZABN = 
LABM = Z CAB 
结合 式 O 即 知 
A BNE cn A ABC 
从 而 有 LACB = ZX BEN 
再 注意 FP // NE ,得 
LACB = Z FPB 
于 是 LACP = LACB ~ Z PCB = LFPB - LPCB = LCBP 
同 理 LCBP = ZX BAP 
Ik P Jy A ABC 的 布 罗 卡尔 点 ( 当 工 在 C4 的 延长 线 上 时 ,只 需 个 别 地 方 稍 作 修改 


HDR). 

定理 7D 设 忆 为 人 4BC 的 勃 罗 卡 点 ,如 图 2.84, 记 
APBC,APCA,APAB, A ABC 的 外 接 圆 半径 分 别 为 
Ri, Ra, R3, R, 则 有 R? = RIR2R3、 

证 明 ”如 图 2.84, 由 

LBPC= x - (a + Z PCB) = n- C 

有 sin Z BPC = sin C 

X#E A PBC H A ABC 中 ,由 正弦 定理 得 


D mAx.X 49 sC fygs[)) .数学 通讯 ,1998(2):33. 


NO 
ON 


[e)erga osa Z= =m = 


NO 
oN 
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a = 2Risin LBPC = 2Risin C,a = 2Rsin A 
则 Risin C = Rsin A 
同 理 可 得 Rasin A = Rsin B, Rasin B = Rsin C 
三 式 相 乘 得 R = RR,R;. 
推论 Ri + Rs + Rs > 3Resmax{ Ri, Rx, Rs| > R 


注 hR = BEA o b. 等 = 式 的 和 与 R = gE NE tata 
3 即 证 R, + Ra + Rs > 3R. 
定理 8 设 忆 为 人 4BC 的 布 罗 卡 尔 点 ,6 为 AABC 的 重心 ,a,be 为 
A ABC 的 三 条 边 长 , 则 有 
p-d [J + b'c? + ca?) - (a? + 2 + 2)(a2l2 + be + cta?) 
Kas. a2b2 + be? + a? 


证 明 ”由 重心 性 质 , 取 P 为 布 罗 卡 尔 点 , 则 


PA? + PB? + PC? = + (AB? + BC? + CA?) + 3GP? © 
H PA = gts a,PB = a Bin a, PC = sa 让 Csin a, 从 而 易 得 
PA = Boin a, PB = Resin a, PC = Pisin a 
c2 
则 PA? + PB? + PC? = (与 + ++ Sur sin? a © 
又 由 定理 2 知 
abc . = = 
mn om R. ab? + be + c2a2 ©® 


将 @,@ 代入 中 整理 得 
4p? 4 2 EY < 2 pI 242 2e? ea? 
P- ye + be + eee ETETE theta y 
推论 ”在 公 4BC 中 ,a,b,c 为 其 三 条 边 , 则 有 不 等 式 3(atb2 + bte? + 
2) > (a? + b? + 2)(a2b2 + be? + cza2). 其 中 等 号 仅 当 和合 4BC 为 正三 角形 
时 成 立 . 
定理 9 布 罗 卡尔 点 与 费 马 点 重合 的 充 要 条 件 是 :三 角形 为 正三 角形 @. 
证 明 ”必要 性 .如 图 2.85, 设 P 是 布 罗 卡 尔 点 ,下 是 费 马 点 , 则 
LPAB = ZPBC = LPCA= a 


O 吴 崇 兵 , 汪 小 王 .关于 勃 罗 卡 点 与 勃 罗 卡 角 [ 中 ,数学 通讯 ,1993(12): 14-16. 
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LAFB = 人 BFC = Z CFA = 120 4 
I P 5 F 重合 , 则 
LABP = 180 - (120p + a) = 6° - a 
Z ABC = ZX ABP + Z PBC = 6 — a + a = 60 
同 理 < BCA = Z CAB = OP Ë 
故 A ABC 是 正三 角形 . 
充分 性 . 设 人 4BC 是 正三 角形 , 则 
< BAC = Z ABC = X BCA = OP 
H Z PAB = Z PBC = 人 PC4 = a, 有 
ZABP = W -a 
ZAPB = 180 - a - (6 - a) = 120 
同 理 LAPC = LBPC = 120 
故 PP 点 是 费 马 点 ,P 与 重合. 
定理 10 ” 布 罗 卡尔 点 分 别 与 外 心 . 内 心 、 重 心 、 垂 心 重 
合 的 充 要 条 件 是 :三 角形 是 正三 角形 . 
证 明 ”充分 性 显然 , 下 证 必要 性 . 设 X PAB 
Z PBC = Z PCA = a. 
(1) P 与 外 心 0 重合 (图 2.86). 因 0 是 外 心 ,04 


OB = 0C, 则 
LABO = ZOAB = LPAB = a 
同 理 LBCP = LCAP = a 图 2.86 
则 6a = 180 
a = 3° 
故 Z ABC = 人 BC4 = Z CAB = 2a = 60 


从 而 A ABC 是 正三 角形 . 
(2) P 与 内 心 1 重合 (图 2.87). 因 了 是 内 心 , P4,PB， 

PC 是 三 内 角 平 分 线 , 则 

LPAC = LPAB = a 

LPBA = ZX PBC = a 

Z PCB = 人 PC4 = a 

6a = 180 

即 a = 30P 

Z ABC = ZX BCA = ZX CAB = 2a = 6 
故 A ABC 是 正三 角形 . 


NO 
oN 


(| rao ag = m— = 


X s s= 
(3) P 与 重心 6 重合 (图 2.88). 设 4D,BE,CF 是 A 
A ABC 的 中 线 , 则 EF // BC, Z FEB = a. 
X LFAG = a, 则 A, F,G,E 四 点 共 圆 , 即 
" ZEFG = Z GAC 
z X LEFG = 人 GCB, 则 
500 Z GAE = 人 CCB 
Š 同 理 Z GCB = Z GBA 
H 则 Z GAC = ZGCB = Z GBA = B 
R| m 3a + 38 = 180 
#| M a + Ë = 6 
(E) m LBAC = ZACB = ZCBA = 6P 
#k A ABC 是 正三 角形 . 
(4) P SÈD H RA (B 2.89). 设 4D,BE,CF 是 
@ ac 三 边 上 的 高 .由 Z ADB = 90, BFC = 90,44 
Za + LABC = LABC + Z BCF 
则 ZBCF = a 
同 理 LOAD = ZABE = a 
即 ba = 180°,a = 30 


Z BCA = Z CAB = LABC = OP 
#k A ABC 是 正三 角形 . 
下 面 给 出 布 罗 卡 尔 点 与 布 罗 卡 尔 角 的 尺 规 作 图 法 . 
分 析 ”如 图 2,90, 设 P 是 公 4BC 的 布 罗 卡尔 点 ， 
ZABP = 人 BCP = Z CAP = a 是 布 罗 卡尔 角 . 分 别 作出 
公 APB, 公 BPC, 公 CPA 的 外 接 圆 圆 0,, 圆 0,, 圆 0;, 容 易 


看 出 , C4,4B，BC 依次 是 图 0 图 0n M 0; 的 切线 ,依次 | 3 l) 
作出 三 个 圆 的 直径 44', BB', CC', 再 联结 C'4 ,4'B， `. > 
BC, 则 一 BCC' = 92 = 人 BCB' ,从 而 C',C,A 三 点 共 全 
线 . 同 理 : C' ,4 ,4' SA, B, B 也 分 别 共 线 .由 此 ,可 得 以 图 2.90 
下 作法 . 

具体 作法 : 

(1) 过 点 AAC L C4 于 4, 过 点 B 作 4'B' 上 4B 于 B, 过 点 C 作 B'C' L 
BC +C. 


(2) 分 别 以 44' , BB' 为 直径 作 圆 01, 圆 02, 则 圆 O, 15 [8] O, ZE A ABC 内 的 
交点 P 即 是 布 罗 卡 尔 点 . 
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NO 
ON 


(3) 联结 4P,BP,CP, 则 Z ABP, Z BCP , Z CAP 即 是 布 罗 卡 尔 角 .( 证 明 略 ) 


P 
党 布 罗 卡 尔 儿 何 问题 H 
v 
B 
布 罗 卡 尔 几何 的 主要 结论 有 如 下 几 类 ， T 
1. 布 罗 卡 尔 点 , 布 罗 卡尔 角 、 布 罗 卡 尔 线 . M 
布 罗 卡 尔 点 与 布 罗 卡尔 角 已 在 前 面 有 专门 介绍 . g 
设 点 P H OABC 的 布 罗 卡尔 点 ， D 
EH AP, BP, CP 延长 各 交 对 边 于 DD,E, 下 , 则 称 AD, BE, CF 为 人 4BC 的 s 
布 罗 卡尔 线 . = 
2. 布 罗 卡 尔 等 式 

在 A ABC 中 , 布 罗 卡尔 角 a 满足 的 等 式 

cota = cot Á + cot B + cot C © 


ERS cota = EEEE 等 价 . 
A ABC 

3. 共 布 罗 卡 尔 点 的 三 角形 

(1) 投影 三 角形 系 @. 4 

如 图 2.91, 设 AAB, C, 为 正 布 罗 卡 尔 点 P HEH 
所 作 垂 线 的 投影 三 角形 , 则 AAB C, co A BCA, R. 
AAB C 也 以 点 P 为 正 布 罗 卡尔 点 . 二 者 相似 比 为 
PE = sin a; 对 应 线段 交 角 为 (9P - a). 由 此 可 以 设想 ，# A 
人 A4181C1 是 由 A BCA 进行 如 下 施 转 、 相 似 变 换 而 得 图 2.91 
到 :以 点 P 为 中 心 逆 时 针 转 动 角 (90P - a) ,再 缩小 sin a 信 . 

如 果 继 续 将 AAB Ci 以 点 为 中 心 作 上 述 旋转、 相似 变 换 , 便 得 到 一 个 
相似 投影 三 角形 系列 ,它们 共有 一 个 正 布 罗 卡 尔 点 P. 同 样 ,对 负 布 罗 卡 尔 点 
@ ,可 以 得 到 另 一 相似 投影 三 角形 系 ,它们 共有 一 个 负 布 罗 卡 尔 点 0. 

(2) 同 外 接 图 的 三 角形 - 

如 图 2.92, 设 P 38 A ABC 正 布 罗 卡 尔 点 . 作 A ABC 外 接 贺 , 设 三 条 布 罗 卡 
尔 线 延长 交 圆 于 4' , B', C'. 由 于 

pr 


O 胡 炳 生 . 布 罗 卡 和 布 罗 卡 问题 [J] .中 学 数学 教学 ,1993(4):36-38- 


Ea Bwana gara 


从 而 ACB = GBA „AB = C'A' ë Ñ 

同 理 BC = A'B',CA = B'C' C 

于 是 AAB'C 2 A CAB 

而 且 AAB'C 以 P 为 负 布 罗 卡 尔 点 . P c 
对 公 4BC 负 布 罗 卡 尔 点 Q, 可 作 类 似 讨论 , 得 

A ABC, Ë OABC 全 等 , 且 共 外 接 圆 ,而 以 点 Q 为 正 

布 罗 卡 尔 点 . 2.92 


(3) 垂 线 三 角形 系 @O. 

如 图 2.93, 过 A ABC 的 三 个 顶点 4,8,C 依次 作 CA, 
AB, BC 的 垂 线 ,分 别 相交 于 41, Bi, C1, 则 称 AAB C, 为 
垂 线 布 罗 卡尔 三 角形 ， 

车 以 垂 线 布 罗 卡 尔 AAB C, 三 边 上 的 线段 AA, 
BB1, CC 的 中 点 01, 02, 0; 构 成 的 公 010,0; 称 为 布 罗 卡 
尔 圆心 三 角形 ， 

定理 1 任何 和信 48C ,都 有 两 个 垂 线 布 罗 卡 尔 三 角 
形 ,和 两 个 布 罗 卡 尔 圆心 三 角形 ， 

证 明 ”因为 过 A ABC 的 一 个 顶点 ,可 以 作 相 邻 两 边 图 2.93 
的 垂 线 各 一 条 ,所 以 依次 构成 两 个 垂 线 布 罗 卡尔 三 角形 , 当然 也 就 有 两 个 布 罗 
卡尔 圆心 三 角形 ， 

定理 2 AABC HANERE ER AAB C, AAB C 全 等 , 且 都 与 
AABC 相似 . 

证 明 如 图 2.94， 先 证 AABC o AAB CG O 
AA 8 G. 


Ci 
B Ar ZARIE LAAB 的 余 角 , 则 ZA = LA RIA >< 
ZA = ZA LB = LB, = ZB' i JÉ N a 
AABC AA, BCG O AAB’ C, D 
再 证 AAB, CG 2 AAB C: or 
Ë A ABC 的 三 边 长 分 别 为 a,58,c,R 为 A ABC 外 接 圆 
半径 . 
在 全 41B1Ci, 合 411B8"1C'1 中 图 2.94 


B, 


a 


4B = AıB + BB. = c ° cot Àj + Sin B, F 


O 龙 敏 信 . 与 布 罗 卡 尔 点 ( 角 ) 相关 的 几 个 命题 [中 .中 学 数学 (苏州 ),1994(10) :20-21. 
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„ cos 4 a _ csin B - cos À + asin À 

sin A * sin B 7 sin Asin B x 

Pe IE E E N .a 

2R 2be C'R 

a,b u 
2R ` 2R 

(a? + b2 + 22) R 

ab 


c 


A'1B' = A'A + AB". = 24 + € cot B, = 


„cos B _ bsin B + csin Acos B _ 
sin À sin B ` sin Á ° sin B i 
L E T Ë 
2R 2R 2ac 
a,b B 
2R 2R 
(a? + b? + ez) 四 
ab 
#k AAB, C 55 AAB C 的 相似 比 为 1, 从 而 
AAB, G O AAB’, C, 
从 定理 2 的 证 明 可 得 : 
O 垂 线 布 罗 卡尔 三 角形 三 边 的 长 分 别 为 


1p, +b? + 2)R 
AiB, = A'B’; = ste R 


n œ, n (22 + b? + oR 
B,C, = BC = 9 + — 
2 2 2: 
ACi = AC, = EH DR 
ac 
ETE y be 
@ AABC $j AAB, C (R AA B'i C|) BEME E R 


@ 两 个 垂 线 布 罗 卡 尔 全 4) BC, 人 41B' C, 的 对 应 顶点 的 连 线 AA 
B18'1, C1C'1 共 点 且 互 相 平 分 . 

定理 3 公 ABC 的 两 个 布 罗 卡尔 圆心 全 040203:, 生 0'10'20'3 全 等 , 且 与 
A ABC 相似 . 

证 明 ”如 图 2.95, 设 PP 为 布 罗 卡 尔 点 , 即 贺 01, 贺 0,, 圆 O, 交 于 点 P, 联 
结 01P,018, 因 

L0141B = LO1BA1, LAO0103 = Z P0,0,,Z B0,0, = ZP0,0, 


180 - LA 
则 L030101 = LANE - 


AN 


(e) 3aeo a E= === 


几何 瑰宝 


NO 
ON 


180° ~ (180 - 2Z O A B) _ 


pi 
L041B= ZA 
m 同 理 Z0.0,0; = ZB 
A 故 A0.0,0;c% AABC 
人 同 理 可 证 A0',020', ^ A ABC 
Ë 在 入 02B10; 中 ,有 
1 1 
B103 = B,C + CO, = BIC+FCC = 
w 103 i + 3 1 +> ' 图 2.95 
š acot B) + 1 $ =a: %8,1 b 
ka 1*7 sin C, = sin B Í 2 sin C 7 
(a. e eye b, k) a), 2 - 2 + 2 
2R 2ac 2 °2R) _ 4R 
be 
@ 2R “2R 4 
a2 + Ż)R 
be 
1, 
Lpg -Lt _ 2 n R 
028 = yBB = Y Gn B.” b ” b 
2R 
则 0203 = 0,B + B103 - 202B1* BiOscos B, = 
dR (a? + PPR 2 aR 
B f Ba Vb 
(a? + PNR t’ 
be 2ac j 
PÊR + (a? + PYR - (a2 + 222 
bo? r 
(a? + c?) R? b? _ (ac? + a?b? + 262) R? 
b?c? "2 be? 
故 020; = 《az282 + Bes ca R 


用 类 似 的 方法 可 算出 另 一 个 布 罗 卡 尔 圆 心 A0003 的 (0'20'3)? = 
(a? + ab? + 22) R 从 而 和 AO DO A000, 的 相似 比 为 1 故 
be 9 19293 1 2Y 3 , 
A0,.,0,0;2 A0',0'20'3 
从 定理 3 的 推 证 ,可 以 得 到 以 下 结论 . 
O 布 罗 卡尔 圆心 三 角形 的 三 边 长 分 别 为 
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1 
A žit 2.2 at. 
0103 = 0',0', = Se thess eae) 


+ 
" 25? + be? + ¿2a2)3 R 
0:0; = 0':0'; = 地 + C+ aD) 


0,0, = 0',0' = EPA? + PAR 
tbad = $ fo ca 


@ AABC 与 人 01020 WAE A amm, 
V (ab? + bte? + c2a2) R 
@ 48C 的 垂 线 布 罗 卡尔 人 4 B, C 与 布 罗 卡 尔 圆心 和 0102 03 相似 且 相 
似 比 为 CY PS p] os . 
(ab? + be? + a?) 
4. 布 罗 卡 尔 角 相等 的 三 角形 . 
定理 4 ”如 图 2.96, 在 公 4BC 的 边 BC, CA, AB 上 分 £ 


别 取 点 P,Q, R, ENARE AZ Agy BRB 
AP, BQ, CR 长 为 三 边 组 成 的 三 角形 记 作 A A B'C' , Wl 
AA'B'C 的 布 罗 卡尔 角 与 A4BC 的 布 罗 卡 尔 角 相 等 .0 ⁄—k—— 

证 明 ” 设 公 4'B'C' 的 布 罗 卡 尔 角 为 e' ,面积 为 8 ， 
则 由 布 罗 卡尔 等 式 ,有 


AP? + BỌ? + CR? 
4s e 


coto' = 


由 斯 特 瓦尔 特定 理 , 即 


AP = p BE | a PE 


pe - BP - PC 


BP à. ” 
m Pc = E = 0 


则 ER aa bE si-a 
BP - PC = À(1 - à)a? 
Bp AP? = Ab? + (1-2) - A(1 A) 
同 理 BQ? = àc? + (1 - à)a? - A(1 ~ à)b? 
CR? = ìa? + (1 - A)b? -AC -à)e? 


故 
AP? + BQ? + CR? = Ala? + b? + 2) + (1+ A)(a2 + b2 + e?) 


中” 陈 明 , 胡 光宗 ,关于 布 罗 卡 尔 角 的 一 个 有 趣 问 题 []] .中 学 数学 ,1995(4):36. 


NO 
AN 


(m) p3ao<— a zg === 


NO 
ON 


J. A R È 


(A - A?) (a? + b? + c?) 


Bp 
AP? + BQ? + CR? = (1- À + 22)(a2 + b? + c?) 四 
$ 另 一 方面 ,由 已 知 得 AR = Ac, CQ = Ab(0 < à < 1).4E SARCD , Hl 
A AD = CR, CD = AR = àc 
500 CD àc _ c _ AB 
š CQ "b "” b "AC 
É 又 人 DCQ = 人 BAC, 则 
™. ACD Wn AABC 
E Di 
E e @ =- 外- 
故 DQ = #CQ = Lab = ìa 
而 BP = 4ha, 则 
e DQ = BP 
又 人 CQD = 一 4CB8, 故 
DQ // BP 
故 BPDQ 是 平行 四 边 形 . 
因此 PD = BQ ,于 是 A APD 是 三 边 长 分 别 为 4P,BQ, CR 的 三 角形 
Saapp = Saage + Saacp - Saase ~ Sacro @ 


其 中 Sano = Saar = 个 Shec = AS. Samp = 15. 因 
PCD + ZABC = ZC + LA + LB = 180 
+ CD - CPsin Z PCD 


Sacro CD, PC _ AR, PC _ " 

则 Sase” lap a Boan Zang AB BCT AB ' BC = A(1-2) 
2 
故 Sacro = (À -~ 22)S 
于 是 由 式 @ 得 
Sasp = S + AS -ÀS - (à ~ 22)S = (1-A +22)S 
即 S = (1-2 +22)S @ 
OORA OH 
cota = tt @ 
由 布 罗 卡 尔 等 式 与 式 @ 知 
cot a’ = cot a 


易 知 布 罗 卡 尔 角 为 锐角 , 故 
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a =a 

5. 布 罗 卡 尔 点 与 外 心 . 

如 图 2.97, 设 P, Q, O 分 别 是 公 48C 的 正 、 负 布 罗 卡 尔 
点 和 外 心 ， 

公 A1B1C1 与 全 4'1B8'1C'1 分 别 是 P,Q 的 投影 三 角形 ， 
则 有 下 列 两 个 结论 @ : 

定理 5 和信 4BCi 与 人 41B'1C' 共 有 一 个 外 接 圆 ,其 # 44 C 
圆心 为 线段 PQ 的 中 点 凡 , 34628 R + sin a(R X Á ABC 外 图 2.97 
接 圆 半径 ). 

定理 6 OP = OQ,BD AOP 为 等 腰 三 角形 ,其 顶 角 为 24. 

FXE, IUE A, A'i B'i, BL 四 点 共 圆 ,其 圆心 是 PO 中 点 ; B'i, B1, C1, C'i 
四 点 共 圆 ,图 心 也 是 PQ 中 点 .这 就 证 明了 定理 5. 由 此 知 , M 与 0 是 相似 三 角形 
人 A4181C1 5 A BCA 的 对 应 点 (都 是 外 心 ), 帮 PO = PM . 同 理 00 = 2E = 
PO, FÆ POQ = 2c. 这 就 证 明了 定理 6. 

6. 与 布 罗 卡 尔 加 有 关 的 问题 . 

如 图 2.98, 公 4BC 的 重心 6 HEIA G' 称 为 
A ABC 的 共 辑 重心 . 过 6' 作 三 边 的 逆 平 行 线 DD' , 
EE', FF'(B,C,D',D;E,C,A,E';F,A,B,F 分 别 共 
圆 ), 则 它们 均 被 6' 平分 .又 因 

LOEF' = ZG'F'E = ZA 
所 以 G'E = G'F' 
同 理 G'F = GD GD = CE 图 2.98 
故 ADEF 5j AD'E'F' 共 外 接 圆 ,圆心 为 6 .此 圆 称 做 图 克 贺 或 余弦 圆 . 

由 此 可 知 ED | AB,FE | BC,DF | AC, $k ADEF cn 全 4BC, 同 理 
AD'E'F' o A ABC. JA A DEF 2 AD'E'F (RARER). ATENTATE 
论 (参见 垂 线 布 罗 卡 尔 三 角形 ): 

定理 7 人 DEF 与 人 ABC 共 有 布 罗 卡 尔 点 P. 公 D'E'F' 与 全 4BC 共 有 负 布 
罗 卡 尔 点 Q. 

定理 8 P,Q 关于 06' 对 称 , 且 在 以 06' 为 直径 的 圆 上 . 

事实 上 ,如 图 2.99, 作 RA ADF ,RtA BDE ,Rt 人 CEF 外 接 圆 , 必 分 别 切 DE 
于 D, 切 EF 于 F, 切 FD 于 F, 故 三 贺 之 交点 即 为 ADEF 之 正 布 罗 卡尔 点 . 

另 一 方面 ,PBE = LPDE = a,ZPCF = LPEF = a,ZPAD = 


外” 胡 策 生 . 布 罗 卡 和 布 罗 卡 问题 [中 .中 学 数学 教学 ,1993(4):36-38. 


SN 
Z 


(a) gao<— a gs =m = 


Fiar B mimi mr sia 


几何 A 瑰宝 


ZPFD = a, 故 P 也 是 公 ABC 之 正 布 罗 卡 尔 点 . 

X ADEF 之 负 布 罗 卡 尔 点 , 可 进行 类 似 的 讨 
论 ,这 就 证 明了 定理 7. 

由 此 可 见 ,人 DEF 与 人 4BC 之 相似 比 为 外 = í 
tan a, 且 两 三 角形 上 所 有 对 应 线段 皆 互 相 垂直 , 特别 
地 ,它们 的 外 心 与 0 是 对 应 点 ,PK 与 PO 是 对 应 线 
段 , 故 PK | PO. 同 理 可 证 QK | 00. 从 而 证 明了 P, 
Q 在 以 OK 为 直径 的 圆 上 (图 2.100). 又 ,前 已 证 PK = QK, 故 定理 8 得 到 证 明 . 

由 P,Q,0,K 所 决定 的 圆 , 即 三 角形 正 . 负 布 罗 卡 尔 点 、 


Pt FASEA E O PSA r TEB) IB] BAA D FAQ. K 
7. 布 罗 卡 尔 三 角形 类 . 
有 两 个 特殊 的 三 角形 内 接 于 布 罗 卡尔 圆 ,分 别称 为 第 一 Q o 


和 第 二 布 罗 卡尔 三 角形 ， 

(1) A AABC 每 一 边 为 底 , 以 布 罗 卡尔 角 a 为 底 角 ,向 图 2.100 
内 作 三 个 等 腰 三 角形 , 设 其 顶点 分 别 为 Ao, Bo, Co, 则 称 
AAB Co 为 第 一 布 罗 卡 尔 三 角形 . 

(2) 以 A ABC 边 BC 为 弦 作 两 圆 分 别 与 4B ,4C 相 切 于 弦 的 端点 , 设 二 赔 在 
A ABC 内 部 相交 于 点 4'0; 类 似 地 ,以 AB , AC 为 弦 作 一 边 之 切 圆 ,分 别 得 圆 之 交 
点 B'o、C'0. 则 AA'oB'oC' o 称 为 第 二 布 罗 卡 尔 三 角形 ， 

这 两 个 布 罗 卡 尔 三 角形 皆 内 接 于 布 罗 卡 尔 贺 . 


党 布 罗 卡 尔 贺 定 理 


布 罗 卡 尔 圆 定理 ”全 48C 的 外 心 0 , 共 斩 重 心 K, 正 、 负 布 罗 卡 尔 点 0,Q' ， 
直线 BQ 与 C0' KIZAA ,直线 CQ 与 40' 的 交点 Bf ,直线 AQ BO 的 交点 C' ， 
此 七 点 共 圆 .此 圆 以 OK 为 直径 , 称 为 布 罗 卡 尔 圆 中 . 

证 明 An 2.101, Z QAB = 人 QBC = ZQCA = LQ'AC = ZQ'CB = 
LQ'BA = wlw 为 布 罗 卡 尔 角 ,参见 布 罗 卡 尔 点 ). 

过 4' 作 EF' // BC 分 别 交 4C,4B FE, F ,再 过 点 B' fED'F // AC 分 别 交 
BC, Ch 于 D',F. 设 EF 与 DF 交 于 点 K'. 

通过 计算 可 以 证 明 ; K'E + K'F' = 2R?tan w = K'D'- K'F( R 为 外 接 圆 半 


O 单 境 . 数 学 名 题记 典 [M]. 南 京 :江苏 教育 出 版 社 ,2002:434-435. 


Treasure N Geometry 


4%), D',E,F, 四 点 共 圆 ， 从 而 人 K'D'E = 
ZAF'K' = 人 B .又 四 边 形 K'D'CE 是 平行 四 边 形 ， 
D'E 被 CK' 3 r, ZCED' = ZK'D'E, 所 以 
Z CED' = LB, D'E 是 AB 的 逆 平 行 线 .既然 CK' 平 
分 AB 的 逆 平 行 线 DE, 故 CK' 必 是 A ABC 的 共 辐 
中 线 . 

同样 地 ,车 过 C' 作 DE' // 4B ,分 别 交 BC, CA 
F D, E' ,并 记 DE' ,EF 的 交点 为 K" ,DE' 与 D'F 的 
交点 为 K”, 则 同 理 可 证 BK" 和 4K" 也 是 A ABC 的 BaN 
HEHEHE, JATI CK' , BK" , AK” 3 FIAT Ò K. ASET LAWER, K' , K” , K” 
必 与 K 重合. 可见 EF ,D'F,DE' 都 通过 点 KK. 

由 于 人 4'BC = 人 4'CB = w,h' 在 BC 的 中 重 线 上 ,又 由 于 EF // BC, 所 
LA LOA'K = 90?, 即 点 4 在 以 OK 为 直径 的 圆 上 , 同 理 可 证 8', C' 也 在 以 OK 为 
直径 的 加 上 ,从 而 0 ,K,4' ,8 ，C' 五 点 共 圆 . 

X LA'QC' = LQAB + ZQBA = o + (LB - w) = LB = LA'KC', 
LA'Q'C' = ZQ'CB + LO'BC = o + (LB - o) = LB = LA'KC IVA Q, 
Q' 都 在 上 述 贺 上 . 

故 O,K,A',B', C,Q, 七 点 共 圆 , 且 该 圆 以 OK 为 直径 ， 

布 罗 卡 尔 贺 有 很 多 有 趣 的 性 质 .例如 , 设 和 "是 圆 0C4 与 圆 0'4B 的 交点 ,到 
是 圆 QAB SIN] Q' BC 的 交点 ,C" 是 圆 08C 与 圆 0'C4 的 交点 , 则 A", B' , C" 均 在 
布 罗 卡尔 圆 上 ,从 而 ,外 心 O, 389830 K,IE. fa fi R IKAK 0,0', 以 及 4h'， 
B',C' ,A", B", C 这 十 点 共 圆 ， 

如 图 2.102,4" 是 贺 Q'Bh 与 圆 04C 的 交点 ，C" 4 


是 40 与 80' HIBER IRSA A"Q, A"Q' „II Z QA"A = 

LACQ = w( 布 罗 卡 尔 角 ), 和 44"Q' = LABQ' = N 
We 

ZABC' = 2w. FVL A" BHE C'OQ' 上 , 即 点 如 SN, 

VENEER. 4 


w, FDL Z QA"Q' = 2w. fB Z QC'Q' = Z C'AB + 
图 2.102 
SERERE 


热 尔 岗 点 定理 ÜLA D,E, FÆ OABC 的 内 切 贺 或 一 个 旁 切 圆 在 边 BC , 
CA,AB 所 在 直线 上 的 切 点 , 则 AD, BE , CF 共 点 .该 点 称 为 热 尔 岗 点 . 


No 
oN 


(m) g=ao<c a Z= sr = 


X na = 宝 


该 点 为 法 国 数学 家 热 尔 岗 (Gergonne,1771 一 1859) 所 发 现 . 因为 一 个 三 角 


形 有 一 个 内 切 圆 和 三 个 旁 切 圆 , 所 以 , 一 个 三 角形 有 四 个 热 尔 岗 点 . (参见 
Annales de Math .9(1818 ~ 9)) 
$ 证 明 ”如 图 2.103, 据 切线 长 定理 ,有 
L AE = AF,FB = BD,DC = CE 
w 则 
AF_. BD , CE 
Ë FB ` DC EA”! 
各 | MHATRE, AD, BE, CF 共 点 ， 
# 4 
E) P E 3 p 
2 5 c 4 BF 
© (9) O 
M 2.103 


定理 设 6 为 人 4BC C 的 热 尔 岗 点 ， 则 有 


Ti G 
paa tp bt € =o 
证 明 D 。 如 图 2. 104, 由 热 尔 岗 点 的 定义 , 知 
AR= p-a,BR= BP = p-b,CP = p— c 
AABP 被 直线 CCR 所 截 ,由 梅 温 劳 斯 定理 ,有 AAN 


所 以 


í — ap-a) _ _. 
AG mE pc) alp a) AP 


O 张 定 胜 ,关于 N, C 点 的 两 个 有 趣 性 质 []] .中 学 数学 研究 ,2003(2):20-21. 


M| AP = (GÈ - TÄ) + ECG? - Gb) © 
= _ a(p- a 
又 papa ° 
所 以 
(Cp - b)(p - c) + alp = a)) GÀ =- alp - a) AP © 
四 代入 图, 有 


((p- b)(p - c) + a(p - a)) GÀ = - a+ (p - a)(( GË - GÀ) + 
2—b (68 - GB) 
化 简 上 式 , 知 


(p - b)(p - c) G + (p - c)(p - a) GË + (p - a)(p - b) GË = 0 
上 式 两 边 同 除 以 (p - a)(p - b)(p - c), 4 
A È 或 


p-a Pip b ET 


纳 格 尔 点 定理 ” 公 4BC 的 三 个 旁 切 圆 分 别 与 边 BC, CA, 4B 相 切 于 点 也 ， 


E,F,M] AD, BE, CF 共 点 .该 点 称 为 纳 格 尔 点 . 


p= 


证 明 ”如 图 2.105, 设 公 ABC 三 边 为 a,b,c， 
tia + b + c). 
AF = p- b = CD 


# AF BD CE _ 
FB ` DC ` EA 7 
由 塞 瓦 定理 知 AD, BE, CF HA. 图 2.105 


该 点 为 德国 数学 家 纳 格 尔 (Nagel, 1821 一 1903) 所 发 现 . 
由 于 AD, BE, CF 平分 三 角形 的 周 长 ,我 国学 者 又 将 纳 格 尔 点 称 为 第 一 界 


NO 
oN 


(me) pa Z= === 


X raaa 


党 纳 格 尔 点 性 质 定理 
z 
m 由 于 纳 格 尔 点 又 称 为 第 一 界 心 ,所 以 关于 纳 格 尔 点 的 性 质 , 我 们 在 第 一 界 
500 心 的 有 关 性 质 中 专题 介绍 ,这 里 仅 介绍 一 条 性 质 . 
Ë 定理 ” 设 N 为 人 ABC 的 纳 格 尔 点 ,BC = a, CA = b,AB = c, p 为 半 周 长 ， 
5| ms 
条 (p - a) NÄ + (p - b) NÈ + (p - c) NG = 0 
š 证 明 O 。 如 图 2. 106, 由 纳 格 尔 点 的 定义 , 易 知 
tE) AF =CD=p-b,BF=p-a 
因为 人 4BD 被 直线 CNF 所 截 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 
BC | DN AF _ 
@ DC ` NA ` FBF! 
DN _ FB DC _ p-a, p-b_ p-a 
NA SAF BC pb a “a 
DA LDN, japa, © 
而 ZD = AB + BD = AB + p = e BË © 
S: AB = NB - NA, BC = NG - NB 
则 AD = (NB - NA) + P-—S (Në - NB) @ 
由 @ 知 
NA =- b @ 
ORAO, H 
MA =- (NB - NA) - P = S (Në - NB) © 
化 简 式 ©, R 


(p - a) NÄ + (p - b) NË + (p - c) NË = 0 


O 张 定 胜 .关于 N,G 点 的 两 个 有 趣 性 质 [中 .中 学 数学 研究 ,2003(2):20-21. 


SESE 


MEE 。 三 角形 的 任 一 纳 格 尔 点 到 各 顶点 连 线 的 中 点 所 构成 的 三 角 
形 ,与 原 三 角形 的 中 点 三 角形 有 一 共同 的 内 切 圆 或 旁 切 圆 , 此 圆 称 为 原 三 角形 
的 斯 伸 克 圆 (也 称 P - W). 

该 称呼 首 见 于 Spieker , Grunerts , Archiv ,51,1870,10 ~ 14 页 . 

证 明 ”如 图 2.107, 公 ABC 的 三 条 中 线 4D， 
BE ,CF ZF G, ADEF J A ABC 的 中 点 三 角 
形 . /是 公 4BC 的 内 心 ,W 是 全 4BC 的 纳 格 尔 点 ， 
A',B',C' 分 别 是 NM ,NB , NC WPR. AAB C 
与 人 4BC 位 似 , 其 外 位 似 中 心 为 N, 相似 比 为 
+X. AABC f A DEF 位 似 ,其 内 位 似 中 心 为 
C, 相 似 比 为 - 2. 可 见 A A'B'C' 与 A DEF 也 位 Bao 
似 , 其 内 位 似 中 心 应 在 NG 上 , 且 应 是 NG 的 中 点 ,相似 比 是 -1, 即 AAB C o 
ApEF. 

今 考查 AABC,A ABC, A DEF 的 内 切 圆 之 间 的 关系 . 当 将 A ABC 变换 
成 人 4'B'C', 公 ABC 的 内 切 圆 变换 成 人 4'B'C' 的 内 切 圆 ,由 于 AN, G, 在 同一 
HREH IG = $ GN, 4B'C' MIIA K 应 是 NI 的 中 点 . 当 将 
A ABC 变 为 A DEF 时 , 公 4BC 的 内 切 圆 变换 成 ADEF 的 内 切 圆 . 因 相 似 比 是 
- 2, 其 内 切 圆 圆心 K 也 应 在 NG 上 , 且 KG = 二 G1. 由 此 可 见 ,K' 和 K 必 重合 ， 
又 由 于 这 两 个 内 切 圆 是 等 圆 ,故此 两 圆 必 重合 

关于 旁 切 圆 的 情况 ,可 类 似 地 讨论 . 

由 上 可 知 , 三 角形 的 斯 伯 克 圆 是 原 三 角形 的 中 点 三 角形 的 内 切 圆 和 旁 切 
圆 . 


党 三 角形 的 界 心 定理 


设 P,@ É A ABC 周 界 上 的 两 点 ,如 果 这 两 点 将 三 角形 周 界 分 为 相等 的 两 
部 分 , 则 称 线段 PQ 为 A ABC 的 一 条 平分 周 线 (或 分 局 线 ). 


NO 
AN 


(e) gso<— ag ar = 


NO 
eN 


Eigsp B pane 8 annk 


几何 瑰宝 


第 一 界 心 定理 A ABC 中 过 顶点 的 分 周 线 AD, BE, CF 相交 于 一 点 用, 称 
之 为 第 一 界 心 , 记 为 有 .此 时 分 周 线 即 为 过 顶点 分 周 线 . 

第 一 界 心 , 实 际 上 就 是 三 角形 的 纳 格 尔 点 N. 

第 二 界 心 定理 ”全 48C 中 过 各 边 中 点 的 分 周 线 相交 于 一 点 J,, 称 之 为 第 
二 界 心 , 记 为 .此 时 分 周 线 即 为 过 边 中 点 分 周 线 . 

第 二 界 心 , 实 际 上 就 是 斯 伸 克 圆 的 圆心 S. 


定理 19 ”三 角形 的 任 一 顶点 到 界 心 J, 的 距离 与 其 对 边 上 的 过 顶点 分 周 
线 的 长 之 比 等 于 其 对 边 长 与 半 周 长 之 比 . 

证 明 ”如 图 2.108, 设 公 ABC 的 界 心 为 用 ,对 于 公 ABD 
应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


Al DC, BE} 
AD CB ` FA 7 
有 Alı p-b p-a_ 
于 是 TD a ppal 
Alh a 
从 而 TD 
即 得 rsi 
同 理 可 得 
Bh _ b Ch < 


定理 2 ”过 三 角形 的 界 心 娓 ,但 不 过 三 角形 的 顶点 的 任 一 直线 ,都 不 可 能 
把 三 角形 的 周 界 截 割 为 两 条 等 长 的 折线 ， 

证 明 ”如 图 2.108, 设 直线 MN 过 A ABC 的 界 心 ,不 妨 假定 MN 与 4B， 
BC 分 别 相交 于 M,N 两 点 , 且 MEA 与 F 之 间 ,NN 在 D 与 C 之 间 . 车 折线 MBN 
与 折线 NCAM 等 长 , 则 由 折线 ABD 与 折线 DCA 等 长 ,可 以 推 得 4M = DN. 

定理 3 ”一 直线 截 一 个 三 角形 的 两 边 (所 在 直线 ) 所 得 到 的 三 角形 的 界 心 
九 在 原 三 角形 第 三 边 的 过 顶点 分 周 线 (所 在 直线 ) 上 的 充 要 条 件 是 这 一 直线 与 
原 三 角形 的 第 三 边 平行 . 

证 明 ”如 图 2.109, 设 直线 MN #& A ABC 的 两 边 4B 与 4C( 所 在 直线 ) 分 别 


O 张 学 哲 .三 角形 的 周 界 中 线 [数学 通报 ,1995(1) :17-18. 
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NO 
AN 


于 NN 与 M 两 点 , 截 边 BC 上 的 过 顶点 分 周 线 4D( 所 在 直线 ) 


PH p 
先 证 充分 性 . 若 NM // BC, 则 有 J 
AN _ AB v 
NQ = BD B 
AM _ AC M 
E MQ = CD J 
AN + NQ _ AB + BD AM + Mi AC + CD Y 
从 而 ”页 S m DU UNO Z) ļÌ 
即 得 D 
AN + NQ = WQ (AB + BD),AM + MQ = ÉQ (AC + cD) s 
而 NO . 40 MO AB + BD = AC + CD 
于 是 AN + NQ = AM + MQ © 
即 AQ 是 A AMN 的 边 MN 上 的 过 顶点 分 周 线 , 故 AAMN 的 第 一 界 心 在 2 ABC 
的 边 BC 上 的 周 界 中 线 4D( 所 在 直线 ) 上 . 


再 证 必要 性 . 若 人 4MN 的 第 一 界 心 在 4D( 所 在 直线 ) 上 , 则 4N + NQ = p', 
其 中 p' 表示 A AMN 的 半 周 长 . 如 果 MN 与 BC 不 平行 ,那么 就 过 Q 作 直 线 
N'M' // BC, EZE AC 与 48( 所 在 直线 ) 分 别 于 M' 与 NV .由 充分 性 的 证 明 ,可 知 

AN' + N'Q = p' 

但 是 NN' + NO > NO 或 NN+ NQ > N'Q, 从 而 有 AN' + N'Q > AN + NQ Ë 
AN + NQ > AN' + N'Q ,无 论 哪 一 种 情况 ,都 有 p' > p' ,矛盾 , 故 MN // BC. 
定理 4 ”过 三 角形 任 一 顶点 的 分 周 线 平行 于 内 心 与 对 边 中 点 的 连 线 . 

证 明 W AK, H OABC 分 周 线 , 则 BK, = p-c,KiC=p-b,M 为 BC 
中 点 ,41 延长 交 对 边 BC 于 E, 则 


ac 
BE = pe 
于 是 
alce-bl _ le-bil 
ME = 2b+e) MK = 2 
ME _ a _ IE 
从 而 MK "b +c HA 
则 AK, // IM 


定理 5 设 K, Ks, Ks 分 别 为 人 ABC 的 边 8C, CA, AB 上 对 应 于 顶点 的 周 界 
中 点 ,JiK K, Ji Ky 延长 分 别 交 A ABC 于 Pi, Pa 和 P;, 设 内 切 圆 半径 为 7， 
则 


NO 
ON 


pa B mism2 a= 


E 


几何 了 瑰宝 


AK, : Pi = JK; KP, = JKs + KPa = r 
证 明 ”由 相交 弦 定 理 
AK, KiP! = BK, ; KiC = (p - c)(p - b) 


= ERAD ATRI = E RMR 
ne- = oe De =o) S 2 


1 
XAK, 


AJ 
1 


= 5 = r 
定理 6 AABC 的 第 一 界 心 儿 到 三 : 边 的 中 亢 分 别 记 为 大 56 =a, 
CA = b,AB = cr 为 内 切 圆 半径 ,p = Las b + c), Sa Jë: A ABC 的 面积 , 则 


fa = 2s (L - Hg = 25a(4 - 1) 


— r 


R Df = 2rd P — (22 表 循环 和 ). 
证 明 W2. 110, J, j A ABC 的 第 一 界 心 ,全 4CF 被 C 
直线 BIE RFB, J, E, ARRIN EA JN 
Ch, FB AE _ E, 


9 gas. A 


HX AF = CD = p - b,BF = CE =p-a,AE = A FNM 8B 


BD = p - c, 从 而 图 2.110 
Ch BA, EC__c_ .p-a es CF op 
JF” FB AE “p-a p-c pp- hF" pc 


过 Ji, C 分 别 作 4B BEETA ENN Jae N 
AN = fa CM = 25 


“= JN = x 
同 理 = 28. Cl - Dn = 25A( 二 全 > 
# Df = 2r Pe 


定理 7 ”如 果 一 个 三 角形 一 边 上 的 过 顶点 分 周 线 与 分 别 平行 于 这 个 三 角 
形 其 余 两 边 的 两 条 平分 周 线 共 点 ,那么 这 个 三 角形 是 一 个 等 腰 三 角形 . 
证 明 ”如 图 2.111, 设 4D 是 公 4BC 的 边 BC 上 的 分 周 线 , PQ 和 RS 分 别 是 


Treasure N Geomety 


平行 于 边 AB 和 边 4C 的 平分 周 线 , AD , PQ 和 RS 三 线 相交 于 4 
日 .于 是 ,由 三 角形 的 过 顶点 分 周 线 与 平分 周 线 的 定义 , 易 知 Si\e 
AS = DR,AQ = DP. 对 A ABD 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


AH DR .8S .| 
HD ` RB ` SA 
- BS _ HD B P D RC 
从 而 BR = HA 
因为 SR // 4C ,所 以 图 2.111 
BS _ AB 
BR = BC 


又 因为 QP // 4B ,所 以 


HD _ DP _ AQ _ AC 
HA ` PB ` PB ` BC 


AB _ AC 
于 是 BC ` BC 
即 得 AB = AC 


故 A ABC 是 等 腰 三 角形 . 

由 定理 7 即 知 :如 果 一 个 三 角形 的 三 条 平行 于 各 边 的 平分 周 线 两 两 交 于 三 
角形 的 一 条 过 顶点 分 周 线 ,那么 这 个 三 角形 一 定 是 一 个 等 边 三 角形 ， 

定理 8D ”如 图 2.112, 设 A ABC 的 过 顶点 分 周 线 为 
AD,BE, CF ,第 一 界 心 为 Ju, X J AD 上 的 一 点 且 X4 = 
1D,Y 是 BE 上 一 点 且 YB = E,Z 是 CF 上 任意 一 点 且 
ZC = JF, W A XYZ 的 外 接 圆 为 2 ABC 的 内 切 圆 . 

证 明 令 M 为 BC 的 中 点 ,1 为 全 4BC 的 内 心 ,联结 
MI, XI, 延 长 XI 交 BC 于 N, 由 定理 4 知 AD // IM, H J, 
与 其 他 各 心间 关系 定理 1 知 AJ, = 21M, 由 XA = J.D I 
XD = AJ $k 


即 有 m= 0-1 
ND "NX "` XD " 2 
而 有 MM 为 DN 的 中 点 , NX = 2NI. 
由 于 M 既是 BC 的 中 点 ,又 是 DN 的 中 点 ,而 有 CN = BD = p - c, XX C 
到 A ABC 的 内 切 圆 的 切线 长 也 为 p - c, 故 内 切 圆 必 与 边 BC 切 于 点 N, 于 是 NI 
为 内 切 图 的 半径 , NX 为 内 切 圆 的 直径 . 


O ” 尹 广 金 -三角形 界 心 的 又 一 条 性 质 [中 ,中 学 数学 ,2002(4) :47. 


NO 
oN 


(e) g3aos— aE =m = 


k 2 
ON 


Fena B mama 8 miqa 


JA. fm m= = 


A XÆ A ABC 的 内 切 圆 上 , 同 理 点 Y, Z 也 在 A ABC 的 内 切 圆 上 . 
故 A XYZ 的 外 接 贺 为 人 4BC 的 内 切 贺 . 


定理 1 三 角形 的 三 条 过 边 中 点 的 分 周 线 交 于 一 点 h. 


证 法 10 ”如 图 2.113, 公 48C 中 ,BC = a,CA = b, Ap 

AB = c,D,E,F 分 别 是 边 BC, CA, AB 的 中 点 , DP, EQ, x 

FS 是 过 边 中 点 分 周 线 ， £ 
(1) 当 边 BC, C4,4B 中 至 少 有 两 边 相等 时 , 显然 2 

DP, EQ, FS 三 线 交 于 一 点 . 2 


(2) 当 边 BC, C4 ,4B 中 任意 两 边 都 不 相等 时 ,为 方 图 2.113 
便 起 见 , 不 妨 令 BC > CA > AB. 
由 过 边 中 点 分 周 线 定义 ,可 知 点 P TEH CA 上 ,点 Q, S 都 在 边 BC 上 ,并 且 


有 
a-c atc 
BO = 5E, QC = $ 
b-c b+c 
AP = ,PC = b+ 
SC = 34 
| BQ a-c 
于 是 =00=o+re 
AP boe 
=PC= b+e 
Qs = gc - sc = 好 
联结 EF , WJ 
EF // BC 
且 EF -二 BC 
BJ EF / QS 
B EF = ta 


四” 尹 广 金 .三 角形 的 对 偶 周 界 中 线 [] .中 学 数学 ,2006(6):39-40. 
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令 EQ 与 FS ZFA J, W| 
Eh _ EF a 


s = — = e 


JQ QS b+e 
在 公 4BC 所 在 平面 上 任 取 一 点 0, 由 中 点 公式 的 向 量 形式 ,得 


DD = -LOB + 00) 


OË = 40t + 02) 


再 由 定 比 分 点 公式 的 向 量 形式 ,得 
— _ 0b + 100 _ (a + e) OÈ + (a - c) OË 


O00 py 2a 
请- QÁ + OÜ _ (b + e) OÁ + (b - c) OË 
T Tea 2b 
eor TË + e 00 
0 = Fee T 


1 


1 天 =x — 
z “(Zz(0C+ 0A) +Ç 
thse 
(b + c) OA + (c + a) OB + (a + b) OG 
2(a + b + c) 
(hte) DÄ- bO = eË 
因 D, = Oj, - OD = Za + < 
b + c) -05 让 -co 
2b 


—<# — 
DP = OP - OD = 


则 DÌ, =- Db 


a+b+c 


即 D, J, P 三 点 共 线 ,于 是 DP , EQ , FS 三 线 交 于 点 Ja 


RE, OABC 的 三 条 过 边 中 点 分 周 线 交 于 一 点 .此 点 即 为 第 二 界 心 J. 


为 了 给 出 证 法 2. 先 约定 几 个 记号 : 5 
将 全 4BC tF x 边 上 的 中 点 记 为 G.,x € la,b, 
c}(a = b z e, FR), iE F, a,b,c 三 边 中 除 x 边 的 


另 两 边 所 成 折线 长 的 中 点 , 称 F, 为 相对 于 x 边 的 折 中 
点 ,线段 F,G, 称 为 x 边 的 过 边 中 点 分 周 线 ,连同 其 长 度 
RITH fo, WME 2.114 所 示 . 


证 法 2D 如 图 2.115, 设 6,, Ca, Ge 分 别 为 A4BC Piia De EWA, 


O 声 林 .三 角形 的 折 心 及 其 与 各 心 的 联系 []. 中 学 数学 ,2000(4):41-42. 


a . (a + e) OB + (a = e) 0 _ 
2a B 


NO 
A 


(m) puso ag ==— = 


‘zZ 
ON 


FERRE EERS ISK 


几 休 瑰宝 


延长 CA 至 D, 使 得 AD = 4B, 取 线段 CD 上 的 中 点 F, 
HT b > c, 故 F, 在 线段 4C 上 

CF, = FD = FA + AD = F.A + AB 
边 a。 上 的 过 边 中 点 分 周 线 f。 = F.G,. XTA A EAE // 
DB ZBC 于 E, 则 易 知 AE J: LA 的 角 平 分 线 , 从 而 /是 
Z 6,G,G, 的 角 平 分 线 ， 同 理 可 知 ,fp,f; 分 别 是 图 2,115 
Z G,G,G, s L G,G,G, 的 角 平 分 线 .而 A GCG, 的 三 条 角 平 分 线 共 点 ,该 点 即 为 
Z ABC 的 第 二 界 心 J，. 


推论 。” 设 入 4BC 的 各 边 长 为 ,b,c,p = 去 (ea + b + c), WA 


PN EN 
HP x,y,z E la,b,c| B. z > y 
证 明 ”如 图 2.115, 有 


f. = 3 DB = y 2e - 2c2eos(z - A) = 
V 2e(1 + cos A) = 


$ 
2 
二 2 i + c = a: S 
2V PO + 2 = 


ER 


CG 


同 理 可 得 A - Vo 


39 -V2 "Vp(lp- c) 
定理 2 在 全 48C 中 , 若 几 为 人 4BC 的 第 二 界 心 ,Dj, 表示 J 到 三 角形 三 


URLA py = DE 


证 明 ”如 图 2.116， 在 A4BC 中 ， 肪 为 三 角形 的 第 二 界 心 , 忆 , 巨 ,下 分 别 是 
边 BC, CA, AB 的 中 点 . 


联结 DF, 交 EQ FS. 
由 DF // PR, 有 
EK _ DF _ b 
KR = PR " a+c 
事实 上 DF = 去 ,4P = AM = < 


i 


PR = PA + AC + CR = HË p 2 
由 此 即 得 结论 . 故 


FJ; b 
TR = 2p © 
t J, E J,G 1 48 于 6, 过 R 作 RH | AB FH, 
则 


(a) aos s Zx =m = 


又 RH -2tbsin4 = S(a +b @ 
H O,@,Q@ I 


Š“ 
° 
" 

° 
4 
x 

= 
@ 


或 jc = Satt- $) 
AA J, fE JI 上 4C 于 1, 有 
hl = aleta 


Æ J fE J,T LBC FT, H 


hr = be(e + b) 
2 = gpR 


Ši Cabla + b)) 
yo 8pR 


党 三 角形 的 欧 拉线 定理 


故 D, 


欧 拉线 定理 任意 三 角形 的 垂 心 H b G 和 外 心 0, 三 点 共 线 , 且 HG = 
260. 

上 述 定理 中 的 直线 通常 称 为 三 角形 的 欧 拉线 . 这 个 定理 是 1765 年 著名 数 
学 家 欧 拉 提出 并 证 明 的 . 

欧 拉 (Euler,1707 一 1783) 是 一 位 多 产 的 数学 家 、 物 理学 家 和 天 文学 家 ,他 于 
1707 年 4 月 15 日 出 生 于 瑞士 的 巴塞 尔 . 13 岁 上 大 学 ,17 岁 成 为 巴塞 尔 有 史 以 来 
第 一 个 年 轻 硕士 ,23 岁 成 为 物理 讲座 教授 ,26 岁 成 为 数学 教授 及 彼得 堡 科学 院 


>< 几何 瑰宝 


数学 研究 所 的 领导 人 . 欧 拉 的 名 字 频 繁 地 出 现在 数学 的 许多 领域 .他 19 岁 开始 
发 表 论文 , 半 个 多 世纪 始终 以 充沛 的 精力 不 倦 地 工作 .28 岁 时 他 右 跟 失明 ,59 
岁 后 左 眼 也 视力 减退 , 渐 至 失明 .在 失明 的 19 年 间 , 欧 拉 以 惊人 的 骨 力 ,超人 的 
才智 赁 着 记忆 和 心算 ,仍然 坚持 富有 成 果 的 研究 ,他 以 口授 子女 记录 的 办 法 发 
表 专著 多 部 ,论文 400 多 篇 ,直至 生命 的 最 后 一 刻 ,一 生 共 完成 论文 860 多 篇 ,后 
人 出 版 他 的 全 集 多 达 72 集 . 

上 述 定 理 的 提出 与 解决 ,被 称 为 三 角形 几何 学 的 开端 . 

证 法 1 如 图 2.117, 设 1 为 48 中 点 ,联结 CM , WJ G 


c 
在 CM 上 , 且 CG = 2GM. %4 OM , 则 OM 垂直 平分 4B 
延长 05 到 下 ,使 HG = 260 ,联结 CH . 因 
Z CGH' = ZMGO 
M 


则 ACHGW AMOG 4 
从 而 CH' // OM 图 2.117 
即 CH' L AB 
同 理 AH' | BC 
HD H' 为 重心 ,命题 得 证 . 
证 法 2 如 图 2.118, 设 工 ,MM 分 别 是 BC, CA 边 的 中 


点 ， u 
因 点 0 为 外 心 , 则 
DL | BC,OM | AC 


设 N Ë HC 的 中 点 ,联结 NM, NL, W| š Ë Ñ 
MN // AH, LN // BH 图 2.118 
X. H J A ABC 的 垂 心 , 则 
OL // AH,OM / BH 
则 知 OLNM 为 平行 四 边 形 , 即 有 


OL = MN = $AH 


Fenr mar Amk 


或 A. 0) 
再 联结 HO 交 中 线 氏 于 点 6G', 而 AH // OLA A G'AH co 人 GZLO, 故 有 
G'A ee AH ®© 
CL = LO 


O fü A Q GA = 2. 这 说 明 点 C 是 人 A4BC 的 重心 
于 是 G' 必 与 点 6 重合 , 故 0,C, 帮 三 点 共 线 , 且 HG = 2G0. 
证 法 3 HA, B, C1 分 别 为 人 4B8C 三 边 的 中 点 , 取 重 心 6 为 位 似 中 心 , 且 


Geometry 


Treasure 


MERSE = 2, 如 图 2.119 所 示 . 
在 此 位 似 变换 下 ,4,B,C 的 对 应 点 分 别 为 41, Bi, 
Ci. OABC 的 重心 的 对 应 点 为 AAB C 的 垂 心 . 因 
AD | BC,B,C, / BC,A,O // AD 
则 A0 L B,C 
同 理 C10 L AB 


证 法 4 如 图 2.120, 以 人 A48C 的 外 心 0 为 原点 建立 
直角 坐标 系 , 设 Alx, yi), B(x2, ya), C( za, ya) , WA F 
心 0(0,0) ,重心 kaz as it. t) # ON 

,0) ， 3 ; 5 ; 
上 BC 于 M,ON | AC 于 N, 则 用 ,NN 分 别 为 BC,A4C 的 中 
点 , 故 0M, ON ERRANA L3 


xz + %3 XI + %3 


BEÒ H 的 坐标 为 (x,y), 则 


y-n= ZLA a = wa) 
tm 
由 @ -四 得 
ya + y ay) = BEAG = a) = Ea = m) 
移 项 整理 可 得 


72+73 nin). 
Ca = Ca t ma t aD (Z ntn =0 


后 一 因 式 为 OM, ON 的 斜率 之 差 , 故 不 为 0, 从 而 
x = x1 十 %2 十 %3 
代入 @ 得 


基于 :人 下 中 这 


所 以 重心 坐标 为 H(xi + x2+ xy) + y2 + ys) 8k O0, G, HIRE HG = 260. 


NO 
oN 


(e) pa aZu= =m = 


NO 
OA 


Etiennsa EMERE IHK 


i OABC 为 任 一 个 不 等 边 三 角形 , 在 直角 坐标 系 
中 ,将 它 的 任意 一 边 (比如 边 AB) 放置 在 x 轴 上 , 边 AB 
的 中 垂 线 与 y 轴 重合 ,如 图 2.121, 又 设 边 4B 长 为 24, 则 
有 

EE A ABC 的 欧 拉线 平行 于 边 4B 的 充 要 条 件 


2 


是 以 48 = 2a 为 短 轴 , 且 第 三 个 顶点 C 落 在 机 i + 


5 = 1 上 (除去 椭 贺 长 . 短 轴 两 端的 四 个 顶点 ). 


WERO 设 公 4BC 的 边 BC 中 点 为 导 , 外 心 为 U, 重 心 为 5, 则 经 过 U, S 两 
点 的 直线 为 欧 拉线 .如 图 2.121, 容 易 求 得 点 M BRAA, A) ATREA 


U,S 坐标 如 下 
U(0, gapay, sD 


因此 欧 拉线 的 斜率 为 


k Sr: 3x? + 22 - 3a? 
= Zay 


故 要 使 欧 拉线 平行 于 边 48, 即 k = 0 的 充 要 条 件 是 
3x? 4 -3a = 0 
B. xy = 0, 此 即 


H xy = 0. 


注 ”由 上 述 结果 ,可 顺便 得 出 下 列 两 个 结论 : 
(1) 当 点 C 落 在 y 轴 上 时 ,网 拉线 与 y 轴 重 合 .斜率 不 存在 ; 


(2) 当 点 C 落 在 上 述 椭 贺 外 的 第 二 、 四 象限 ,或 者 落 在 上 述 椭圆 内 的 第 一 三 象限 时 ,网 
拉线 的 斜率 上 > 0; 当 点 C 落 在 上 述 籽 贺 外 的 第 一 、 三 象限 ,或 者 落 在 椭圆 内 的 第 二 、 四 象限 


时 , 欧 拉线 的 斜率 上 < 0. 


O ” 沈 国 强 , 顾 周 华 . 殉 拉线 的 一 个 性 质 [J] .中 学 数学 ,2002(1):22. 
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党 三 角形 的 欧 拉线 定理 的 拓 广 


定理 1 任意 人 4BC 的 内 心太 重心 G6、 界 心 a 
证 法 10 如 图 2. ar $ BC = a, 
CA =b,AB = c, 记 p = 1 (a +b + c). #Y 
别 联结 AI, AG, AJ 并 延长 交 BC 于 点 D,M， 
KK .不妨 设 b > c. 
由 三 角形 内 心性 质 , 有 
DI 
a= © 
联结 IM, 设 IJ, % AM + G' .由 梅 涅 劳 斯 定理 的 推广 定理 1, 知 


1G _ DM KA lA 
CA = MK, ` AJ, ` AD 


三 点 共 线 , 且 GJ, = 21G. 


图 2.122 


易 知 


则 


由 中 可 得 


则 Ce 
再 由 @,@ 得 


从 而 
于 是 


IM // AK, 
A IGM AJGA 


O 刘 忠 祥 , 李 建 欣 .三 角形 界 心 的 两 个 性 质 []] .福建 中 学 数学 ,1995(4) :18. 


(m)i-g—3ao I ag = m— = 


Fishpa B mim za 


几何 瑰宝 
MÇ' IG 1 
| Me - 也 -二 
则 GA GJ 2 


故 G' 为 人 4BC 的 重心 , 即 G' 与 6 重合 , 亦 即 I, G, J RRE Gh = 216. 
证 法 2 ”如 图 2.122, 设 直线 A 交 BC 于 Ki, 直 线 BJ, 交 AC FK, K, 
K; 分 别 为 旁 切 圆 与 BC, AC 的 切 点 .不 妨 设 AB < AC. 


设 而 ,记分 别 为 4,7 在 BC 上 的 射影 ,MM 为 BC 的 中 点 ,显然 4, G, MHR. 
$ BC = a,CA = b,AB = op = (a+ b+ o). 
#E RAAH, K, fl RAIM H, 4 


25. s 
SABC Jj = 2246 JM = to - c) 


ma 
注意 到 三 角形 旁 心性 质 定理 9, 有 
HiK = BK, - BH, = (p - c) - HÊ- pb-e) 


AH, = 


HK, _ 2p _ AH, 
因此 M Zas m 
于 是 RAAH K O RAIM, WA AJ, // IM. 
对 A AK, C SARER BJ K, 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,并 注意 三 角形 旁 心性 质 定理 
9, 有 
AJ, _ BC KA _ ap-c) __a 
AK KB CK, (p-c)(p-a) p-a 
从 而 多- 
所 以 AJ, = 2IM,AM 5 JI 在 点 G 处 互相 三 等 分 , 即 证 得 1,G, J 共 线 , 且 
GJ, =21C. 


注 ”证 法 2 也 可 缩 简 为 :由 第 一 界 心性 质 定理 4, 知 AJ, // IM, 由 第 一 界 心性 质 定理 1 有 


AK Dp ; 
T a .由 此 即 得 结论 . 


推论 1 条 件 同 定理 1, 又 五,0 分 别 为 和 4BC 的 垂 心 , 外 心 , 则 HJ. // 10, 
H HA = 210. 

事实 上 ,由 上 述 定理 1 及 欧 拉线 定理 , 即 证 . 

推论 2 条件 同 定理 1, 又 S ND 的 中 点 , 设 4B ,4C 的 中 点 分 别 为 L,N， 
MÜ AI // SM, B. MS 平分 人 NML. 


Me: E HÇ = + = AE, Ar // SM. 由 人 4BC A MNL DA Al FS 


< BAC ,Ë0 MS 平分 Z NML. 
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注 由 推论 2? 即 知 3 是 入 WML 的 内 心 , 且 售 4BC 与 AMNL 的 内 切 圆 的 位 似 中 心 为 也 . 
于 是 , 公 4BC 的 顶点 到 点 儿 ( 纳 格 尔 点 ) 的 直线 通过 A MNL 的 内 切 贺 的 相应 的 切 点 ,从 而 ,我 
们 又 有 如 下 推论 : 

推论 3 三 角形 的 内 心 是 它 的 中 点 三 角形 的 纳 格 尔 点 (或 第 一 界 心 ). 


注 ”此 推论 3 的 另 一 证 明 可 参见 三 角形 的 中 点 三 角形 (中 位 线 三 角形 ) 定理 4 的 证 明 . 

定理 2 AABC fl I, G, J 型 线 平行 于 边 BC 的 充 要 条 件 是 ,以 B, C 为 焦 
AER a, DUR A TERMIZ, + 322 = 1 上 (除去 梢 加 长 办、 短 轴 两 册 的 
四 个 顶点 ). 

证 明 @ ”如 图 2.123, 设 A ABC 的 重心 为 6, 内 心 为 
7, 内 切 圆 半 径 为 ", 分 别 过 C, IEBC HER, EEN D, 


E, WBRA GI // BC , 则 
GD = IR = r 
又 G 是 重心 , 则 
Sacc = 让 Sanne © 
又 因 Sace = +BC: r 


Sasse = (AB + AC + BC)r 
代入 四 得 AB + AC = 2BC = 2a 
表明 顶点 4 的 轨迹 是 以 B,C 为 焦点 ,长 轴 长 为 24 的 椭 贺 (除去 x,y 轴 上 的 
点 ), 方 程 为 


2 2 
五 +45 1 (sy #0) @ 
a 3a 


命题 得 证 . 
由 前 文 易 知 , 当 À ABC 的 欧 拉线 与 边 BC 平行 时 ,顶点 4 的 轨迹 方程 是 ( 注 
意 BC = a) 
F. 3-1 (wy #0) @ 
易 知 ,@,G@ 表示 的 两 个 椭圆 有 且 只 有 两 个 公共 点 , 即 y 轴 上 的 两 个 顶点 . 
但 顶点 4 为 这 两 个 点 时 ,人 ABC 恰 为 正三 角形 ,不 合 题 意 .表明 ,不 存在 这 样 的 
三 角形 , 它 的 欧 拉 线 与 类 似 欧 拉线 平行 三 角形 的 同 -- 边 . 


O 曾 建 国 , 何 志 红 , 温 小 平 .类 做 欧 拉线 的 一 个 性 质 [J]. 中 学 数学 ,2003(4):34- 


NO 
ON 


(e) g aos a Z= =m = 


NO 
ON 


Fianpp B gam Š DSEK 


A q A = 


EEI 设 D,E,F 43] A ABC 的 三 边 BC, C4,48 的 中 点 , G 是 重心 ， 
P 是 平面 上 任 一 点 ,过 D, E, F AYSWE AP, BP, CP 的 平行 线 ,那么 

(1) AP, BP, CP 的 平行 线 交 于 一 点 P'. 

(2) 已 ,G, 忆 三 点 共 线 . 

(3) P'G = 二 PC.O@ 

证 明 如 图 2.124, 设 DD // AP, 
EE' // BP,FF' // CP, H. DD' 与 EE' XF 
已 ,DD' 5 FF' XF P, BA 

APDF n APAC, A P'DE ^ Ó PAB 
m #D_ DE_ 1 PD DE 1 


PA ` AC ` 2'PA “` AB "` 2 
故 P P Er BJ AP, BP, CP 的 平行 线 交 
Fi P', 


再 由 DP' // 4P, 得 
ZP'DG = LPAG 
DE ADC. 1 
XAP = 2,4G “= 2 M 
AP'DG n A PAG 
从 而 P'G = +PG 
且 LPGD = PGA 


X Z PGA + Z PGD = 180 , 则 
Z P'GD + Z PGD = 180 
即 P,G, P 三 点 共 线 . 
易 见 ,定理 2 的 北 命 题 也 成 立 , 即 有 
定理 4 设 有 公 4BC,D,E,F 分 别 是 三 边 BC,C4,4B 的 中 点 ,G 是 重心 ， 


是 平面 上 任 一 点 .联结 PG 并 延长 至 P', 使 PC = 1 PG,WJ pP' / AP, EP' // 
BP, FP' // CP. 


E (1) 如 果 P shot P 为 外 心 , 即 定 理 2 是 欧 拉线 定理 的 拓 广 . 
(2) WR P 是 内 心 , 则 为 第 一 界 心 用 , 即 定理 2 也 是 定理 1 的 拓 广 . 


,武汉 :中 国 地 质 大 学 出 版 社 ,1988:111. 
:中 学 数学 ,1997(1) :36. 


Treasure "s. Geometry 


NO 
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(3) 如 果 我 们 称 定 理 2,3 中 的 P 是 P 的 镜像 点 (关于 A ABC 的 重心 C) ,那么 我 们 得 到 
平面 上 由 AABC 决定 的 一 个 位 似 变换 ,三 角形 的 重心 为 位 似 中 心 ,位 似 比 为 - 十 .于 是 由 
(1) 与 (2) 可 知 ,三 角形 的 外 心 是 垂 心 的 镜像 点 ,内 心 是 第 一 界 心 的 镜像 点 

定理 5 AABC H, AWAN WAC 于 了 ,直线 AC 同 侧 两 旁 切 圆 圆 0, , A 
0, 分 别 切 CB 延长 线 于 已 , 切 AB 延长 线 于 F, 则 AE, BD, CF 交 于 一 点 P. 若 第 
三 旁 切 圆 为 圆 0;, 三 角形 重心 C, 则 G 分 E 访 之 比 为 2 : 1. 

证 明 @ 如 图 2.125 所 示 .( 用 同一 法 ) 延长 03G 到 
Pl, 使 GP! = 203G, REWE Pi, E,A; Pi, F, C; Pi, 
B,D 三 组 三 点 共 线 即 可 . 

Üt AG % BC 于 M,403 XER BC T. N , AP, XAR à 
CB +. J, UE J 为 贺 0; 与 CB 的 切 点 已 ,如 图 2.126 所 
示 . 

由 B03 平分 人 4BC 及 CO3 平 分 ACB 的 
外 角 有 


[n] palo a agux===— = 


MO; // AP, 
NO, _ NM 
故 A0, ` MJ 
FEH NO, _ BN _ NM _ NC 
于 是 有 AO, ` BA ` MJ ` AC 
BN - NM _ MN - NC 
依 等 比 性 质 BA- MJ = MJ AC 
即 BM _ _ MC 
AB - MJ ` MJ - AC 
H BM = MC 有 
AB - MJ = MJ - AC (*) 


显然 了 在 CB 的 延长 线 上 ,否则 ,J 在 边 BC 上 , 则 有 2MJ < 2BM = BC < 
AB +4C 与 2M1 = AB + AC FIE. IKIF MJ = BJ + BM = CJ - CM, 故 式 (*) 
变 成 


O 黄 华 松 . 三 角形 的 另 三 条 新 欧 拉线 [J] .中 学 数学 ,2005(10):38-39. 
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几 何 瑰 = 


AB- BJ - BM = CJ - CM - AC 
从 而 
AB - BJ = CJ - AC 
下 证 J 是 圆 01 与 直线 CB HIRE. 
设 圆 01 切 AB FO, IER CA 于 R, 如 图 2.127 
所 示 . 由 切线 长 定理 
AB - BE = AQ 
CE - AC = CR - AC = AR 
AQ = AR 图 2.127 
故 4B - BE = CE - AC, WA OM E SJEA, k P14 与 BC 交点 了 恰 为 
B] 0, 与 BC 的 切 点 E. 
车 P1C 与 直线 4B 交 于 点 上 ,如 图 2.126, 同 理 可 证 4L ~ AC = BC - BL, 进 
一 步 可 证 P, C 5 AB ZIA LAA O, 与 AB 延长 线 的 切 点 . 
再 证 P, B 与 4C 的 交点 K 就 是 内 切 圆 贺 / 在 
AC 上 的 切 点 DD, 如 图 2. 128 所 示 ， 
Üt BC > 4B,BO3 交 AC 于 S,BGC 交 AC 于 


T. AÉ = AS < 1, 知 5 一 定 在 线段 7 上. 


0G 图 2.128 

由 器 = Gb = 2 Ñ 

TO, // PB 

即 TO, // BK 

由 BOs 平 分 Z ABC 有 

SC _ AS 

BC = AB 
由 AOs 平分 一 B4C 外 角 有 

AS _ SO; 

AB `" BO; 
H TO, // BK, 有 

S03 _ ST 

BO, ` KT 
由 等 比 性 质 有 


SC- ST _ AS + ST 
BC- KT 7 AB + KT 
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即 CT Ar 
BC - KT ” AB + KT 
H CT = 47, 有 
BC - KT = AB + KT © 

TAR K ÆAC 的 内 分 点 ,否则 大 在 C4( 或 AC) 的 延长 线 上 ,2KT > AC > 
BC -48B8, 由 式 回 知 2KT = BC - AB FM. 

由 于 KT = AT - AK = CK - CT RAR OA 

BC —- (AT - AK) = AB + CK - CT 

即 BC + AK = AB + CK 
也 就 是 BC - CK = AB - AK 

易 知 , 边 AC 上 满足 BC - CK = AB - AK 的 点 K, 恰 为 内 切 圆 圆 /与 边 AC 
的 切 点 D, 故 P18 与 4C 的 交点 恰 为 内 切 回 与 4C 的 切 点 也 .如 果 BC < AB, RO 
便 变 为 BC + KT = AB - KT, 上 述 结论 依然 成 立 . 

综 上 所 述 , Pi,E,A;Pi,F,C;P1i,D,B 均 三 点 共 线 , 即 4 与 旁 切 圆 圆 0 在 
CB ERIA E RAE, C RWAN O, 在 AB 上 的 切 点 严 连 线 CF, B 为 内 切 
圆 圆 7 在 4C 上 的 切 点 D 连 线 BD, 三 线 交 于 一 点 Pi( 即 定理 4 中 的 P 点 ), 且 G 
分 PO 之 比 为 2: 1, 定 理 4 得 证 . 

类 似 地 ,还 可 得 到 如 下 结论 ， 

定理 6 入 4BC 中 ,内 切 贺 圆 1 切 48 于 F, 旁 切 圆 加 03 切 BC 延长 线 于 1， 
DNN 0; U) AC 延长 线 于 D1, 则 直线 CF, AE, BD, 交 于 一 点 P. 设 另 一 旁 
HAXA 01, 则 三 角形 重心 6 分 P20 之 比 为 2: 1. 

定理 7 AAB, AMA BC FE, RUMA O, J BA 延长 线 于 F， 
旁 切 圆 圆 O, 切 CA 延长 线 于 Ds, 则 直线 CF,, BD,, AE, 交 于 一 点 Pa AA- 
HAXA 0;, 则 三 角形 重心 G 分 户 记 之 比 为 2 : 1. 


注 BD 刀 " 的 定义 相似 , 依 定理 5 证 明 过 程 知 :位 于 三 角形 外 的 点 与 各 顶点 连 
线 外 分 (或 内 分 ) 对 边 成 的 两 肌 与 三 角形 另 两 边 对 应 差 的 绝对 值 相等 , 故 可 称 为 三 角形 的 
外 差 界 心 ,同样 ,定理 6,7 中 P,P 亦 可 称 为 三 角形 的 外 差 界 心 . 

这 样 ,就 得 到 了 三 角形 的 类 似 于 “内 心 .重心 . 界 心 J” 线 的 另 三 条 欧 拉线 
的 拓 广 . 由 于 界 心 J 其 实 是 三 角形 三 个 旁 切 圆 在 三 边 上 的 切 点 与 相对 顶点 连 
线 的 交点 , 故 这 四 条 欧 拉线 的 拓 广 其 实 就 是 三 角形 的 三 个 旁 切 圆 与 一 个 内 切 贺 
共 四 个 圆 中 任 选 一 个 圆 的 圆心 为 一 点 ,三 角形 的 重心 G 为 第 二 点 ,其 余 三 个 贺 
在 三 边 所 在 直线 上 的 切 点 与 相对 顶点 连 线 的 交点 为 第 三 点 ,这 三 点 共 线 而 得 的 
4 条 直线 , 且 重 心 G 分 每 条 直线 上 三 角形 的 外 差 界 心 (或 第 一 界 心 ) 与 另 一 旁 切 
圆 的 圆心 (或 内 心 ) 所 连 线段 之 比 为 2: 1. 它 们 十 分 和 谐 而 有 序 地 分 布 在 同一 个 


NO 
AN 


[a| aoa a= dr 


NO 
AN 


Trisha B mis Š ISHK 


三 角形 中 
= Jü 63 ki yt tE Jue pi: 


8418 fu HSMAI JN RAS fam 369 y ER. 为 方便 起 见 , 我 们 
约定 :全 4BC 中 ,内 角 A, B, C 的 对 边 长 分 别 为 a,5,c, 半 周 长 为 p = la + 
b +c) ,分 周 线 分 别 为 AD , BE , CF, AARIA 4D', BE' ,CF'( 点 D'， 
E' , F' 分 别 在 边 BC , C4 ,4B 上 ), 外 心 、 重 心 .内 心 垂 心 、 九 点 圆心 ,第 一 界 心 分 
别 为 0,G,1,H,V, J.O. 

定理 1 三 角形 的 三 条 共 二 分 周 线 交 于 一 点 . I A 828 = fi 053685 P 
"a 

证 明 如 图 2.129, 令 人 B4D = ZD'AC = a, 
ZDAD' = B, 则 在 A ABD ,A ADC 中 ,分 别 运用 正弦 定 
理 ,得 


BD _ c 
sina 7 sin ZADB 


二 DC 一世- 
sin(a + 8) 7 sin Z ADC 
H sin 人 4DB = sin 人 ADC, 有 


BD _ __csin wa 
DC Š bsin(a + 8) 


同 理 ,有 
BD' _ csin(a + p) 
D'C >  bsin a 
BD , BD' _ è 
则 DC DG " É 
X BD = p - e, DC = p - b, H] 
BD _ cz(p - b) 
D'C = Pip- e) 
同 理 , 有 


CE' _ @(p- c) AF' _ b(p-a) 
E'A 7 &ê(p-a)'F'B ` a(p- b) 


O 歌 恒 考 , 尹 广 金 .三 角形 的 隘 位 周 界 中 线 [中 .中 学 数学 研究 (江西 ),2002(5) :19-20. 
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故 BD' .CE ,AF -1 
DC EA ` FB 

由 塞 瓦 定理 , 即 知 OABC 的 三 条 共 示 分 周 线 4D', BE', CF 相交 于 一 点 . 

三 角形 的 三 条 共 二 分 周 线 的 交点 称 为 三 角形 的 共 元 界 心 .并 记 共 示 界 心 为 
Ja. BR J, EFD J FAHI. 

定理 2 ZAPKKEJARLSWDAENSFI DO J, 到 对 边 周 界 中 点 
距离 的 点 在 该 三 角形 的 内 切 圆 上 . 

证 明 ”如 图 2.130,X 是 4D' 上 一 点 ,X'4 = JD. A 


在 AD 上 取 一 点 X, 使 XA4 = JD, WE N 
AJ1 = XD,X'A = XA NN 
取 BC 中 点 1 ,联结 IM, XI, JEK 好 交 边 BC 于 点 


B DM N D' 好 
入 ,由 万 与 其 他 各 心 关 系 定理 1, 知 IM LEA, MA 


NM _ NI _ IM _ 1 
1M 上 二 各 ,而 有 ND = Ny = xp = 7% M JE ND K 


中 点 ,NX = 2NI. 

再 注意 到 M 是 BC 中 点 , 即 知 CN = BD = p - c, 而 点 C 到 公 4BC 的 内 切 
圆 ( 圆 /) 的 切线 长 也 为 p - c, 故 圆 1 与 8C 必 切 于 点 N, 于 是 NI 是 圆 7 的 半径 . 

由 NX = 2N1, 知 NX 是 圆 ! 的 直径 , 故 点 X 在 圆 1 E. 

联结 X17, 注意 到 4X' ,AX KFA 对称, 即 知 人 X'h1 = X41, 又 X'A = 
XA,Al = Al, A X'Al L AXALA X'I = XI = NI1, 于 是 点 X' €A E. 

定理 3 ”三 角形 的 共 轮 界 心 . 内 心 、 外 心 三 点 共 线 . 

为 证 定理 3, 先 介绍 两 个 引 理 . 

引 理 1 关于 一 个 角 的 平分 线 对 称 的 两 个 点 到 这 个 角 的 两 边 距离 相等 . 

引 理 2 ”一 图 切 一 个 角 的 两 边 ,过 两 切 点 的 直径 的 另 两 个 端点 到 这 个 角 的 
两 边 距 离 相等 . 

下 面 来 证 定理 3. 

证 明 ”如 图 2.131,X,X ,Y,Y ,Z,Z' 分 别 
Æ AD,AD' ,BE,BE',CF, CF 上 的 点 , 且 X'A = 
XA = JıD,Y'B = YB = J,E,Z'C = ZC = JF. 

由 定理 2, 知 点 X,Y,Z 均 在 圆 E, 联结 
X'Y',Y'Z',Z'X' BIAR [ 是 A X'y'Z' 的 外 接 圆 ， 
故人 4BC 的 内 心 1 也 是 人 XYZ' 的 外 心 . 

令 圆 1 与 48,4C 分别 切 于 点 K,L, 由 定理 2 的 
证 明 , 知 到 ,ZK 均 是 圆 7 的 直径 ,再 由 引 理 2, 即 知 


NO 
AN 


(lajro oxenžwdre = 


NO 
CA 


Fish B mami arama 


几何 A = 


点 了 到 48 的 距离 等 于 点 Z 到 4C 的 距离 . 

由 于 BY ,BY 关于 BI 对 称 , 故 点 Y,Y 关 于 BI 对 称 ,由 引 理 1, 知 点 Y 到 BC 
的 耻 离 等 于 点 Y 到 48 的 距离 . 

同 理 , 知 点 Z 到 4C 的 距离 等 于 点 2' 的 BC 的 距离 . 

故 点 Y 到 BC 的 距离 等 于 点 Z' 到 BC 的 距离 ,于 是 YZ' // BC. 

同 理 ,有 Z'X' // CA,X'Y / AB. 

BD A X'Y'Z' 与 人 4BC 关于 点 王位 似 . 

#& A X'Y'Z' 的 外 接 圆 ( 贺 1) 与 人 4BC 的 外 接 圆 ( 贺 O) 也 关于 点 及 位 似 ， 

即 ,1,0 三 点 共 线 . 

这 一 三 点 共 线 的 重要 结论 可 与 三 角形 中 的 欧 拉线 , 西 姆 森 线 等 媲美 ， 

定理 4 MEMET, HAO .外 心 第 一 界 心 垂 心 恰 为 一 梯形 的 四 
个 顶点 ,内 心 在 此 梯形 的 一 底 边 上 ,重心 、 九 点 圆心 在 此 梯形 的 一 对 角 线 上 . 


证 明 ”如 图 2.132, 公 4BC 为 一 般 三 角形 ,由 定理 A 

3, 知 J, 1, 0 三 点 共 线 ,由 欧 拉线 定理 的 拓 广 定 理 1 及 fy 

推论 1 知 ji G.I 三 点 共 线 ,10 // Hh% hO / Hh, PAR 

四 边 形 JOJ H HRE, TERRANO L,C VERN (x 

M OH 上 . 8 ° 
特别 地 ,等 腰 三 角形 如 上 “七 心 " 共 线 , 且 此 线 为 等 图 2.132 


用 三 角形 的 对 称 四 ;等 边 三 角形 如 上 “七 心 " 共 点 . 
党 三 角形 界 心 /1 与 其 他 各 心间 的 关系 定理 


定理 1 三 角形 一 顶点 到 界 心 J 的 距离 ,等 于 内 心 到 对 边 中 点 距离 的 二 

Ë. 
我 们 已 在 三 角形 的 欧 拉线 定理 的 拓 广 定理 1 的 证 法 2 中 给 出 一 种 证 法 ,这 

里 再 给 出 一 种 证 法 . 

证 明 ” 设 MM,NN 分 别 为 人 ABC 的 边 BC 和 4C 中 点 ,7 为 
内 心 ,J 为 界 心 ,如 图 2.133, 则 JN // BJ1, 联 结 CI 延长 到 F， 
{E IF = CI, 联 结 4F,FB, 则 IN // FA, FJ: BJ, // Fh. 同 理 
AJ, /FB8, 则 AFBJ, 为 平行 四 边 形 , 故 AJ, = FB = 2IM. 

为 了 介绍 后 面 的 定理 ,看 一 条 引 理 . 


b K M 
BID 4 P 2 AABC 所 在 平面 内 任意 一 点 ,为 


O 刘 黎 明 .三 角形 各 心 与 界 心间 的 关系 []]. 中 学 数学 ,1997(4):35.36. 
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A ABC 的 第 一 界 心 ,R,r 分 别 为 全 4BC 的 外 接 圆 , 内 切 圆 半 径 ,p 为 三 角形 的 半 
周 长 , 则 


PŘ = 4 + Fo ~ a) PA? + (p ~ b) PB? + (p ~ e) PC? - 4Rr) 


证 明 ”如 图 2.134, 因 BD = p - c,DC = p - b ,#E 
A PBC 中 用 斯 特 瓦尔 特定 理 , 有 


PD? = 2=bpp + EPE (p - b)(p = e) 


Loos g +e =b’ -2ac _ 2p(p - b) 1 


ac ac 
# A ABD 中 ,有 
AD? = c? + (p — c)? — 2e(p — c)cos B = 
p- 20- Dp- e) 
再 对 AADC 应 应 用 梅 混 劳 斯 定理 ， 得 
Al .DB.CE |] 
JD ` BC ` AE 
而 BD= AE=p-c,CE= BF=p-a 
从 而 AJ a 
RD ` p-a 


在 APAD 中 用 斯 特 瓦尔 特定 理 ， w 
PR = w + LPpD? - RT 
将 PD? , AD? 表达 式 代 人 此 式 ,利用 


abe 4Rr,(p -oNp- bp-e) -7 
p p 


即 得 欲 证 . 
定理 2 设 公 4BC 的 外 心 为 0, 则 有 0 = R -2r = 1, 
证 明 ”由 引 理 , 取 点 P 为 0 ,注意 到 欧 拉线 定理 即 得 结论 
定理 3 i AABC 的 垂 心 为 H, 则 Ji 如 = 210 = 2V R: -2Rr. 
证 明 IH HA? = SA - cos 4 .2R = 4R? - a? 等 三 式 , 引 理 中 用 万 


sin C 


ACP Katy b2 a 2 = ga + b3 + c: = p(392-4p2) + 3abc,p2 — tge = 
r +4Rr,# JiB? = 4 2 + 8Rr + 4R? + 22 - 4p° = 4R? -4Rr. 而 OP = Rè- 


2 应 ,由 此 即 证 得 结论 . 


NO 
AN 


{wj 器 OK 开关 


NO 几何 瑰宝 


ON 
定理 4 设 人 4BC 的 内 心 为 1, 则 Ju = 36I = 6 - 12Rr + Fe. 
Al b 一 =. an. 
是 证 明 må x 二 及 = 2 全 人 al gap = telo, ) 等 三 式 ， 
页 | ERP 于 引 理 即 得 结论 . 
名 定理 5 设 C 为 人 4BC 的 重心 , 则 1G = 261 = [$e Rr + be. 
H 证 明 HH AG2 = EO? + o) - a?) 等 三 式 ,由 6 代 已 于 引 理 即 得 结论 ， 
要 | 。 或 由 欧 拉线 定理 的 推广 定理 ! 即 得 结论 . 
= 定理 6 三 角形 的 界 心 由 ,重心 有 ,内心 人 外 心 0 A 
(上 | 。 构成 梯形 的 四 个 顶点 ,对 角 线 交 点 为 重心 6, OMH 
分 别 为 两 底 . A 
Jks sau EAW IEIR OPERAE 4 的 特殊 情 Bih 
@ x d 
证 明 ”如 图 2.135, 由 欧 拉线 定理 知 O,ç.H 3k Ë € 
线 , 且 HG = 2G0. 图 2.135 


由 欧 拉 线 定 理 的 拓 广 定理 1 知 ji, ,7 共 线 , 且 几 C = 2GI. 

AT AOGA AHG, B. OH 与 17 交 于 点 6. 

于 是 入 I0H = 人 0HJ, 故 OI // JH. RAKE. 

EET 设 为 三 角形 九 点 加 的 关心 , 则 O VI, 且 6 = 7 

证 明 ”如 图 2.135, 因 V 为 九 点 圆 的 圆心 , 则 了 为 OH 的 中 点 , 从 而 
AJ OG AAIGV, BETTIS J10 // vao =. 

定理 8 H V 为 三 角形 九 点 圆 的 圆心 , 则 

nV = TR -6Rr + 272+ T 
证 明 ”由 三 角形 中 线 长 公式 ,有 
hV = 42- 0R+2. JIP - OF) 


将 OH = 9R2 - g? 及 OR, 1E 代 人 即 得 结论 ， 
定理 9 设 IU NH A ABC 的 外 切 于 边 BC 的 旁 切 圆 的 圆心 , 则 @ 


Ah = (4 +p - b)2(p = c)? + (p -ay 


O 卢 连 克 .三 角形 界 心 到 五 心 的 距离 [中 ,中 学 数学 ,1997(4):37. 
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证 明 ” 设 旁 切 圆 切 BCFA, Jl = x,m = AA' = 


paf1- 二 y Ù LE: Be 重 线 交 8C FE, XAM FF, 


如 图 2.136 所 示 , RMH BC FE WAA JF = 28 = P, £H 


而 abc =4Rmp, 在 全 万 丰 中 用 余弦 定理 
AP +I - P EF 
2JF: IF FA’ 


即 Qepa + ro = a 


r. 


la 


H 2.136 


解 之 即 得 x = iR = A f ECD t awn 和 和 中 ,有 


(m)? C p J m (LY (mp y 
P 和 p-a Peg 


2.0m, _pl 三 2mpl 
p p-a p-a 


解 之 即 可 得 J Ja- 


4 


定理 1 ”三 角形 的 内 心 . 重 心 .第 二 界 心 Jno J 


1:3.0 

证 法 1 如 图 2.137, 令 全 4BC 的 内 心 .重心 .第 二 界 
心 第 一 界 心 分 别 为 了, G.J. J Mh J WERA I, G, 
J 三 心 共 线 , 且 有 


在 A ABC 所 在 平面 上 任 取 一 点 0, 则 
OË = -J 0A + 0b + 00) 
Üi = a 0À + b 0Ë + c OG 
r. a+b+c 


再 由 点 J, 性 质 定理 1 的 证 明 , 知 


O 尹 广 金 .三 角形 的 对 偶 周 界 中 线 []] ,中 学 数学 ,2006(6):39-40. 


三 角形 界 心 J, 与 其 他 各 心间 的 关系 定理 


四 心 共 线 , 且 内 心 
到 重心 的 距离 重心 到 第 二 界 心 的 距离 第 二 界 心 到 第 一 界 心 的 距离 之 比 为 2 : 


A 


M 2.137 


(e)|ro<so<a— agua =— = 


A fm # 宝 


NO 
AN 


ST _ (b + e) GÀ + (c + a) OB + (a + b) OC 
0] = 


2(a + b+ c) 
> X — 1 — 
$ 则 1 = 0G- Ol = 3ta} pzc) (b + c -2a) OA + 
" (e +a -2b) OB + (a + b- 2e) OC) 
何 =T _ p?T ir: ra E u Z z 
W% Gh, = Oh - OG = ggz p Y SY (b + c - 2a) 
是 DÄ + (c + a -2b) OË + (a + b - 2c) OC) 
高 WÈ = 20h, 1, C, h 三 心 共 线 , 则 
IG l _ 
和 io? 
| #1, G, Ja, h 四 心 共 线 , 且 
IG 131 :1:3 
@ 证 法 2 hJ AHERN, I, G, J) FARREA 


JG = 261 © 

又 如 图 2.138, G 为 A4BC 的 重心 , Go, G,, G, 分 别 为 

BC,CA,AB 的 中 点 , 以 G 为 位 似 中 心 , 则 A G,G,G, o 

人 ABC, 其 位 似 比 为 十 ,人 6。6sG: 的 内 心 即 A ABC 的 第 二 

Jt J, j A ABC 的 内 心 1 是 关于 位 似 中 心 6 的 对 应 点 , 故 
1,G, 卫 三 点 共 线 且 


IG = 2GJ, @ 
由 加,@ 可 得 I, G, F, N 四 点 共 线 且 
IG: Gh: Jj = 2:1:3 

推论 一般 三 角形 中 , 共 辑 界 心 .外 心 .第 一 界 心 .重心 恰好 为 一 梯形 的 四 
个 顶点 ,内 心 在 此 梯形 的 一 底 边 上 ,重心 、 九 点 圆心 在 此 梯形 的 一 条 对 角 线 上 . 
第 二 界 心 在 此 梯形 的 内 部 且 与 九 点 圆心 的 连 线 平行 于 此 梯形 的 两 底 . 

事实 上 ,如 图 2.139, 公 4BC 为 一 般 三 角形 , 令 其 外 心 、 
重心 .内 心 垂 心 . 九 点 圆心 .第 一 界 心 , 第 二 界 心 R 
DRIA 0, G,1,H,V, Ji, Ja, J3, HRI OHER, 4 O, 
1,Js 三 心 共 线 ,由 于 01 // JH REWI, A I, G, Ji J, Wd 
心 共 线 , 且 16: Gh: hh = 2:1:3. 

XA O0,G, V, H WOI, B OG: GV: VH =2:1: 
3, 故 


JV NY 0l, // hH 
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特别 的 ,等 腰 三 角形 “ 八 心 ” 共 线 , 且 此 线 为 等 腰 三 角形 的 对 称 轴 ; 等 边 三 
角形 “ 八 心 ” 共 点 . 

我 们 将 原 三 角形 记 为 人 ,其 各 边 中 点 组 成 的 子 三 角形 记 为 人 ,会 的 中 点 
子 三 角形 记 为 A，,,…. 反 之 ,可 称 A 是 A, 的 母 三 角形 等 . A, 的 第 二 界 心 ,内 
心 ,第 一 界 心 ,… 分 别 记 为 及 , p. 及,…. 从 而 有 

定理 2 jG AO = 公 4BC ,三 角形 的 第 二 界 心 . 内 心 、 第 一 界 心 分 别 为 Ja I, 
九 , 则 有 

及 = = 并 

证 明 ”由 定理 1 的 证 明 可 知 ,全 6 的 第 二 界 心 即 为 A 的 内 心 , 即 及 = p. 
LE J, 的 性 质 可 知 ,三 角形 的 第 一 界 心 即 是 这 个 三 角形 的 中 点 母 三 角形 的 内 
BBS P = 及 ,综合 即 得 及 = P = ñ. 

这 个 性 质 揭示 了 三 角形 的 两 个 界 心 与 内 心 的 联系 及 相互 转化 .同样 ,根据 
已 有 的 事实 ,三 角形 的 外 心 与 垂 心 也 具有 类 似 的 联系 , 即 O° = 下 ,而 各 级 中 点 
子 三 角形 的 重心 则 是 不 变 的 , 即 G = G! = G? = …, 这 与 重心 (作为 位 似 中 心 ) 
在 联系 其 他 各 心中 所 起 的 作用 是 一 致 的 . 

定理 3 ”如 图 2.140, 设 F, Æ A ABC 的 折 中 点 ,/ A 


K, 
J: AABO 中 边 x 对 角 的 平分 线 与 边 x 的 交点 ,x € la, ; Ç: 
b,c ,a > b > cW Faas Fils, Pol 三 线 共 点 的 充 要 CA LAN N 
条 件 是 a = 或 5 = c. e 4279 
证 法 19 此 时 需 用 到 如 下 引 理 ; 
IA 


引 理 ! 条件 同 定理 3, 则 LI / F. Lp = 


图 2. 140 


2ab 
(a +c)(b +e) 
事实 上 ,如 图 2. 140, 由 内 角 平 分 线性 质 得 


Cla _ AC 
LB = AB 
CI, b 
即 aep E 
亦 即 megt 
X CF, = $, Af 
O 杨 林 . 三 角形 的 折 心 及 其 与 各 心 的 联系 [了 ] .中 学 数学 ,2000(4) :41-42. 
© MAE PK AEIPAN EH ESE a o. 


NO 
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lajrosoxunzwdr = 


NO 
AN 


ipa B mmn arma 


EI 


n 何 A E 
Ch =) 2ab 
CF, ` (a + c)(b + c) 
Ch 2ab 
同 理 有 CF, = (a + c)(5 + ë) 
E Ch Ch 
于 是 CF, ` CF, 
即 有 LIL // F.F, 
有 lb _ Ch 2ab 


FaF, ` CF, ` (a + c)(b + c) 
引 理 2 ”如 图 2.141, 忆 ,0 为 入 45C 边 4B ,4C 上 的 
点 ,POV BC, BQ 与 CP 相交 于 0,40 交 PQ, BC 于 M,N， 


MJ PM = MQ,BN = NC. > q 
证 明 略 . 
引 理 3 $ OABC 5 AA'B'C 对 应 边 互相 平行 , 且 ° ú 
< BAC j Z B'A' C 方向 相反 , 则 44… BB' , CC' 相交 于 一 图 2.141 
点 . 
证 明 略 ， 
引 理 4 如 图 2. 140, 人 ,及 分 别 为 A4BC 边 48, CB EIR ETE > Ep 


则 直线 LF, 与 直线 AC 相交 且 交 点 在 线段 4C 的 延长 线 上 (用 反 证 法 易 证 . 从 
w). 
下 面 回 到 定理 的 证 明 :充分 性 ， 
(1) a = 5, 易 证 Li, // AB, F, 与 C 重合 ,如 图 
2.142 所 示 , 由 引 理 1 知 Lu, /Fei, 设 Fl 与 Fl 相交 
于 0,C0 交 Ll,,F.F,,AB 于 M,N,D, 由 引 理 2 知 


LM =1M,X LI, // 4B, 可 证 得 4D = BD, 从 而 DD 与 1。5 iie 
重合 ,有 Falas Fols, Ch 三 线 共 点 . M 2. 142 
(2) # b = c, 如 图 2.143 所 示 , 易 证 Iye / FoF。, 即 A 
Isl, // BC, F, 4 ER, E " g 
a+c a È b 


LF, = BF, - Bh = 92 -$= $ = 2 


L F, B 


由 引 理 1 知 LI, / AF,. m” = 7 = P LE, N AF., ki; 
W ALI, 与 AAFF, 对 应 边 互相 平行 且 Lld 与 
Z FAF, 方向 相反 ,由 引 理 3 知 LA, IFs, LF, 相交 于 一 点 . 


由 (1),(2) 知 当 a = 5 或 = cH}, Fa, IF, LF, 相交 于 一 点 . 


图 2.143 
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必要 性 : 设 Fa, DFs, LF, 相交 于 一 点 (图 2. 140). 

(3) Æ LF, 过 点 C, 即 FC 与 C 重 合 ,此 时 a = b. 

(4) 车 1F. 不 过 点 C, 则 a > s SS HCF, = CB- FB =a- 
atb azb PB -由 = sb c t.i R3845 LF, 
与 直线 AC 2 B 326 M 在 线段 4C BERRE 设 CM = m, ER LFM 
A ABC EWERT I, Fe, M, HARRIT ESEA 


Al, BF, CM 
LB’ F.C ` MA " 
b a+b _m__ 
即 ae-b m+b "1 
_ _ab(a — b) 
则 m = 2ab + b? - at 
直线 OFM #| A F,I.C 三 边 所 在 直线 于 0,F.,M, 同 理 有 
FO LF. CM _1 
Ol, ` F,C ` MF, 
FO _ FF, _ (a + c)(b + c) 
x on = D. s ia C O O) 
ab 
LE, LC - CF, _ bre z 
FC™ FC `” a < 


ab + b? + be — ac 


(a - b)(b + c) 
CM _ m __ _ m 
MF, ` m + CF, 7 2m + (b + c) 
> ( )(b + c) . ab + b? + bc 2 š 
从 而 有 r A rr 2m + (b + e) 1 
即 (a + c)(ab + b! + bc- ac)m_ _ 1 
ab(a - b)(b + c)(2m + b + c) ` 
把 m = (a b) 代 人 上 式 得 
(a + c)(ab + b2 + be- ac) = 2ab(a - b) + (b + c)(2ab + b? - a?) 
整理 得 (a -= b)(b? - 2) = 0 
H axb, Hib = c. 


由 (3),(4) 知 若 Falas Fils, Fol 三 线 共 点 , 则 a = b Rb = c. 


(ajro sormaz ngr = 


A/A È 


NO 
ON 
= 


证 法 20 当 a = b = c 时 , Fala, Fil, Fods BRIA. FEX a > b > c( 等 
号 不 同时 成 立 ) 进行 讨论 . 

如 图 2.144, 设 Fal 与 Fl, 相交 于 点 Pi. 由 直线 Fol A 
$ A FoC 的 三 边 和 梅 涅 劳 斯 定理 得 
FP, LF Ch, 


人 
Pl FC hr ” 1 o A S 


= 
面 
A 
D 
名 a+c ab 4 
i m Be= y TT 图 2.144 
* LP = FC - IC = HH -j= 
Æ 
理 c? + (a + b)c — ab 
(E) 2( + c) 
2 
同 理 nF, = e+ Gs - ab 
@ 将 以 上 结果 代入 式 @ 化 简 得 
FP (a+c)(b+e) © 
P.I, ` 2ab 
设 Fl 与 FJ 相交 于 点 P, 如 图 2.145 所 示 , 延 长 
AC HLF, 相交 于 点 D. 
由 直线 LD R A ABC 的 三 边 得 
Ak BF. CD _ 1 
LB ` F.C ` DA 7 
A. b 
而 IB =a 
B BF, = 了 二 2FC = 2032 
则 CD _ a(a - b) 
DA ` b(a + b) 
从 而 CD = PV ES @ 
+2ab -a 
HE 
DF, = CD + FuC = Ë+? + ala + 2c)b — ac @ 


2( 妇 +2ob - a?) 
由 直线 P,D ÈR AFC 的 三 边 得 


Fep LE. CD _ 
Pal. FC ` DF, 7! © 


O 刘 黎 明 , 李 启 嘉 .解答 与 三 角形 折 心 有 关 的 一 个 问题 []]. 中 学 数学 ,2001(1) :42， 


而 
_ _a+b a _ b + (a+ e)b = 
LF, = BF, - BI, = 2 b+c” Abre) < 
且 FC = 85 
将 @,@ 式 和 以 上 两 式 代入 式 回 得 
F.P, _ (b +c)[b’ + cb2 + a(a +2c)b — ac] © 
Pik ` 2ab[b? + (a + c)b - ac] 


因 点 P, 与 P, 重合 ,等 价 于 @ O 两 式 右边 相等 , 即 
b? + cb? + a(a + 2c)b -ac 


Oto — ka + e)b- ac 
化 简 得 b? — ab? _ c?b + a? = 0 
分 解 得 (b-c)(b- a)(b +c) = 0 
从 而 aa = 或 = c 


故 当 A ABC 是 等 腰 三 角形 时 ,点 P. 与 Pz 重合 , 即 Falas Fils, Fe 三 线 共 
点 ; 当 公 ABC 是 不 等 边 三 角形 时 ,加 ,@ 两 式 右边 不 等 ,从 而 已 与 P; 不 重合 , 即 
Falas Fils, Fol。 三 线 不 共 点 ， 


等 角 中 心 ”自任 意 三 角形 各 边 向 外 作 正 三 角形 , 则 三 角形 的 三 个 顶点 分 
别 与 相对 的 正三 角形 的 外 顶点 的 连 线 交 于 一 点 ,此 点 称 为 正 等 角 中 心 . 如果 向 
内 作 正 三 角形 ,同样 有 三 线 共 点 ,此 点 称 为 负 等 角 中 心 .中 

三 角形 的 正 等 角 中 心 是 三 角形 的 巧合 点 之 一 , 早 在 希腊 时 代 就 已 被 发 现 ， 
17 世纪 费 马 曾 提出 一 个 问题 ,征求 解答 . 这 个 问题 是 :“ 求 一 点 ,使 其 与 已 知 三 
角形 三 顶点 的 距离 之 和 为 最 小 . ”而 恰恰 当 已 知 三 角形 的 最 大 内 角 小 于 120 
时 ,这 个 点 就 是 该 三 角形 的 正 等 角 中 心 ,又 称 为 典 马 点 . 

以 A ABC 的 各 边 为 边 分 别 向 形 外 作 正 三 角形 ABCA ,全 C4B' ,全 ABC'. 

假定 人 4BC 有 一 个 内 角 为 120 ,不 妨 设 ZA = 120, 这 时 BAB' , CAC' 都 是 
直线 ,因而 44', BB', CC 都 交 于 点 4, 如 图 2.146(a) 所 示 . 

假定 A ABC 各 内 角 都 小 于 120? ,这 时 BB' , CC' 应 交 于 A ABC 内 部 一 点 0， 
联结 04,04'. 由 于 AB = 4C' ,4B' = AC, H ZX BAB' = Z CAC' = Z BAC +6， 
所 以 A BAB' SO A C'AC. 由 此 可 知 点 4 与 BB', CC' 等 距 , 于 是 OA 平分 


O 单 博 , 数 学 名 题词 典 [M] .南京 :江苏 教育 出 版 社 ,2002:418-419. 
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OA 
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£B'OC' .同时 又 人 4B'B = 人 ACC' ,因此 4,B',C,0 四 点 共 圆 ,得 Z CAB' = 
< C0B' = 6. XEM ZA'BC = 60, 故 人 COB' = 人 4'BC, 即 h',B,0,C 四 
AM, AT AOC = Z ABC = 60P, 即 04' È Z BOC 的 平分 线 , 因 而 ,4,0， 
4' 三 点 共 线 , 即 44' , BB' , CC 三 线 交 于 点 0, 如 图 2. 146(b) 所 示 . 

假定 A ABC 有 一 内 角 大 于 120 ,不 妨 设 ZA > 120? ,这 时 BB' ,CC' 应 交 于 
Z ABC 外 部 一 点 0(0,4 在 BC 同 侧 ) ,联结 04,04', 仿 上 面 的 步 又 同样 可 证 
全 4BB' 2 AAC'C, IR O,B,A ,C 四 点 共 圆 ,所 以 04, 04' 同 是 一 BOC 的 平 
分 线 , 即 OA, 04' 重合 ,从 而 AA’ ,BB' , CC 交 于 一 点 0, 如 图 2.146(e) 所 示 . 

关于 负 等 角 中 心 也 可 类 似 地 分 情形 进行 证 明 . 


图 2.146 


对 于 三 角形 的 等 角 中 心 ,我 们 有 下 述 结论 ; 

定理 1 ”在 已 知 AABC 外 侧 作 等 边 A BCA',A CAB' ,人 A4BC' , 则 44' ， 
BB' ,CC' 相等 ,并 且 交 于 一 点 P, 有 人 BPC = 人 CP4 = ZAPB = 120. 

事实 上 ,由 全 4BAh' 器 公 C'BC, 且 8B 是 它们 的 旋转 中 心 , 知 对 应 直线 之 间 的 
角 等 于 人 4'BC = 6P, 所 以 44' = C'C. 设 它们 交 于 点 已 , 则 

LCPA = 180 - LC'PA = 120 

即 知 P,4,C',B WARA. 

此 时 , 亦 有 P,C,B',A 四 点 共 圆 , P,B8,4',C 四 点 共 圆 ,从 而 

LBPC = 12? = ZAPB 
联结 BP , PB' ,由 
LBPC' = Z BAC' = 6 P = Z B'AC = LB'PA 

及 ~4PC' = 6 , 知 B, P, B' 共 线 .由 公 4BB' 2 AAC'C HBB = C'C. 

故 结论 获 证 . 

类 似 的 可 推 证 得 如 下 定理 . 

定理 2 在 已 知 非 等 边 公 4BC 内 侧 作 等 边 ABCA , A CAB' , 公 ABC', 则 
44' ,BB' ,CC' 相等 ,并 且 交 于 一 点 P' ,有 

LBP'C = LCP'A = ZAP'B = 60 
运用 托 勒 密 定理 ,可 推 证 得 如 下 定理 . 
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定理 3 ”由 一 个 等 角 中 心 到 三 角形 各 个 顶点 的 距离 的 代数 和 等 于 从 顶点 
到 对 边 上 的 等 边 三 角形 的 顶点 的 距离 . 即 

(1) 车 P 在 公 4BC 内 , 则 44' = AP + BP + CP. 

(2) # LC > 120, 则 44' = AP + BP - CP. 

(3) # P 5C, W AA = CP - AP'- BP'. 

定理 4 k A ABC 的 角 都 小 于 120, 则 到 它 的 顶点 的 距离 的 和 为 最 小 的 点 
是 等 角 中 心 P. 

这 条 等 角 中 心 的 性 质 是 由 托 利 拆 里 发 现 的 ,这 个 问题 的 简单 优雅 的 分 析 处 
理 归 功 于 斯 坦 纳 . 

设 将 任 一 个 等 角 中 心 与 顶点 相连 ,并 过 后 者 作 连 线 的 垂 线 , 垂 线 围 成 一 个 
等 边 人 XIX2Xs. 显然 , 仅 当 等 角 中 心 是 P 并 且 在 已 知 三 角形 内 时 , 它 在 
AX XX 内 .注意 到 一 个 动 点 到 一 已 知 等 边 三 角形 三 边 距离 的 代数 和 为 定 值 . 
若 这 点 在 三 角形 外 , 则 焉 离 的 绝对 值 的 和 大 于 代数 和 , 设 S 是 异 于 P 的 一 点 ， 
di, dz, dy 分 别 为 S P) X2X3, XXI, X Xa 的 距离 , 则 

SA + SB + SC > dı + d> + ds > PA + PB + PC 


党 三 角形 等 角 中 心 问题 的 推广 


运用 塞 瓦 定理 可 推 证 得 如 下 等 角 中 心 的 有 关 结论 的 推广 9 , 
定理 1 如 图 2.147, 过 公 A4BC 的 每 一 个 顶点 各 作 一 对 等 角 线 ,每 一 条 与 角 
的 一 边 相关 联 ,与 每 条 相关 联 的 两 条 线 交 于 一 点 ,将 它 与 所 对 的 顶点 相连 , 则 这 
三 条 连 线 44' ,BB', CC 共 点 于 0. 即 有 
LCAB' = Z BAC' = pı, LABC' = LCBA' = py,LACB' = 人 BC4' = p3 
E Q 到 AABC 三 边 的 距离 di, dz, ds 满足 
sin sin sin 
d: dz: da = sin( 4 ETD ` sin( B Sa ` sin( C TY 
特别 的 , 当 pi + p2 + ps = 180 时 ,有 全 48C' O AA'BC o AAB'C. 
定理 2 ” 设 以 已 知 公 ABC 的 边 为 底 , 作 相似 的 ,位 置 也 相似 的 等 腰 三 角形 ， 
则 联结 等 腰 三 角形 的 顶点 与 原 三 角形 相对 的 顶点 ,三 条 连 线 共 点 ( 见 凯 培 特点 
定理 ). 这 点 到 原 三 角形 各 边 的 距离 di, dz, ds 满足 


di: d,: d, = 


UE 2 TONE, 
sin(A — p) ` sin( B — p) ` sin( C — p) 


O 约 答 避 .近代 欧 氏 几 何 学 [M] . 单 寺 , 译 .上 海 : 上 海 教 育 出 版 社 ,2000:194-196. 
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图 2.147 


其 中 ç 为 等 角 三 角形 的 底 角 . 

反之 , 若 一 点 到 三 角形 各 边 的 距离 如 上 式 所 示 , 则 这 点 确定 上 述 一 组 相似 
的 等 腰 三 角形 . 

推论 (1) 车 gp = p, 则 (为 重心 . 

(2) Æ p = 90, 则 Q 为 重心 ， 

(3) 若 p = AW Q 为 顶点 4,…. 

(4) 车 gp = 60 或 120, 则 Q 为 等 角 中 心 . 

定理 3 设 公 BCh', 公 CAB', 公 4BC' 是 顺 相 似 三 角形 ,并 且 相 似 地 放置 ， 
则 全 4'B'C' 的 重心 与 A4BC 的 重心 重合 . 

定理 4 ”从 三 角形 的 每 一 个 顶点 作 一 对 等 角 线 , 若 每 三 条 都 不 共 点 , 则 有 
除去 顶点 外 的 12 个 交点 ,这 12 个 交点 必 两 两 配对 ,成 为 6 3138763698 28. = 
角形 的 每 一 个 顶点 ,可 以 用 新 的 直线 与 其 中 两 对 共 生 点 相连 ,这 些 新 的 直线 每 
三 条 共 点 ,产生 8 个 新 点 ,它们 是 4 对 等 角 共 轰 点 . 


= fab se fa Josi stop PB 


任 取 一 点 P 5) A ABC 各 顶点 相连 ,再 在 三 角形 各 顶点 作 三 条 相应 的 等 角 
线 , 则 此 三 条 等 角 线 交 于 一 点 Q ,或 相互 平行 . 

所 谓 等 角 线 ,就 图 2.148 中 < BAC 来 说 ,4P 以 及 4P 关于 Z BAC 平分 线 对 
称 的 直线 1, 就 叫做 Z BAC 的 等 角 线 .每 条 角 平 分 线 为 自 等 角 线 . 

如 图 2. 148, 设 1,m,n 分 别 是 4P, BP, CP 的 等 角 线 .过 尸 分 别 作 BC, CA, 
AB HER, EEE X,Y,Z, 14 AXYZ. H PZA = 人 PYA = 90, 知 4,2Z,P,Y 
共 圆 ,又 因为 1 是 4P 的 等 角 线 ,所 以 1 | YZ. 同 理 m | ZX,n L 好 . 令 三 垂 足 
分 别 为 L, M,N, 则 有 


LY - LZ? = YA? - ZA? 
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MZ? - MX = ZB? - XB? 
NX? - NÝ = XC ~ YC? 
将 上 述 三 式 相 加 ,得 
LY ~ LZ? + MZ? - MX? + NX? ~ NÝ = 
YA? ~ ZA? + ZB? — XB? + XC - YC? 
易 知 上 式 等 号 右 端 等 于 0, 故 
LÝ - LZ? + MZ? ~ MX + NX? - NY? = 0 (*) 图 2.148 
WR X,Y,Z 共 线 ,那么 1// m // n. 
如 果 X,Y,Z 不 共 线 ,不 妨 设 m,n FO 点 ,联结 QX, QY, QZ ,那么 
MZ ~ MX = QZ - QX2 
NX - NY = OX - QY 
将 这 两 式 代 人 式 ( * ) ,得 
QZ? - QY = LZ? - LY 
这 表明 QL 垂直 于 ZY, 因 此 , QL 应 与 x 重合 , 即 * 经 过 Q 点 ,所 以 1,m,n 三线 交 
T+ Q. 
当 应 用 共 点 线 的 施 坦 纳 定理 时 , 则 由 X,Y, Z 不 共 线 和 ( * ) 就 可 直接 推出 
l,m,n 三 线 交 于 一 点 ， 


注 “也 可 应 用 塞 瓦 定理 的 角 元 形式 证 明 1, m,n 共 点 . 

在 一 般 情况 下 ,讨论 的 是 共 点 的 问题 . 

如 图 2.148, 给 定 一 个 公 4BC 和 两 个 点 P,Q, 如果 使 其 满足 PAB = 
Z QAC, Z PBA = Z QBC, Z PCB = 人 QCA ,那么 这 样 的 P, Q 两 点 即 为 人 ABC 
的 等 角 共 辆 点 .DO@ 例 如 ,三 角形 的 外 心 与 垂 心 就 是 三 角形 的 等 角 共 氏 点 ;三 角 
形 的 两 个 布 罗 卡 尔 点 是 等 角 共 轿 点 ;内 心 是 重合 的 等 角 共 固 点 ( 称 为 自 等 角 共 
HA ETARE H FARA. 

对 于 一 个 三 角形 而 言 ,我 们 可 推 知 : 

(1) 三 角形 外 接 贺 上 除 3 个 顶点 外 ,其 余 所 有 点 均 无 实在 的 等 角 共 罗 点 和 
它们 相配 .或 者 说 外 接 贺 上 除 顶 点 外 ,其 等 角 共 思 点 为 无 穷 远 点 . 

(2) 每 个 顶点 可 有 无 限 多 个 等 角 共 轿 点 , 即 对 边 所 在 直线 上 的 所 有 点 . 

(3) 每 边 及 延长 线 上 的 所 有 点 同 以 对 顶点 为 它们 的 等 角 共 思 点 . 

(4) 除 以 上 所 说 的 点 外 ,每 一 点 都 有 唯一 的 等 角 共 思 点 和 它 配 成 点 偶 . 

定理 19 i P,Q 是 AABC 的 一 对 等 角 共 轿 点 , 则 P, Q 在 边 BC, CA, 
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4B (所 在 直线 ) 上 的 射影 必 共 圆 , 其 共 圆 圆心 是 等 角 
IELA P O 连 线 的 中 点 ,如 图 2. 149 所 示 . 

事实 上 ,这 个 命题 对 多 边 形 来 说 也 是 成 立 的 . 

如 果 一 个 多 边 形 有 等 角 共 轰 点 ,那么 这 对 等 角 共 
思 点 在 各 边 ( 所 在 直线 ) 上 的 射影 必 共 圆 ,所 共 圆 圆心 片 Y ° 
EAR EA REER PA. 

于 是 我 们 可 以 得 到 : 

(1) 若 两 点 在 一 个 多 边 形 各 边 (所 在 直线 ) 上 的 射影 共 圆 , 则 它们 必 是 该 多 
边 形 的 等 角 共 思 点 ; 

(2) 若 一 点 在 一 个 多 边 形 各 边 ( 所 在 直线 ) 上 的 射影 共 圆 , 则 该 点 的 等 角 共 
轰 点 (关于 该 多 边 形 而 言 ) 必定 存在 . 


注 。 上述 定理 1 在 有 关 书 籍 O@ 中 不 难 查 到 ,如 在 梁 绍 鸿 著 (初等 数学 复习 及 研究 ( 平 
面 几何 )》 一 书 中 ,对 多 边 形 的 情形 编列 为 第 三 章 的 例题 46(186 ~ 187 页 ), 读 者 不 妨 自 己 查 
阅 ,其 证 明 也 并 不 难 ,为 省 篇 幅 , 这 里 从 略 
其 实 我 们 还 可 以 把 定理 1 加 强 为 如 下 一 个 等 价 形式 的 命题. 
定理 1 WAE 公 4BC K P, Q 两 点 , 则 已, Q 两 点 是 人 A4BC HEA 
点 的 充 要 条 件 是 :点 P, Q 在 全 4BC 各 边 (所 在 直线 ) 上 的 射影 必 共 圆 . 
定理 2 ” 设 给 定 公 4BC 及 P,Q 两 点 , 则 P, Q 两 点 是 人 4BC H aI 
的 充 要 条 件 是 :点 P, Q 到 A ABC 各 边 的 距离 成 反比 . 
证 明 略 . 
定理 3 ”三 角形 的 一 对 等 角 共 思 点 到 各 顶点 的 距离 节 积 之 比 等 于 其 等 角 
共 罗 点 到 各 边 的 距离 乘积 之 比 . 
证 明 ”如 图 2.150, 由 
LPAB = LQAC,PZ | AB,QY' | AC 
易 知 有 
RIA PAZ co RIA QAY' 


约 舱 逊 .近代 欧 氏 几 何 学 [M] . 单 博 , 译 ,上海 : 社 ,2000 : 131-135. 
8 AA OREA S k EPI MI a S A EE QP K Ei IB 2me,162-163. 
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RtA PAY ^ RtA QAZ’ 
4 @ = 02 
于 是 (2 = A 
同 理 er 
所 以 PA- PB- PC PX : PY : PZ 


QA © QB - QC = QX' - QF - 0Z' 
定理 4 =fjj 0 —x 48389 A x = flJ 035 = lJ S s 82 H, 
S F3G6F4836858 FK 5 THS ESR CZ RINNEN fi Bm PURS2 HE. 
为 了 证 明 此 定理 , 先 给 出 如 下 引 理 ， 
BR P,Q E A ABC 的 等 角 共 轿 点 (图 2.151), 则 有 


AP _ sin ZBOC BP sin CQA CP _ sin ZAQB 
AQ ` sin Z BPC'BQ = sin Z CPA' CQ = sin ZAPB 


事实 上 ,如 图 2.151, 延长 BP 至 了 ,使 人 BCD = 4 
一 8604, 联 结 4D, CD. 由 É Sa 
LPBC = LQBA La -一 2 
有 ADBC ^ A ABQ P < ” 


则 DÇ _ BC _ sin, BOC _ sin BOC © 
AQ ` BQ ` sin ZBCQ ` sin Z PCA 


H ~BDC = Z BAQ = Z CAP Ban 
从 而 A, P,C, D WAJE, Bp 
AP _ sin PCA _ sin LPCA @ 
DC sin Z DPC ` sin Z BPC 
H O x OA 
AP _ sin < BQC 
AQ = sin Z BPC 
同 理 BP _ sin ZAQC CP _ sin AAOB 
BQ ` sin ZAPC'CQ ` sin Z APB 
下 面 给 出 定理 4 的 证 明 : 


证 明 ”如 图 2.152, H X, X,Y, Y , Z, Z 分 别 是 等 角 共 轿 点 P,Q 在 
A ABC 的 边 BC, CA , AB 所 在 直线 上 的 投影 ,由 定理 1 知 ,X,X',Y,Y ,2Z,Z' 六 
点 共 圆 ,所 以 
Samz _ _ XY: YZ- ZX @ 
Saxyz TXY YZ- ZX 
又 由 PZ | AB,PY | AC 知 4,Y,P,Z 四 点 共 贺 , 且 AP 为 圆 4YPZ 的 直径 ， 
所 以 YZ = APsin 4. 
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同 理 YZ' = AQsin A,ZX = BPsin B,Z'X' = 
BQsin B, XY = CPsin C, X'Y' = CQsin C, 于 是 


XY: YZ- ZX _AP:BP:cp Q 
XY YZ- Z'X “AQ BQ- CQ 


利用 三 角形 面积 公式 ,有 
Sapa = LAP ` BPsin ZAPB 


Sarac = BP . CPsin Z BPC 


Sana tep. APsin Z CPA 
所 以 
Sapu * Same © Sara = ECAP - BP - CPY - 
(sin LAPB sin Z BPCsin Z CPA) 


同 理 
Saga * Sagoo ° Saga = (AQ + BQ - CQ} ， 
(sin Z AQBsin Z BQCsin Z CQA) 
再 由 引 理 知 
AP _ sin. BQC BP _ sin CQA CP _ sin AQB 
AQ = sin ZBPC'BQ ` sin Z CPA'CQ ` sin ZAPB 
所 以 
AP- BP: CP _ Sams Sapsc ` Sarca © 
AQ BQ - CQ =- Saman ` Saqsc ` Saga 
由 式 图 ,@,@, 可 得 


Sazz _ Sapam * Sapge ` Sara 
Saxyrz ~ Sagas ' Sage ' Saga 
由 上 述 定 理 4 的 证 明 过 程 ,不 难 推 证 如 下 推论 . 
推论 1 ABC HFAA P, Q 对 于 A ABC 的 投影 三 角形 (图 2. 152 中 
的 A XYZ,A X'Y'Z') 的 边 长 由 下 式 给 出 


i a 
ZY = APsin A = AP - 3R 


Z'Y = AQsin À = AQ ° R 


其 中 a 表示 A ABC 边 BC 的 长 ,只 表示 2 ABC 的 外 接 圆 半径 . 
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推论 2 AABC 9364853698 P (EË Q) XF + A ABC 的 投影 三 角形 (图 2. 152 
中 的 A XYZ 或 A X'Y'Z' ) 的 边 垂 直 于 所 对 的 2 ABC MAS 5483686 oR 
P) 的 连 线 (图 2.152 中 的 ZY | 40( 或 Z'Y' L AP) 等 ). 

推论 3 OABC HEAHEA, Q) 对 于 A ABC 的 投影 三 角形 的 边 ,与 
A ABC 的 对 应 边 乘 这 边 相 对 的 顶点 到 等 角 共 堪 点 的 距离 的 积 成 比例 . 

推论 4 A ABC 的 一 对 等 角 共 赤 点 (P,Q) 及 其 在 A ABC 相应 两 边 上 的 投 
影 为 顶点 的 两 个 对 应 三 角形 相似 (图 2.152 中 的 人 PYZ co A gZ'Y' 等 ). 

推论 5 ABC HFAA 或 0) 到 各 顶点 的 距离 之 积 ,与 其 等 角 共 
f SAR T A ABC 的 投影 三 角形 (图 2.152 中 的 人 XYZ s£ A X'Y'Z') 的 三 边 之 积 


的 比 是 一 定 值 2 人 ,其 中 s, R 分 别 表示 A ABC 的 面积 .外接 加 半径， 
推论 6 三 角形 的 等 角 共 思 点 对 于 三 角形 的 投影 三 角形 的 面积 之 比 等 于 
其 等 角 共 配点 与 顶点 连 线 所 分 成 对 应 的 三 个 三 角形 外 接 加 半径 的 乘积 之 比 . 
定理 5D ü P,Q E AABC 内 任意 两 点 , 则 


AP AQ } BP: BQ cP: CO > 
AB -+ AC +t AB- BC + AC: BC > 


等 号 当 且 仅 当 人 PhMB = ZQAC,Z PBC = Z QBA,Z PCB = AQ 时 成 立 ， 

证 明 “如 图 2.153, 顺 次 以 BC, C4,4B 为 对 称 轴 , 作 
APBC,A PCA, A PAB 的 对 称 三 角形 AA'BC,AB'CA, 
公 C'4B. 联 结 4'0,B'Q,C'Q, 则 易 知 


* AQsin Z C'AQ + 


y 


cr 
| 


> 
3 


SA4co + Saag = 


nj 


AQ : AB'sin Z B'AQ = 2.153 
AP - AQ(sin Z C'AQ + sin Z B'AQ) = 

:40  2sin Z CAO + L840 , 

<CAQ s LBA _ 


|= |= n= 
= 


cos 


AP - AQsin Z BAC © 


等 号 当 且 仅 当 一 C'40 = ZB'AQ, B Z PAB = Z QAC 时 成 立 . 
同 理 


Sagro + Sasco < BP - BQsin Z ABC 四 


GHH PBC = QBA 时 成 立 . 


O 宿 晓 阳 , 三 角形 等 角 共 思 点 的 一 个 有 趣 性 质 []. 中 学 数学 ,2001(10):21. 


NG 
A 


(e@)r-p9<3ao<c a zm =a =— = 


FEnpa Bumtsm 2 ansk 


几何 璃 宝 


Sawo + SAcao < CP - CQsin 人 4CB @ 
等 号 当 且 仅 当 和 PCB = QCA 时 成 立 . 
O + @+ 回 ,并 注意 到 
2Saasc = SAhco + Saawg + Sarrg + Sarco + SActo + Sacro 
即 得 
AP - AQsin Z BAC + BP > BOsin Z ABC + CP .COsin ZACB > 2Sangc 


x Saase = + AB - ACsin Z BAC = 


TAB ° BCsin ZABC = 


TAC - BCsin ZACB 
故 AP - AQ. BP - BQ , CP - CQ 1 
AB- AC + AB- BC + AC- BC > 
等 号 当 上 且 仅 淄 P4B = Z QAC, Z PBC = ZQBA,Z PCB = Z QCA 时 成 立 . 
推论 ” 设 P 为 人 4BC 内 一 点 , 则 


_AP_ BP cP: i 
AB - AC * AB +: BC * AC ` BC > 


等 号 当 且 仅 当 PH AABC 的 内 心 时 成 立 ， 
特别 地 , 当 OABC 的 等 角 共 轰 点 已 , Q J B 3F78 369824 (HI P 15 Q 重合 
A ABC 的 内 心 1) 时 ,有 


AP. BP | cÊ 
AB - AC * BA - BC * CA ` CB 


定理 6 HP, QE A ABC HEM IY, WE BC, CA, AB 上 分 别 存在 点 
D,E,F, 使 得 PD + DQ = PE + EQ = PF + FQ, E. AD, BE, CF 三 线 共 点 、 
证 明 ”如 图 2.154, 设 点 P 关 于 直线 BC, CA, AB 的 
对 称 点 分 别 为 Pi(i = 1,2,3). 联 结 P10 交 BC 于 点 D， mh 
联结 PD, 由 对 称 性 知 PD = P1D, 于 是 
PD + DQ = PD+ DQ = P,Q 
类 似 地 ,可 以 在 CA 和 4B 上 得 到 点 E, P, 且 使 得 
PE+EO=PBE+EO=P0 
PF + FQ = PsF + FQ = PQ 
联结 P C, P.C, P, B , PsB , M| uE 
A BQP, 2 A BQP, 
AcgP,@ A cop, 
48 Pi@ = PQ = PsQ 


=1 
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从 而 PD + DQ = PE + EQ = PF + FQ 
不 妨 设 人 BQD = a, CDQ = B,LPBC = ZQBA = 0,ZPCB = 
Z QCA =w, 则 易 知 
LPiBQ = 0 + 0 + Z PBQ = LABC 
LPICO = o + o + Z PCQ = ZACB 


由 正弦 定理 得 
_ BP, P, 
sin Z BQP, ` sin Z P, BQ 
CP QP, 


sin Z CQP, 7 sin Z P, CQ 
又 因 BP, = BP, CP, = CP, 故 


sma _ BP sin B 
sing CP sin C 


x 
30 568 
BD _ Sas _ 280 ' DQsina BO. pDsin B 
CD = Saco ° Yag. posinp CQ ' CPsin C 
同 理 
CE _ CP COsinC AF _ AP , AQsin A 
EA = AP - AQsin A 'FB = BP ` BQsin B 
i BD, CE AR, 
所 以 DC ` EA ` FB = 


由 赛 瓦 定理 的 道 定 理 知 ,4D , BE, CF 三 线 共 点 . 

由 上 述 定理 6 的 证 明 过 程 ,不 难得 到 : 

推论 ” 设 P,0 是 公 4B8C WEAS, E P , Q 分 别 关 于 BC, CA , AB 的 
对 称 点 依次 记 为 Pi;, Qi:(i = 1,2,3) 则 

(1) 人 BPC + ZX BQC = Z BAC 等 三 式 . 

(2) PQ; = PQ(i = 1,2,3). 

(3) 圆 P, P, Ps 与 圆 Qi Q; Q, 是 等 圆 . 

证 明 略 . 

定理 7 设 P,Q@ 是 全 4BC 的 等 角 共 轰 点 ,分 别 在 边 BC, CA, AB 上 各 取 两 
点 Di,DziBi,E2iPi,PF2， 且 使 其 满足 人 PDIC = ZQDB = ZPE,A = 
Z QE,C = 人 PPB = LQF24 = 0( 图 2.155), 则 

(1) Di, Dz, E1, E2, Fi, F3 六 点 共 圆 . 

(2) 车 记 圆 D, D,E, E, F, F, 的 圆心 为 0, 则 OP = 00, H 人 P00 = 20. 
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证 明 ”如 图 2.155, (1) 在 AAPF, 和 
AAQE; H, H ZPAF, = Z QAE, 及 一 4 记忆 = 


ZAE,Q, 得 A APP, cn AAQE, iva AP 


aQ = 
AF, 
AE; 
FIH, H AAPE CO A AQF, B AP 4E, 
! DINAG T AF,' 
AF. 
FEJE = AF, AE BJ AF, + AF = AE, * AEn, B 图 2.155 


以 A 四 点 共 圆 . 

同 理 ,可 得 D1, D2, E1, E2 及 Di, Da, Fi, F> 四 点 共 圆 , 故 有 Di, Da, Ei, E2, 
Fi, F, 六 点 共 圆 ， 

(2) i] D, D, E E, PP 的 圆心 为 0 = DPN D20,M = EP N E,Q, 
N = FIPN F,Q,H Z PD C = ZQD,B = Z PE A = Z QE,G = 人 PPFIB = 
ZQF,A = 09, 知人 L = ZM = 人 N. 所 以 上 ,M,N,P,0Q EARM. 

不 妨 取 贺 LMNPQ PIPO 的 中 点 R( 如 图 2.155), 于 是 ,RL, RM , RN 分 别 
¥4} LD, LD2, L E, ME, LF, NF3, WI, R I&D, Da, E1 Ey, FF 三 条 线段 的 中 
垂 线 的 交点 ， 

这 就 表明 :只 必 重 合 于 (1) 中 的 六 点 圆 D, D, E) E, F Fx 的 圆心 0 ,这 时 很 显 
然 有 OP = 00, ZPOQ = 20. 

此 定理 7 还 可 改 述 为 如 下 等 价 形式 ; 

定理 7 ”一 圆 分 别 与 人 4BC 的 三 边 BC,C4,4B 交 于 D1, Dz; Ei, Ez; Fi, F, 
六 点 ,在 每 边 上 各 取 一 点 (如 D, E, F.) E A D, E, F, ÉF A ABC 的 密 克 尔 点 
( 见 三 角形 的 密 克 尔 点 定理 ) 为 P; A D.E, F, 关于 A ABC 的 密 克 尔 点 为 0, 则 
P,Q 两 点 互 为 A ABC HEMIJA. 


学 三 角形 的 莱 莫 恩 点 定理 


三 角形 的 莱 莫 轧 点 定理 ”三 角形 重心 G 的 等 角 共 轰 点 , 称 为 三 角形 的 莱 
RAR, NAZARA, MARELE RARR. O 
该 点 是 莱 莫 恩 于 1873 年 在 法 兰 西 科学 促进 协会 上 宣读 的 一 篇 论文 中 提出 


O 单 博 . 数 学 名 题词 典 [M] .南京 :江苏 教育 出 版 社 .2002:370-372. 
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的 ,从 而 引起 三 角形 几何 学 的 现代 研究 .德国 又 称 为 格 黎 伯 点 .但 根据 麦 凯 的 彻 
底 研 究 , 这 个 点 不 是 任何 一 时 的 发 现 ,而 是 由 不 同 的 研究 者 研究 它 的 各 种 性 质 ， 
逐渐 使 它 成 为 著名 的 点 .中 

证 明 ”如 图 2.156, 公 4BC 的 三 条 中 线 4D BE, CF 
的 等 角 线 4D' , BE' , CF' 交 于 一 点 天 ,也 可 以 利用 塞 瓦 定 


„BD , CE, 
理 来 证 .因为 4D,BE, CF 交 于 一 点 C AUDE EA 
AF 

Fp = 1, 于 是 就 有 


Saan K Sagcg , SAF _ 
Saane Sasca Sacre ~ 
即 csin 人 BAD , asin Z CBE . bsin ZACF 
bsin Z DAC ` csin Z EBA ` asin Z FCB 
{N ZX BAD = ZX D'AC, Z DAC = Z BAD' 等 ,从 而 得 
csin < BAD' . asin LCBE’ . bsin Z ACF' 
bsin Z D'AC csin LE'BA asin Z F'CB 
， BD' .CE AF’ _ 
所 以 Ce PA PB 5 1 
因此 4D' , BE' , CF"' 交 于 一 点 K,K BHIR, AD' , BE' , CF' WË E: 3k Së rh 
线 


= 1 


= 1】 


共 本 中 线 与 逆 平 行 线 有 如 下 性 质 : 
如 图 2.157, 在 A ABC 中 ,以 BC 为 弦 作 一 图 ,与 48 ,4C 交 
于 点 C',B', 则 人 48'C' = 一 B ,就 称 B'C' 为 BC 的 北平 行 线 . 

在 一 个 三 角形 中 ， 

(1) 同 边 的 逆 平 行 线 平行 . 

(2) 某 边 的 逆 平 行 线 被 这 边 共 罗 中 线 平分 . 

(3) 过 顶点 平分 其 对 边 逆 平 行 线 的 直线 是 共 瑟 中 线 . 

(4) 被 共 罗 中 线 平分 的 线段 必 为 逆 平 行 线 . 图 2.157 

事实 上 ,(1) 结论 是 明显 的 . 

(2) 设 M 是 BC 中 点 ,B'C' 与 BC 共 罗 中 线 交 于 点 M' (图 略 ) ,由 人 48C cm 
AAB'C' 及 人 BAM = 人 BAM' IREM = BM - 1, 即 M 是 B'C' 的 中 点 ， 
AM' FHBC. 

(3) Æ 4M' 平分 BC' , 则 有 人 4B'M' O A ABM , Z B'AM = 人 BAM, 即 AM' 
是 BC 的 共 罗 中 线 ， 


O ” 约 输 逊 . 近 代 欧 氏 风 何 学 [M] . 单 坪 , 译 .上 海 ; 上 海 教育 出 版 福 ,2000:186- 


NO 
AN 


[alr g ao az= === 


NO 
ON 


Fimer B EES anmi 
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(4) 设 BC 的 共 因 中 线 平分 线段 B'C' FAM . 若 B'C' 不 是 BC 的 逆 平 行 线 ， 
则 过 B,C,B' 作 一 圆 交 48 FA C , B'C" 是 BC 的 北平 行 线 ,由 (2) 知 B'E 被 
AM 平分 , 设 中 点 为 M, W| MM È ABCC 的 中 位 线 ,得 MM" // 48, 但 AM 
与 AB 相交 于 点 4 ,矛盾 ,所 以 BC' 是 BC 的 道 平行 线 . 


角形 的 共 簿 重心 问题 


Pe 一 
9 一 


由 三 角形 等 角 共 轰 点 的 性 质 定理 以 及 重心 的 性 质 可 推 得 如 下 结论 : 

定理 1 ” 共 杷 重心 到 三 角形 各 边 的 垂 线段 ,与 边 长 成 比例 . 反 过 来 ,在 三 角 
形 中 到 各 边 的 垂 线段 与 边 长 成 比例 的 点 , 仅 有 一 个 , 即 共 翅 重心 .中 

推论 ” 设 K 为 和 4BC HITO , KEH BC , C4,4B 上 的 射影 分 别 为 KK ， 
Ke» Kc, 则 有 KK, = a .ee 等 三 式 ,其 中 BC = a,CA = b,AB = c. 

事实 上 , 可 设 KK, = ka,KKs = kh,KK, = kc, H 2Saasc = aKK + 
bKKg +cKK, = k(a? + b’ + c?) 即 可 确定 大 ， 

由 于 过 三 角形 一 个 顶点 并 与 外 接 圆 相 切 的 直线 ,与 这 个 三 角形 平行 于 对 边 
的 直线 (外 中 线 ) 为 等 角 线 , 且 从 这 切线 上 一 点 到 这 个 项 点 的 邻 边 的 垂 线段 ,与 
两 边 成 比例 ,因而 ,将 外 接 圆 在 三 角形 项 点 处 的 切线 , 称 为 外 共 却 中 线 , 任 两 条 
APRH BERI RRF ARE D. X FHR .外 共 
HPR FHE, AUTA: 

定理 2 AABC ËJ— 2398 Ü K 到 边 的 垂 线 与 边 长 成 比例 , 若 K 在 
边 BC, CA, AB 上 的 射影 分 别 为 K4, K's,K'c, 则 有 KK = a .ee 等 
三 式 ,其 中 BC = a,CA = b,AB = c. 

定理 3 三 角形 的 共 思 中 线 ,外 共 思 中 线 将 对 边 内 分 、 外 分 成 邻 边 平方 的 
H. 

HE RITAS: ARTH E O BSyEBB AFTRA 

T— 4293696 EOE. 

HPHP RAEO ANF: 

定理 4 ZAPRTI FHR R, IERRA E 65 86 
Sr BERERE. 

定理 5 ”三 角形 一 边 的 逆 平 行 线 ,被 过 所 对 顶点 的 共 因 中线 平分 . 


O 约翰逊. 近代 欧 氏 几何 学 [M] . 单 博 , 译 .上 海 :上 海 教育 出 版 社 ,2000:186-190. 
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事实 上 832 4 NK AFRI , HARRER HER O47882 R 


的 平行 线 ( 外 中 线 ). 
定理 6 三 角形 每 边 的 中 点 与 这 边 的 高 线 中 点 的 连 线 必 交 于 三 角形 的 共 
Hiv. : 


EXE, D,E, FAIA AABE 的 三 条 高 线 的 三 足 , D' E, F 分 别 为 三 
条 高 线 AD,BE,CF 的 中 点 ,4', B',C' 分 别 为 BC, C4,4B 的 中 点 , 则 4 , 严 ， 
B';B',D',C'; C, E'A 分 别 三 点 共 线 , 且 
BD _ C'D' CE _ A'E' AF BF 
DC 7 D'B''EA ` EC FB™ FA 
于 是 ,分 别 对 人 4BC 及 和 人 4'8'C' REEHRVEM, A 
CD , B'F' A'E’ EBD.4.CE _ | 
DB FA EC 7 DC 了 而 二 
从 而 知 A'D',B'E',C'F 共 点 , 设 该 点 为 天 . 
Ù K f KX L BA 于 X, 作 KYL AC T. Y,@ Z C'KE' = a, 则 
rr. EK 
CE CF | CK. BE _ 
B'K ` BE ` CF B'K ” 


"p. 2A 
EE B'E' 


CX _ 
GY = 


CF 2SacpE + sina 


BE ` 25agper + sina 7 
CE C'E' -sin _ 
BE ` B'F' -sin B' 7 
CF AB ' cos A sin Ç _ CF , AB? _ AB 
BE ` AC + cos À ° sin B 7 BE 4C 7 AC 
应 用 定理 1, 知 AK 为 OABC RPR. 
同 理 , BK , CK 也 为 人 ABC 的 共 因 中线, 故 下 为 A ABC 的 共 辆 重心 . 
定理 7 ”三 角形 的 四 个 纳 格 尔 点 组 成 重心 组 , 且 四 个 热 尔 岗 点 分 别 为 四 个 
纳 格 尔 点 所 连 成 四 个 三 角形 的 共 簿 重心 . 
事实 上 ,可 令 1, h,G, Gi, N, NiC = 1,2,3) 分 别 为 人 4BC 的 内 心 或 旁 心 ， 
热 尔 岗 点 , 纳 格 尔 点 .由 三 角形 网 拉线 定理 的 拓 广 定理 1, 知 三 角形 的 重心 C, 内 
心 或 旁 心 .对 应 的 纳 格 尔 点 共 线 , 且 IC = 十 GN, 从 而 知 ,四 边 形 NN: N, Ns 与 
Ihh 是 关于 A ABC 的 重心 为 中 心 ,以 2 : 1 为 相似 比 的 位 似 形 . 
由 于 I h, h, h HELA, i N, N, No, Ns 亦 为 一 垂 线 组 . 


令 1 在 BC 上 的 射影 为 X, 射 线 AN 32 BC FX, W) BX = CX'. W XI % AX' 


FDIM, M HIAB hh WPA IX L BCR p = j4 E 


NO 
ON 


ea) g<3ao2 a Zgua=z—= 


{ 


SO 
ON 


FERS mism == Eida 


几何 Z * s= 


JE ATI, 1 E: Dx 的 中 点 ,所 以 IM // NG 


H Also AIC, H ZM, = 人 MIC, 即 知 IM X AIh Hkjk 
中 线 . 

又 人 NiNzN3 与 会 1h 为 位 似 形 , 故 NG. 为 A NN,Ns HRR PR. 

同 理 , N, Gi, Ns G, 也 为 人 NN2WNs 的 共 轿 中 线 . 

故 G, 为 A NN, Ns 的 共 轧 中 心 . 同 理 可 证 其 他 结论 . 

定理 8 (1) 三 角形 的 高 的 垂 足 的 连 线 的 中 点 ,与 对 应 顶点 相连 ,三 条 直线 
AFRE O K. 直 角 三 角形 的 共 轿 重心 是 斜 边 的 高 的 中 点 . 

(2)AABC 的 外 接 圆 在 4,B,C 的 切线 相应 相交 于 Ti, Te, Te, WATAS 
相对 应 的 交点 的 连 线 AT, , BT,,, CTc WX FHME ÙO K. 

定理 9 三 角形 的 热 尔 岗 点 , 是 以 内 切 圆 切 点 为 顶点 的 三 角形 的 共 罗 重 
D. 

定理 10 =f)jb536S mD t B G 0688 = B 00 t. 

事实 上 , 设 K 为 人 4BC HIME Ù , K #E=3J1 BC , CA, AB 上 的 射影 分 别 为 
Ka» Ka, Kc, M, 为 边 BC 的 中 点 ,联结 AM, 并 延长 至 A, E M,A = AM, NH 
公 KKsKc 与 A C44' 的 对 应 边 互相 垂直 ,因此 两 三 角形 相似 ， 

设 KK, 与 KaKc 相交 于 KK'1, 则 在 这 些 相 似 图 形 中 , KK 对 应 于 CMi, 从 而 
K'1 是 KeKc 的 中 点 ,所 以 K Kt, 是 A KnKaKc 的 中 线 ,K 是 它 的 重心 . 


Ë ” 反 过 来 , 设 过 三 角形 的 各 个 顶点 作 相应 中 线 的 垂 线 , 则 原 三 角形 的 重心 是 垂 线 所 
成 新 三 角形 的 共 配 重心 ,这 说 明 , = fi 2 09 Jt 96 WÜ k Ë — f , 是 自身 的 投影 三 角形 的 重 
心 .类 似 的 ,一 个 旁 花 重心 是 它 自 己 的 投影 三 角形 的 重心 . 

定理 11 平面 上 到 三 角形 三 边 距离 的 平方 和 为 最 小 的 点 ,是 其 共 罗 重心 
K. 

事实 上 . 令 三 角形 三 边 为 a,b,c, taste 为 任 一 点 到 相应 三 边 的 有 向 距 
离 时 ,ax。+ bx, + cx. 表示 这 三 角形 面积 的 2 倍 , 且 是 定 值 . 

由 恒等式 

(a? + b2 + c2)(x2 + xh + x?) = (axa + bap + cx)? + (bre = cx,)2 + 

(ex, — axe)? + (axy — bxa)? 
知 上 式 右 边 每 一 项 都 是 正 数 或 零 ,在 最 后 三 项 为 零 时 ,x2 + x + x? 为 最 小 , 即 
有 
x lx ix = a:b:i c 


Ae POR 8) A 398 a L sk KMEC. 
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定理 12 ”内 接 于 一 已 知 三 角形 的 所 有 三 角形 中 ,各 边 的 平方 和 为 最 小 的 
是 共 办 é 重 心 的 投影 三 角形 . 
事实 上 , 设 XXXs 分 别 为 人 4BC 的 边 BC,C4,4B 上 的 点 ,P 为 
全 XiX2Xs EÒ, OPPP, 为 P 在 BC,C4,AB 上 的 投影 构成 的 三 角形 ,在 
Pi, P2, Py TAIF Xi, Xa, X, 分 别 重合 时 , 则 已 是 共 罗 重心 ,在 其 他 情形 
PPU + PP2 + PP} < PXU + PX2 + PX 
又 由 定理 11,346 KERER, M 
KK; + KG + KK < PPÌ + PP} + PP 
再 注意 到 三 角形 重心 性 质 定理 4(2) 应 用 于 A K,K Kç 与 A Xi XX 即 得 结 


定理 13 设 K 为 人 4BC EO, EK AK 交 边 BC 于 D, 则 
BD _ AB? 
D pc = he 
DE n AE, 
事实 上 , 设 M 为 BC 的 中 点 ， aN = Z DAC ,应 用 三 角形 角 平 分 线性 质 


定理 推广 中 的 定理 Mp = — AC p , 故 (1) WE. 


延长 BK 交 4C FE, EK CK 交 AB 于 F, 则 由 三 角形 的 加 比 定理 有 
AK _ AF AE 


KD = FB * EC' 


而 (1) 的 证 明知 ,有 
AF _ AC AE _ AB? 
FB = BCi'EC = BC 
2 2 
故 # A pe 
即 (2) 获 证 . 
定理 14 É A ABC 的 三 条 共 红 中 线 交 其 外 接 贺 于 ,12, 13, 则 公 4BC 的 
JSE LÜ K tB A L, L,L, ARREO. 
FEKE EBSRBIBS =Z JJ q -T iB —4- Bl, 3 EA EAER F— 
点 P, 则 每 一 个 三 角形 与 P 关 于 另 一 个 的 投影 三 角形 相似 ,以 及 定理 10 即 得 结 
论 . 


È AABC 5 A L Ly Ia ARARA EHR, AEO kn 8r23p hati hak = 
角形 (cosymmedian triangles. ) 
定理 15 设 天 为 人 4BC HAEDO, K(i = 1,2,3) 是 天 在 三 边 上 的 射 


NO 
ON 


(e)|r gaa a Zu= gxr = 


NO 
oN 


Ferr B masm arma 
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影 ,w 为 布 罗 卡 尔 角 , 则 有 KK = ŽE. an w BER, 


定理 16 (1) 一 条 布 罗 卡尔 线 ,一 条 中 线 , 一 条 共 亏 中 线 共 点 . 
(2) 一 条 布 罗 卡尔 线 ,一 条 外 中 线 , 一 条 外 共 示 中 线 共 点 . 


三 角形 的 等 截 共 二 点 定理 WR AABC 中 ,XX'， 
YY' ,ZZ' 各 是 在 BC, CA, AB 三 边 上 截 得 的 线段 , 使 得 
BX =X'C,CY = AY,AZ' = BZ, AX, BY, CZ 三 线 交 
于 一 点 已, 那么 AX' ,BY' , CZ' 也 相交 于 一 点 Q. 上 述 P， 
Q 两 点 称 为 OABC HRI A (B 2. 158). 
证 明 ”因为 4X, BY, CZ 交 于 一 点 P, 由 寨 岂 定理 有 
BX.CY.AZ_) 
XC ` YA ` ZB 
再 由 BX = X'C,YA = CY ,ZB = AZ' 得 
XC = BX',CY = Y'A,AZ = Z'B 
于 是 有 BX' CY AZ' 


MG6 UYA ZB”! 

再 由 塞 瓦 定理 可 知 AX , BY , CZ' 三 线 交 于 一 点 0. 

由 三 角形 内 ( 旁 ) 切 贺 性 质 定理 2 知 ,三 角形 热 尔 岗 点 的 等 截 共 四 e 点 即 为 纳 
格 尔 点 ,这 是 纳 格 尔 于 1836 年 发 现 的 . 

下 面 ,我 们 再 介绍 两 个 与 等 角 .等 截 有 关 的 有 趣 的 结论 ， 

结论 1 ”三 角形 的 诸 热 尔 岗 点 及 纳 格 尔 点 的 等 角 共 和 点 分 别 是 其 外 接 圆 
与 内 切 圆 及 外 接 圆 与 旁 切 圆 的 相似 中 心 . 

事实 上 , 设 内 切 圆 圆 /分别 切 人 4BC 的 边 BC, C4,4B 于 D,E,F, 圆 1 上 的 
点 和,B',C' 分 别 为 D,E,F KFA, BI, CI 的 对 称 点 , 则 知 44' ,BB', CC 为 
AD ,BE , CF 的 等 角 线 , 所 以 AD, BE, CF 交 于 P( 热 尔 岗 点 ) HE ARIRAN 
P'(AA', BB' , CC' 的 交点 ). 设 4 ,DD 分 别 在 4C,4B 上 的 射影 为 Bi, Cl, 又 C' ,FF 
分 别 在 AC, BC 上 的 射影 为 B,,41, 则 A'B, = DC1,C'B, = FA1, DC, = 了 ,所 
W A'B, = C'B2 有 A'C' // AC. 

同 理 C'B' // CB,B'A' // BA. AT AA'B'C' 与 人 4BC 关于 忆 位 似 . 故 贺 
7 与 圆 4BC 也 关于 P 位 似 , 即 圆 7 与 圆 4BC 的 相似 中 心 为 已 ， 

又 设 ID, IE, IF 交 圆 1 于 另 一 点 D1, Ei, Fi, 则 不 难 导 出 4D1, BE1, CF, 为 
AD, BE, CF 的 等 截 线 , 所 以 4D1, BE), CF, 交 于 一 点 N( 纳 格 尔 点 ). 

Ë Dr, En, Fx 是 Di, E, , F, XF IA, IB, IC 的 对 称 点 ,有 AD, BE,, CF 为 
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AD), BE), CF, 的 等 角 线 .因此 它们 必 交 于 一 点 N'( N HERRIA). 

因为 BpE'， = EiE', F Pi = FaF (SEf0EREEDR), E E, = PiF"1( 关 于 
417 对 称 ) ,所 以 E, E', = FF,, 因 此 E.F, // BC. JER F,D, // CA, D,E, // AB, 
所 以 A D; E, F> £ A ABC 位 似 , 故 N 29] 1 SSE ABC 的 另 一 相似 中 心 . 

结论 2 ”三 角形 垂 心 等 截 点 的 等 角 共 轰 点 在 欧 拉线 上 . 

Me L, HH A ABC 的 垂 心 ,射线 AH, BH , CH 分 别 交 BC,C4,4B FD, 
已 ,下 .又 设 A41, BB, , CC, 是 AH, BH , CH 等 截 线 的 等 角 线 , 且 分 别 交 EF, FD, 
DE 于 Ahi, B), C1, 设 AD' 为 4D 的 等 截 线 , 则 D'B = DC. 

由 和 A1AE = 人 LD'4B, 人 AEF = LB, 则 

AAE NAD'AB 


AE _ AE 
有 D'B "` AB 
AE. D'B _ AE. DC ABcos A : AC : cos C 
从 而 AE= HB = AB = AB 
CE > AF _ BCcos C + 4Ccos A 
同 理 GE = BC = BC 


从 而 AIE = C1E. 因 为 BE 平分 人 DEF, 所 以 BE L AC, BE | AC,# AC, // 
AC. 

同 理 , CBN CB, B,A, // BA. FKV AAB, C, 与 人 4BC 位 似 , 从 而 AA, 
BB, , CC, 共 点 或 互相 平行 .但 A441, BB1, CC, 为 AH, BH , CH 等 截 线 的 等 角 线 ， 
于 是 A41, BB, CC 必 交 于 一 点 Hi. 

X HD,HE, HF 为 BiC1,C1h1,A1B1 的 垂直 平分 线 , 所 以 8H 为 人 A1B1Ci 的 
外 心 .因为 人 4BC 5 AAB, Ci $F H W, PELA A ABC 的 外 心 0 与 有 关于 本 
也 位 似 , 故 O, H, H 共 线 . 


党 三 角形 边 的 等 分 线 交 点 三 角形 面积 关系 定理 


定理 10@ A ABC 各 角 顶 点 与 对 边 n(n > 2) 等 分 点 的 连 线 中 ,靠近 三 边 
的 6 条 共有 12 个 交点 ,这 12 个 交点 构成 的 四 个 三 角形 人 41B1C1, 人 hzB2C2， 
AAB, C3, AA,B4C4 中 (图 2.159)， 
n-2 


(1) AAB, Ci co 全 4BC HAWER —. 


(2) AAB, C > AABC BAREA P=, 


Q 文 继 军 .一 个 定理 的 进一步 探索 []] ,中 学 数学 ,1997(11):36， 
© RE. -个 新 定理 的 推广 [中 .中 学 数学 教学 ,2001(2):39. 


NO 
OA 


(ajro okunan 


NO 
oN 


iha B mima a mi 


Ë: 


几何 瑰宝 


证 明 ”如 图 2.159, 设 H, K HHBC 上 的 几 等 分 
AA, L, F HRAC EILE A, E, G 为 边 48 上 的 几 


等 分 点 . 
(1) Æ A ABH 中 的 角 平 分 线性 质 定理 的 推广 ,有 
AC, _ ABsin ABC, ABsin Z ABC, 


CIH ” BHsin ZHBC, ` " BCsin Z HBC, 
在 全 4BC 中 , 同 理 得 
AF _ ABsin LABF ABsin ZX ABC, 
FC = BCsin ZCBF = BCsin Z HBO, 


AB - sin LABC! 


1 
即 n - 1 ` BC- sin Z HBQ, ° 
由 @,@ 得 
ACi __n 
GH n-1 
4C an 
则 AH = 
同 理 可 证 An. 
RB, _ 
则 HK = 
CIB 2 
R C a EE E 
即 -28C 7 2n-i 
n 
CB n-2 
即 BC -2n-1 
AB, n-2 AC n-2 
同 理 可 证 AB “2n- 1 AC = 2n-1 


# AAB, Ci CO AABC bt = 2. 
(2) 作 ED // BF ZAC + D ,WI| 


AE AD d 
BE DF n-l 
AD _ 1 AF _ n. 
从 而 AF n’DF n-1 
又 因 En-l 
Fe 
则 DF = 
CA _ FC_n 
即 CE "DC "n +1 


Treasure 
CB. 
3i CB n 
同 理 可 证 CG n+l 
Ch, _ CB; 
则 0 
从 而 A2B, ] AB 
同 理 B,C; // BC, CA, // CA 
因此 可 得 人 4zB2Czcm A ABC 
A.B; Ch _n 
x GE © CE n+l 
GE n-2 
E AB n 
则 AB n n-2_ 2-2 


# A ABC; 与 A4BC HARA, 

定理 2 在 人 48C 的 三 边 的 两 个 方向 的 延长 线 
上 各 取 一 点 ,使 这 点 外 分 该 边 为 n 等 份 ,联结 三 角形 
的 三 顶点 与 这 6 个 外 分 点 ,并 向 两 个 方向 延长 ,所 得 
12 个 交点 中 . 


(1) 全 4iBiCiwn AABC BAMEDE. 


(2) AAB C; co 和 4BC 且 相 似 比 为 & -t 2, 


如 图 2.160, 证 明 可 仿 定理 1 的 方法 进行 .( 略 ) 
党 三 角形 的 陪 垂 心 定理 


设 A ABC 的 三 高 为 4D, BE, CF, 垂 心 为 H, D 关于 边 BC 中 点 的 对 称 点 
为 D' , E RFW CA PARIAN E , F 2631 AB 中 点 的 对 称 点 为 严 ,有 如 


TEM: 
定理 1 三 直线 AD',BE',CF 共 点 . 
证 明 ”如 图 2.161, 显 然 有 BD' = CD,CD' = BD 等. 
由 塞 瓦 定理 ,4D, BE, CF 共 点 , 则 
BD .CE AF 


DC ` EA ` FB "| 
A. BF _ 1 


CD AFE, 
即 EC FA 7 


D'B 


故 4D' ,BE' , CF' 共 点 . 


图 2. 160 


NO 
ON 


(m) ao am ==m— = 


Esp B min arma 


几 何 m = 


记 此 点 为 H' ,我 们 称 之 为 AABC HRED. TA, Bi = fi BJ ra tE 
三 角形 内 , 钝 角 三 角形 的 陪 垂 心 在 三 角形 外 ,直角 三 角形 的 陪 垂 心 在 斜 边 上 ( 偏 
较 小 锐角 一 侧 . ) 

定理 2D ÜH H A ABC 的 陪 垂 心 , 则 


a) 22 l tan B - cot C | 等 三 式 ， 


Dc c x 
Q) Éy = prar FER. 
证 明 ” 仅 证 (2). 如 图 2.162, 公 4BD' WAR PR 
所 截 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 ,得 
AH D'C BF _ 
HE'D ` CB ` FAT 
注意 到 CB = a,D'C = BD = ccos B 


BF FA bleosAl 
FA ` FB ” acos B 


代入 上 式 即 得 . 同 理 可 证 其 余 两 式 . 
EWID ÜH H A ABC 的 陪 垂 心 , 则 


+)! A ee ! 

aD = Beos Aa te m0: 2 2 e° 
iang 

EE Bas. Eigi ° 

HF _ NA C= a2 + 2 - 22 

CH < Ë: 22 


证 明 ”如 图 2.163, 对 A ABD' 和 直线 FC HIRE 
劳 斯 定理 ,有 


AH FB CD ` 
y HD _ FB, CD _ AF BD 
所 以 AH AF BC FB BC ` 
bcos A , ecos B _ bc os À = 
acos B a “a 
be bte- 2 b+te -a 
a 2bc 22 


BJ @ 成 立 . 同 理 可 证 OO 和 @ 成立 . 
推论 1 Vk H' A A ABC 的 陪 垂 心 , 则 
AH _ 22 @ 
AD' © atb 2 


oe, Pe ha 和 某 些 的 性 质 [J]]. 中 学 数学 ， 2001(4):37. 
殊 点 [， 


SEN 发 现 的 三 角形 可 .数学 通讯 ,1996(1):28- 


BH. 22 _ 

BE ~ tbr @ 
CH q 

GE _ _ 2 @ 


CF 7 a2 + b + 
推论 2 BH H A ABC 的 陪 甜心, 则 
ED HE .HP 


AH ` BH ` CHr = °o8 Acos Beos C © 
定理 4 设 AABC 非 直角 三 角形 ,其 垂 心 和 陪 垂 心 分 别 为 斑 和 在 , 则 
ED HE HE _ HD HE, HF © 


AH' ` BH' ` CH © AH ` BH ` CH 


A dy AH BH BH _ cos B 
证 明 ”由 垂 心 余弦 定理 zs AT — B IAH = cos A? XZH A BHD cn 
BH 


HD _ BH 
SBCE, 则 GE = pc ，, 即 
HD = BH- SË = BH. cos C 
HD _ BH, _ cos Bcos C 
故 AH = AH ' 00 C cosh 
:下 HE cosCcos A HF _ cos Acos B 
同 理 可 证 BH  cosB 'CH cosC 
于 是 有 
HD, HE, HE = cos Acos Beos C 
再 由 @ 便 知 @ 成 立 . 


定理 5 BH X A ABC 的 陪 垂 心 ,不 到 三 边 BC,C4,4B 的 距离 分 别 为 p， 
q, r, W 
piq: r= Pos A i Soos B : oos C @ 
证 明 ”如 图 2.163, 由 H'D, / AD 知 
HD BD P, 2 - 22 


AD AD ` 2, 2 + a2 
` bor 2 22 2bccos A .25 _ 4S bc 
PLP E EL huara 让 = 
(其 中 5 为 三 角形 面积 ). 同 理 可 证 
EE E a E E ES 
154b b ' +b. í 
于 是 @ 成 立 . 


推论 1 AA Si, S, 和 S, iE AH'BC,A H'CA #l A H'AB 的 面积 , 则 有 


NO 
AN 


(e) paso a xu =m = 


NO 
oN 


Etanpa B zm gari 


AT/R F 


Si: S2 : S3 = cot A : cot B : cot C 

1l _ _2SosA . 

证 明 S=FP Trpra' bc 
2Scos A ,25 _ 

abe sinA T 


45? 
De A 
2 2 
同 理 有 4 


a +b e tbe 
于 是 结论 成 立 . 
推论 2 到 ,p,q,r 如 前 所 述 , 则 
p.4.1 _ ĦED HE HF 
a ` b c ` AH ` BH ` CH 
推论 3 ”如 前 所 设 , 有 
AH , BH. CH 2: p:e 


p q r 
证 明 W A ABC 的 外 接 圆 半径 为 尽 , 则 由 重心 余弦 定理 有 
AH = 2Rcos À 

` AH 2 2 A. 

所 以 P 45 2R = 
+b +? a a Pibe, n 

4S sin A bc ° 8s? 
I BH +b +e, a CH aiba a 
REO 9 = 88 和 
于 是 结论 成 立 ， 


推论 4 ”如 前 所 设 , 有 
AH BH CH _ AH' .BH'. CH 
P 9 r AD BE CF 
AH . BH . CH HD .HE .HF 
a ` b c AD BE ` CF 


证 明 HORO- @ nf Q; HOA @ S$ @;tH OH 
HD b+c-a 2bcosA _ AS Aa 
AD' ` bor 2. a a r 2 ab 

H'E' 4S H'F' 4S 
同 理 有 pg = a Tp Y St B, cp = 2 y MT oot C 


+E HP HE :HE = eo A: cot B : cot C 


° 


Hh OA OEA ORY. 
定理 6 BR ,p,q,r 如 前 所 述 , 则 


uD _ sasa (Wy 


Wr > 25 
HE  V4S +(e- oa) 
q 2S 
HF _ VAS y (a? - PYÈ 
天- 2S 
证 明 BA A H'D D o AAD'D, W) 
H'D' _ AD' 
p = AD 
但 D'D = BD - BD' = BD - CD = ccos B — bcos C = 
c. t-t p tb-t e-t 
2ac 一 2ab Z a 


而 4D = 2$, 
AD' = VDD + AD = /等 + a L ya O AP 


由 此 知 人 @ 成 立 . 同 理 可 证 男 两 式 . 
推论 1 如 前 所 述 ,有 


H'D' a HE'\; HF _ at+ b) + ct 
by Ey (EE)Y = z @ 


482 
证 明 ”根据 三 角形 面积 的 海伦 公式 
168? = 2(b?c? + cza2 + a?b?) — (at + bt + c) 
则 
(b2- °) + (2 -aY + (a? - b?) = at + bt + ct) - (22 + ca + a?) = 
at + b’ + ct - 168? 
Bp 


Ey, (HE, Ey. a028 + O- 22, (e a) a 
Ca? ~ 0?) = 0123 + a + 

bt + co- 168°) = 

AG + bt + ct AS?) 


TEORI. 


wo 
LA 


[m) go Z= =m = 


NO 
CA 


ED dt 


推论 2 ”如 前 所 述 ,有 
H'D' H'E' H'F' AH AH BH BH CH CH 
( P+ Pe s Mr+e B+ Cr-! @ 


证 明 由 图 有 
AH _ 2a? 
AD' tbe 
而 由 @ 的 证 明 又 有 
AH eth+teo, y 
p 892 
AH AH _ at 
则 p AD = 4 
x BH .BH b CH  CH' g 
同 理 可 证 q BE =a r ` CF TAS 
于 是 由 OEA. 


定理 7 ”三 角形 的 陪 垂 心 、 重 心 , 共 固 重 心 三 点 共 线 , 且 陪 垂 心 到 重心 的 距 
离 等 于 重心 到 共 瑟 重心 距离 的 2 们 .中 

证 明 H, KAORE A ABC 的 陪 重心 和 共 因 重 心 ,分 别 延 长 4H' ,4K 交 
BC 于 已 ,也 .联结 HK 交 边 BC 的 中 线 4M 于 G, 延 长 CH' 3 AB FF, ikti BC 的 
中 点 M 和 天 ,下面 证 G 为 A4BC 的 重心 ， 

不 妨 设 AB > 4C. 令 BC = a,CA = b,AB = c. 

由 陪 垂 心 定义 ,有 

BF = bcos A,EC = ccos B,AF = acos B,BE = bcos C 
对 A EAB 及 截 线 FH'C 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


EH , AF, BC _ 
H'A ` FB ` CE 7 
注意 到 余弦 定理 ,有 
EH FB:CE _ bcos Á ' cos B _ 2 + 2 — 22 
H'A 7 AF- BC ` a-cos B'a ` 2a 
2 
于 是 HA 2a 


AE T 22, 2 + 2 
X = fi h 36380 8 EPEE 13, 有 
BD c AK b+te AD œb? 


DC 7 KD? a AK? Pe 
"A a a _ alè- b?) 
而 MD = MC - DC = 3 -Be " 2(M2 D 


@@” 林 世 保 . 新 发 现 的 一 条 类 欧 拉 线 [] .中 学 数学 ,2000(4):36. 


Geometry 


Treasure Z 
>€ 
a 2- É 

EM = BM - BE = 2 - bcos € = SP g 
EM _ a 2 AK M 
于 是 DM ` a “KD š 
7 w 
即 知 4E /KM, 亦 有 26 = HC B 
注意 到 梅 涅 劳 斯 定理 的 推广 中 的 定理 1, 有 T 
HG KA, DM, EA, t 
GK `AD ` ME `AH 一 9 
G n EM .AD .HA _ brô, a+b’, 20 _ D 
GK “DM AK AE? a B? PPT L 
AG _ WG š 

即 知 全 = 人 2 

故 G E: A ABC 的 重心 . 

当 AB < AC 时 , 亦 可 类 似 地 证 得 结论 成 立 . (AB = AC 时 三 点 重合 ) . @ 


定理 8D Ek XJ A ABC 所 在 平面 上 的 一 点 , 且 AX, BX, CX 分 别 与 边 BC， 
CA,AB 所 在 直线 交 于 DD,EE, 下 ,点 H, H,, Hy 31 AAEF , A BDF , A CDE 的 
重心, 则 XX 是 下 列 任何 一 点 时 ,有 ADEF 2 HHH. 

(1) 垂 心 !(2) 陪 重心 ;(3) 重心 ;(4) 热 尔 岗 点 ;(5) 纳 格 尔 点 . 

证 明 ”如 图 2.164, 先 看 一 条 引 理 . 


图 2.164 
BE iG A ABC 的 重心 为 H, 三 边 分 别 为 a,5b,c, 则 
~ B b- c 


事实 上 , 记 A ABC 三 边 上 的 高 分 别 为 4D, BE, CF, 若 人 4 < 90, 则 
c — acos B = AB- BF = AF = AHsin ZAHF = AHsin B 


则 AH = 
# ZA > 90, 则 


O 说 飞 .三 角形 垂 心 的 一 个 性 质 推 广 [中 .中 学 数学 ,2005(4):41-42. 


几何 瑰宝 


No 
oN 


c — acos B = AB- BF =- AF = - AHsin LAHF =- AHsin B 


则 AH = 9° B — c 
x sin B 
c — acos B 
T 综 上 知 AH =i 1! 
和 有 同 理 AH =| È= eee C | 
500 sin C 
名 再 回 到 定理 证 明 , 在 公 BDF 及 A CDE 中 ,由 引 理 知 
š BF - BDcos B 
加 Ml | 
条 
Œ (1) 当天 是 重心 时 ,有 
BF = acos B, BD = ccos B 
acos B ~ cco? B 
@ 则 FH2= | sin B 1= 
cos B(sin A ~ sin Ccos B) 
2g 1 Blain A sin Coos E) 1- 2R | cos Beos C | 
Ag EH; = 2R | cos Bcos C | 


(2) 当 为 陪 垂 心 时 ,由 陪 垂 心 定义 知 
BF = bcos A, BD = bcos C 


所 以 
FH, = 1 bcos A — bcos Ceos B l= 
sin B 
2R | cos A — cos Ccos B 1 
同 理 EH; = 2R | cos À — cos Ccos B | 
(3) 当天 是 重心 时 ,有 
< | 
BF = > BD = + 
则 
e — acos B sin Ç ~ sin Acos B 
Fh: =| inp I= RI ng l= Ricos Al 
同 理 EH; = R | cos A | 
(4) 4 X EARRAN, A 
BF = BD = =S= = 4Rsin fsin Seos Ë 
则 


_a+*c-b 1-cos B _ 
2 sin B 


4Rsin Asin B ain £ 


同 理 EH; = 4Rsin &sin 2sin € 


(5) 当天 是 纳 格 尔 点 时 ,有 


BF = 上 二 SBD = 2tb=e oos B = 


_ (b+ c a)- (a +b- c)cos B 
Ea: 2sin B = 


a(b + c = a) = (a + b ~ e)((a + c)? = 2ae — b?)) = 


ay 2 - 2 
2ac 


sacsin B = 2S 


labe - (a +b- e)la +e + b)(a +c- b)) 
(S 表示 A ABC 的 面积 ) 
同 理 EH = 起 (4oie - (a + b - e)(a + e + b)(a + c = b)) 
综 上 五 种 情况 均 有 FH, = EH;, 对 每 种 情况 可 类 似 证 明 DH, = EH). 
又 因 
ZDBH,F = 18? - Z B 
ZH, EH; = 180 - ZH,EA - ZHyEC = 
180 ~ (9P ~ ZA) - (9P - ZC) = 


180 - ZB 
则 Z DH;F = ZHIEHs 
从 而 ADH,F 2 AH, EH; 
即 DF = H, H; 
同 理 可 证 DE = HiHy, EF = HHs 
故 ADEF 2 AH HH 


注 ”上 述 定 理 8 对 X 是 内 心 及 外 心 时 不 成 立 . 
由 上 述 定理 及 证 明 , 即 有 如 下 推论 : 
推论 1 如 图 2.165, 若 直线 HiE, HF,H3D 
可 构成 一 个 AAB C ER HF, HD, HE 可 构 
成 另 一 个 公 42B2C2, 则 
AAB, C, 2 AhB CN AABC 


NO 
AN 


[e)r 3 ag gm = 


NO 
oN 


Eira B mmm S arama 


几何 了 瑰宝 


推论 2 AHEF2 ADH H, AH DFL AEH, H3, AHDE 2 AFH, H. 


Ü A ABC 的 三 条 内 角 平分 线 为 4D, BE, CF ,内心 为 1,D 关 于 边 8C 中 点 的 
对 称 点 为 D' , E 2831 CA 中 点 的 对 称 点 为 E' , F 3 T3BAB 中 点 的 对 称 点 为 严 ， 
则 我 们 有 如 下 定理 :@ 

定理 1 三 条 直线 AD',CF',BE' 共 点 . 

证 明 ”如 图 2.166, 由 于 BD' = CD,CD' = BD, 
CE' = AE,AE' = CE,AF' = BF,AF = BF ,由 塞 瓦 定理 
及 4D,EB,DP 共 点 知 

BD . CE . AF 


DC ` EA `FB "Í 
k CD AE .BF' _ 
D'B EC FA = 


HETRE 4D' ,BE' , CP 共 点 , 记 此 点 为 了 ,我 们 称 之 为 2 ABC 的 陪 内 
Ù. 
定理 2 W] H A ABC 的 陪 内 心 , 则 
Ar _alb+c) BU _ b(c +a) Cr _ c(b + a) 
be 


rp' PPS æ PF” le 
证 明 CF' AR A ABD' ,由 梅 涅 劳 斯 定理 得 
AP D'C BF’ 


TD CB ra=! 


AP _ CB:F'A _ CB BEF a? 


则 TD' © D'C- BF' ` BD AF™ BD -b 
HPD = 46.48 
BD = —5 
故 za -4 bte 
同 理 证 另 二 等 式 . 


推论 1 设 1, 了 为 人 4BC 的 内 心 及 陪 内 心 , 则 


O 欧 玉 清 .三 角形 的 伴 内 心 及 其 性 质 []]. 中 学 数学 ,2001(4) :39-40. 


Treasure Ceometry 


Ar BI Cl _Al BICI 
PD PE TF "ID ` IE ` 1F 


证 明 ”由 定理 2 得 
AP .Br | CI (a+b)(b+e)(c+a) 
PD TE TF abc 
AL AB_ ,c+b c+bh 
x 四 =8D=e a = a 
Bl c+a CI a+b 
同 理 8 ` 8 SRU 
+E Ar BI Cr _ AL. BI. CI 


TD TE ` PF "ID IE ` IF 
mez geL, ae 


7 u 7 2 2 2 2 2 x 
证 明 Al Br Cl _ a2b + a2c + be + ba + Qa + b _ 


TD +rE trg = abc 
6V abe) _ 6 
abc z 
AL BP Ch 
推论 3 p +e + CF = 2. 
证 明 ”由 合 比 定理 得 


Ar _ a(b + c) 
AD' 7 ab + bc + ca 
BP _ _b(c + a) 
BE ab + bc + ca 
Cr _ _cla+b 
CF ~ ab + bc + ca 
从 而 结论 成 立 . 
定理 3 设 了 到 公 4BC 三 边 BC,C4,48 的 距离 为 d1,d2,d;, 公 4BC 的 面 
积 为 5, 则 
i 2Sbc 
1 5 (ab + bc + ca)a 
i= 2Sac 
2 = (ab + bc + ca)b 
DG 2Sab 
3 = (ah + bc + cojc 
证 明 ”由 定理 1 得 


ID be 
AD' ` ab + bc + ca 


b 
ON 


(e) aoa ag == z 


NO 
ON 


lase B ms aroma 


Ë 


ZZ = s R 2Sbe 
15 ab + bc + ca ° 7 (ab + bc + ca)a 


由 于 对 称 性 ,可 知 另外 两 个 公式 也 对 . 
推论 1 A:did = hihih. 
推论 2 l A ABC 外 接 圆 半径 为 R, 则 


2 
CA 


š 8S3abc 8S3abc 
Em dh’ dh ds = Ty be + a S abti 
85 ,5 _ 29 
于 是 di d d < 27 ` Q = OR 
推论 3 W OABC =3BAB,BC,CA 对 应 的 高 为 h,hs,h。, 则 
ha h h 


q, t 4 * 4, > 9 
证 明 ”由 定理 3 的 证 明知 


如 E AE ADS 
di t d, t d, = (ab + be + ca) (E t k t <ë) 


由 柯 西 不 等 式 得 
ha hy he 
atata >? 
推论 4 设 A ABC 的 内 切 贺 半 径 为 r, 则 di + d, + ds > 3r. 


证 明 ”不妨 没 a > b > c, 则 由 d= EPESI S, 


di <d, < d 
由 切 比 雪夫 不 等 式 知 


S = 去 (ad + bd, eds) < (a+ b + c)(di + d + da) 


6S 
a+b+c 


定理 4 BAD = w'。, 等 , 则 w= V+ o + 2ce À, ==: 
证 明 。 由 斯 特 瓦尔 特定 理 得 


2， BD' +e» CD 
BD' + DC 


即 di + dz + ds > 


= 3r 


- BD' - D'C = 


CD - BD 
a 
ac ab 
把 BD = 5 各,CD = b 代 人 得 
yis bt? a?be (x) 


= b+c Gb +e 
bi t ctt bel? I l a) _ 
(b +c) "2 
b + ct + 2b°c?cos A 
(b + c)? 
即 得 欲 证 .由 对 称 性 ,可 写 出 w, w, 的 公式 
推论 1 设 公 4BC 三 条 对 应 角 平 分 线 长 为 w。,w,w。, 则 
w? = (b-c) +u? 


证 明 ”由 式 (* ) 得 


w = b- be + e- — SS = 


(b - cX + bel - (Fe—)) = 


b+e 
(b-c) +u? 


其 余 同 理 可 证 . 
推论 2 ww, + wyw + wawa > 3.3S. 
证 明 ”由 刘 健 不 等 式 
Wawy + WW + todo, $ 3⁄3S 
及 Wa I WaW 22 y. We S We 
得 不 等 式 链 
3007, + Wwe + WW a 2: Wap + WW + WW 2 3Y38 


在 此 ,我 们 指出 ,上 述 不 等 式 取 等 号 的 条 件 均 为 正三 角形 . 
三 角形 的 陪 心 定理 


命题 ” 设 P 为 人 4BC 所 在 平面 上 一 点 , 且 直线 AP, BP , CP 分 别 交 直 线 
BC,CA,AB FEA D,E,F,D',E',F' 分别 为 D,E,F 关于 各 自 所 在 边 的 中 点 的 
对 称 点 , 则 AD’ , BE’ , CF" 必 交 于 一 点 Q. 


NO 
A 


Cia- o ax =m = 


R m M 宝 


NO 
AN 


证 明 ”由 于 BD' = CD,CE' = AE,AF' = BF, 应 用 塞 瓦 定 理 及 其 逆 定 理 ， 


即 可 证 明 . 
这 样 ,P 和 Q 就 成 为 全 4BC 的 一 对 “ 陪 点 ”. 公 D'E'Fr 就 成 为 人 DEF 的 陪 点 
平 | ”三 角形 . 
m 
Ë 前 面 ,我 们 已 介绍 了 三 角形 的 陪 垂 心 . 陪 内 心 的 定理 ,下 面 再 介绍 其 他 陪 心 
500 的 几 个 结论 :O 
š 定理 1 设 ] AABC 的 陪 第 一 界 心 , 则 
æ% o ge = tan Soot 县 等 三 式 
定 Al, | GPa g 
ha 2) TiD’ ppe 等 = 式 
(p= 二 (e+6+o),ps =p- a %). 
简 证 ”将 陪 内 心中 的 了 换 成 用, 了 换 成 卫 ， 则 
@ BD' = DC = p = re B,D'C= BD = pe = —— 
tan 2 
故 BD. = ro B Lin G 


(1) 得 证 . 
(2) 仍 用 梅 涅 劳 斯 定理 得 


AJ, D'C, BE | 
JD CB FA” 


m. P. B = 1 ATIRO). 
1 a P. 
定理 2 设 0' 为 人 4BC 的 陪 外 心 (如 果 它 存在 ,) 则 


BD' _ sin2B a&— 
0) DC = sin 2C 等 三 式 . 


AQ _ 1 1 x 
(2) gp = sin 2AGn 38 + sn 20) 等 三 式 . 


简 证 “在 陪 内 心中 将 了 看 做 0,7 看 做 0', 则 


loa. i 
BD DC _ Sauc _ 2 94 OCsin ZA0C 
DC BD Saa ` 


L04 : OBsin ZA0B 


但 04 = OB = 0C,ZA0C = 2B,ZA0B = 2C, 代 入 即 得 (1). 
由 (1) 得 


O 洪恩 翔 , 胡 如 松 , 朱 结 根 ,等 ,三 角形 某 些 “ 伴 心 ” 的 性 质 []]. 中 学 数学 ,2001(4):37-38. 


Treasure N Geometry 


BD' + D'C _ sin2B +sin2C a 


DC = sn2C “DC 
'C = asin 2C 
故 D'C = sn2B + sin2C 
应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,得 
40 .DC , BP 


OD ` cB FAT! 


BF _ sin2B m _ 
XPA = sin 24: CB = a, 代 和 人 上 式 即 得 (2)， 
TD’ Pipe 
1 a) = ; 
推论 ! (1) p Paps + PaPe + PPa 
02) A. Bh, Ch Ali BI, Cl, _ abe 
JD hE JF TD TE TIF papipe 
推论 2 JP BC, CA, AB 距离 分 别 为 p,qg,r 则 
到 2Spup。 
OD p = ¿(py + pipe + paa) 
(2) p: q: r = beppe : cap, : abpaps. 
推论 3 ig AJ I BC,A J CA, AJ AB 的 面积 分 别 为 5。,5Sb, Sc, 则 
JD JE J F 
Sa : Š, : Se = pipe : PPa : PaPe = D ` BE ° CF” 


党 三 角形 的 伴 心 问题 


设 1 为 全 4BC 所 在 平面 上 一 点 ,过 点 1 分别 在 全 BMC, 人 CHWH4, 人 4MHB 中 
作 内 角 平 分 线 MD, ME, MF 与 直线 BC, CA, AB 交 于 点 D,E,F, 由 内 角 平 分 线 
性 质 定理 有 
BD _ BM CE _ CM AF _ AM 
DC = MC'EA ™ MA'FB "` MB 
即 知 BD CE AF 


由 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 知 AD, BE, CF 交 于 一 点 , 记 交 点 为 N. 显 然 ,点 MM 和 
N R: A ABC 的 一 对 相关 的 点 ,我 们 不 妨 称 N A M 的 伴随 点 , 若 M 为 三 角形 的 某 
心 , 则 称 N 为 W 的 伴 某 心 . 

对 于 伴 心 问题 ,有 如 下 结论 :D 

定理 1 设 万 为 人 4BC 的 重心 ,D' 有 H 平 分 人 BHC 交 BC 于 D' UH E, 


O 李 显 权 , 幸 荣 静 .三 角形 某 些 “ 陪 心 ”的 性 质 []]. 中 学 数学 ,2004(12) :40-41. 


NO 
oN 


{wj)rc 吕 OK 有 


X a 


F',H' 29 OABC 的 伴 垂 心 , 则 


BD' _ l1cos B | ow 
(D PC = Te CT 等 三 式 ， 
AH |eos Á | (l cos Bl+] cos Cl)w— 
š (2) ED 7 > | cos Beos C F FER. 
E 简 证 (1) 如 图 2.167, 设 P,@,R 分 别 为 了 在 三 边 的 射 
型 影 ,显然 ABHRA ACH, FEH 
Ë BH BR alco B| _ lcos B | 
a HC CQ ` alcosCl leosCl 
条 由 此 可 推出 结论 . 
š (2) 如 图 2.167, A ABD' 被 直线 PY DR, KRSM 图 2.167 
全 ”定理 ,有 
AH’ D'C BF _ 
H'D ` CB ` FPA = 
© xg 8D'C = Leos C 1 有 


BD’ l cos B | 


we- cos C 
BC — |cos B|+l cos C | 


E Br BH BP _ clcos B _ lcos B | 
FA HA AQ elcos41 lcos41 
代入 上 式 即 得 结论 . 


定理 2 I 2 A ABC 的 内 心 ,DI 平分 人 BIC 交 BC 于 D, 类 似 有 EE,F,r 
为 人 4BC 的 伴 内 心 , 则 


简 证 (D ABC hias AB - 一 .再 由 三 角形 内 角 平 


sin > 
2 


分 线性 质 定理 即 得 结论 . 


(2) 对 A ABD BARR FT ,应 用 梅 温 劳 斯 定理 ,用 DC. BE = 1. 
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NO 
ON 


B 
DC DC CI any w 
又 由 C8 = BD + DC = 而 + GI" C C 互 代 人 上 式 即 得 结论 ， M 
sin 2 + sin 2 J 
推论 1 ”条件 同 定理 2, 有 H 
Ar Br Cr ç i2 
rptrE trr” T 
推论 2 ”条 件 同 定理 2, 有 š 
Ar BE, CU a 9 
AD t BE * CF = 1 
推论 3 ”条 件 同 定理 2, 又 设 R,r 分别 为 人 4BC 的 外 接 圆 ,内 切 圆 半径 ,有 工 
AL BE , Cp 、16r 3 
AD ` BE ` CF > 27R 
定理 3 设 1 为 人 4BC 外 切 于 边 BC 的 旁 心 ,D'Is 平 分 BIC 交 BC 于 D'， 
类 似 有 E',F', T'a 为 A ABC 的 内 ZA 所 对 的 伴 旁 心 , 则 @ 
c 
有 
(1) pc" s 等 三 式 ， 
cos 
2 
AP, cos 2 + cos £ c 
Ora s= 
sın 2 
简 证 (1) 如 图 2.168, 易 知 
BI, = ——— = 一 
si( L - 2) ost 
Ta 
Ch = T 
2 
BD' _ Bl, 2 
TE DC = C aË 
2 


(2) 4n 2.168, ABD 被 直线 FI。 所 截 , 由 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 
AP. .DC ,BF -1 
TD' CB FA 一 


又 因 


X 几何 = 宝 


k. 
B 
PC DC cm _ %2 
CB 7BD + D'C ” Bl. + CI” B,C 
cos 2 + cos 2 
条 i sin Á 
0 BF _ BI, 2 2 
° E HA 人 = 
Ë mA 
10 
条 | 。 代入 上 式 即 得 结论 ， 
# 定理 3 也 具有 伴 内 心 定理 2 的 类 似 推论 外 ,还 有 下 述 推论 : 
(J 
推论 令 p = 十 (a+ b+ ),M) 
Ar, Bl, CU, 4V3R 
@ AD' ` BE' CF S gJ p3; 


定理 4 设 0 为 人 4BC 的 外 心 ,DO 平 分 人 BOC 交 BC 于 pD', 类 似 有 E, 
,0' 为 A ABC 的 伴 外 心 , 则 
0) S = 1 等 = 式 . 
40' P. 
(2) fp = 2 等 三 式 . 
证 明 从 略 ， 
推论 ”三 角形 的 伴 外 心 与 该 三 角形 的 重心 重合 . 


HE A ABC 所 在 的 平面 内 任 取 一 点 P, 以 点 P 为 原点 建立 直角 坐标 系 xPy , 设 
顶点 A, B, C 的 坐标 分 别 为 (xiy,yiD，(xayy2)，(xayy3), 则 点 Qi(xi + x2 + x3， 
yi +y + ya) 称 为 A ABC 关于 点 己 的 1 号 心 .D@ 

定理 1 设 公 4BC 关 于 点 P 的 1 号 心 为 Ci, 其 重心 为 C, 则 01,P,G 三 点 
共 线 , 且 01G = 2CP. 

证 明 ”应 用 同一 法 . 取 线段 Qi 已 的 内 分 点 M ,使 01M = 2MP ,那么 只 需 证 
明 点 M R: A ABC 的 重心 G 就 行 了 . 


TEDORA Me 2 B ABDI. 
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以 点 为 原点 建立 直角 坐标 系 xPy, 设 顶点 4, B,C 的 坐标 分 别 为 (x1,y1)， 
(za, y2), (xa, ys), MUSA Qi 的 坐标 为 (zl + x2 + xyl + 72 + 73). 
又 设 点 M 的 坐标 为 (x,y) ,注意 到 点 P 为 原点 (0,0), 点 M KRE Q P 内 


ARIM _ 2, 则 由 定 比分 点 的 坐标 公式 可 得 


(xı + z +x)+2x0 x+ x2+ 
x= = 
1+2 


_ Git ya + 3) +2x0 _ yi t y2 + 3 
T< Tt ú 3 


由 此 可 知 ,点 M J: A ABC 的 重心 6. 命题 得 证 ， 

根据 这 个 定理 ,可 以 用 尺 规 作 图 法 ,作出 A ABC 关于 一 已 知 点 P 的 1 号 心 . 

问题 EA OABC 及 其 所 在 平面 内 的 任 一 点 P, 求 作 A ABC 关于 点 P 的 
1 号 心 ， 

作法 第 一 步 , 作 A ABC 的 重心 C( 图 略 ); 第 二 步 ,联结 PG 并 延长 至 点 
Qu 使 Q1G6 = 2GP, 则 点 Qi 即 为 所 求 (证 明 从 赂 ). 

根据 定理 1, 及 三 角形 欧 拉 线 定理 的 证 法 4, 可 知 

(1) Y A ABC 的 外 心 为 0, 则 全 4BC 关 于 点 0 的 1 号 心 是 人 4BC EGH; 

(2) 设 A ABC 的 内 心 为 1, 则 A ABC 关于 点 7 的 1 号 心 是 人 4BC 的 纳 格 尔 
点 N( 亦 称 为 第 一 界 心 J). 

(3) 设 A4BC 的 共 固 重心 为 G6', 则 A ABC FAC 的 1 号 心 是 人 4BC 的 
EÒ H. 

由 此 可 见 , 三 角形 的 “1 号 心 ” 概念 ,是 三 角形 的 垂 心 . 纳 格 尔 点 和 陪 垂 心 诸 
概念 的 统一 推广 . 

定理 2 设 公 4BC 关于 点 P 的 1 号 心 为 Q 则 对 于 A ABC 的 中 线 4D ,有 
AQ, // PD, AQ, = 2PD. 

证 明 ”由 三 角形 中 线 的 性 质 和 上 述 定理 1 可 知 ,线段 QiP 和 中 线 4D 相交 
于 和 4BC 的 重心 C, 目 全 = 2 = CLE. MIKT AQ, / PD, B AQ, = 2PD. 合 
题 得 证 ， 

由 这 个 定理 显然 可 得 

推论 1 设 公 4BC 的 外 心 为 0, 牌 心 为 H, WF 公 4BC HPR AD, A 
AH // OD ,B. AH = 20D. 

推论 2 设 公 4BC 的 内 心 为 1, 纳 格 尔 点 为 N, 则 对 于 公 4BC 的 中 线 4D ,有 
AN // ID, B AN = 2ID. 

推论 3 É A ABC BJ3t35 329 C , 陪 垂 心 为 H , WF A ABC 的 中 线 


ISIL TE ET 


NO 
ON 


ea ama 


na 现 宝 


AD,# AH' // G'D, B AH' = 2G'D. 

定理 3 ” 设 人 4BC 关 于 点 P 的 1 号 心 为 Q1, 则 4Q? + BC? = 2( PB2 + PC2). 

证 明 ”以 点 为 原点 建立 直角 坐标 系 xPy , 设 顶 点 A, B, C 的 坐标 分 别 为 
(xiyi), (22372), (23373) MIR Qi 的 坐标 为 (x + x2 + xa, yi + Ya y) .注意 
到 点 P 为 原点 (0,0) , 按 两 点 间 的 距离 公式 有 

AQ = (x2 + 23)? + (y2 + y3) 
BC = (x - x3)2 + (yə — ya)2 
PB? = xå + y PC = ú + yñ 
由 这 四 个 等 式 可 得 
AQT + BC? = 2(x3 + y3) + 2(x3 + y3) = 2(PB2 + PC?) 
命题 得 证 ， 

由 这 个 定理 显然 可 得 

推论 1 设 公 4BC 的 外 心 为 0, 垂 心 为 H, 外 接 圆 半径 为 R, W AR? + 
BC? = 4R2. 

推论 2 ” 设 公 4BC 的 内 心 为 1, 纳 格 尔 点 为 N, 内 切 圆 半径 为 7, 则 

AN? + BC = 2l £ + csc? £) 

推论 3 i AABC 的 共 轰 重心 为 C , REON H, W AH? + BC = 
ACB +CC2)， 

定理 4 设 公 4BC 关于 点 P 的 1 号 心 为 01, 则 

PO? + (AB? + BC? + CA?) = 3( PA? + PB? + PC?) 

证 明 ”以 点 为 原点 建立 直角 坐标 系 xPy , 设 顶点 4,B,C 的 坐标 分 别 为 
《x4571) (zayy2)，(x3y73), 则 点 Qi 的 坐标 为 (xl + za + x3,y1+ ya + 73), 注 意 
到 点 P 为 原点 (0,0) , 按 两 点 间 的 距离 公式 有 

PQ = (x + x2 + x3)? + (yi + y2 + ya)? 
AB? = (x1 = %2)? + (y1 ~ y2)2 
BC? = (x2 ~ x3)2 + (y = 73) 
CA? = (xs — zi)? + (ys — y1)? 
将 这 四 个 等 式 两 边 分 别 相 加 ,就 得 
PQ? + (AB? + BC? + CA?) = 3( 好 + yD) +3( 太 + y3) +3(al + 73) = 
3( PA? + PB? + PC?) 
命题 得 证 . 
由 这 个 定理 显然 可 得 
推论 1 Vk A ABC 的 外 心 为 0, 垂 心 为 甩 , 外 接 贺 半径 为 RR, 则 
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OH? + (AB? + BC? + CA?) = 9R? 
推论 2 设 公 4BC RRCA I ARRERA N , WANEN +, BJ 
IN? + (AB? + BC? + CA?) = 3 (cs 4 + ost B + esc £) 

推论 3 设 公 4BC BJJES68 U 2 G' REON H, 

G'H'2+ (AB? + BC? + CA?) = 3(G'A2 + G'B? + G'C2) 

定理 5 š AABC 关于 点 P 的 1 号 心 为 01, 则 

Qi42+ Q1B? + Q1C? = PQ} + (PA? + PB? + PC?) 

证 明 ”以 点 为 原点 建立 直角 坐标 系 xPy, 设 顶点 A, B, C 的 坐标 分 别 为 
(xyD， Caz, y2), (zy3), 则 点 Q, 的 坐标 为 (xi + xz + xzayyi + ya + y3) ,注意 
到 点 已 为 原点 (0,0) ,由 两 点 间 的 距离 公式 可 知 

PO = (mj + x2 + x3)? + (yi + y2 + y3)? 
PA? = x? + yl, PB? = < + y3, PO = xl + yà 
将 这 四 个 等 式 两 边 分 别 相 加 ,就 得 
PO? + (PA? + PB? + PC?) = ((x2 + x3)? + (y2 + y3)?) + (Caz + xi)? + 
Oa + yi)2) + (x1 + x2)? + (yi + y2)?) = 
QA + QIB? + Q C 


命题 得 证 . 
由 这 个 定理 显然 可 得 
推论 ! 设 公 4BC 的 外 心 为 0, 垂 心 为 及 ,外 接 圆 半径 为 R, 则 
HA? + HB? + HC? = OF + 3R? 
推论 2 “ü A ABC 的 内 心 为 1, 纳 格 尔 点 为 W, 内 切 阅 半径 为 ", 则 
NA? + NB? + NC? = IN? + Plese 4 + se 2 + o? S) 
推论 3 i A ABC 的 共 思 重心 为 C2, 陪 垂 心 为 好 , 则 
H'A? + HB + HC = CH?+ (GA? + CB CC) 
定理 6 设 人 4BC 关 于 点 P 的 1 号 心 为 01, 则 个 PQ14, 人 PQO1B, 人 PQO1C 
中 必 有 一 个 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 三 角形 的 面积 之 和 . 
证 明 ”以 点 P 为 原点 ,以 直线 PO 为 x 轴 建 立 直 角 坐 标 系 *Py , 设 顶点 A, 
B, C 的 坐标 分 别 为 (zx1,y1),(x*2,y2),(x3,7y3) ,点 Qi 的 坐标 为 (zxe ,yo ). 注意 
到 点 Q 在 x 轴 上 , 则 
yo = Yi + y2 + ys = O ° 
Xi A PQ A,A P0 B, APO C 的 有 向 面积 分 别 为 A( P014),A(PQ1B)， 
A(PQ1C). 注 意 到 P 为 原点 (0,0), 且 有 O 成 立 ,又 可 知 


NO 
ON 


(m) azu s= = 


NO 
oN 


Ein B mmm 8 2—=mida 


NAA F 


-= 1 1 
A(PQ4A) = -y (xg i - xiyo) = 707 


A(PQ1B) = T xo ya A( PQ C) = Fagy 

将 这 三 个 等 式 两 边 分 别 相 加 ,并 注意 到 @ ,可 得 

A(PQIA) + A(PQ1B) + A(PQIC) = 0 © 
分 析 此 等 式 左边 的 三 个 加 数 ,可 知 
(1) 若 这 三 个 加 数 都 是 零 , 则 显然 有 

Sarga = Sarge + Sapo c 
(2) 车 这 三 个 加 数 中 有 且 只 有 一 个 是 正 数 ,不 妨 设 这 个 正 数 是 A( PQ14)， 
则 显然 有 


Sarga = Sarge + Sarge 
(3) 车 这 三 个 加 数 中 有 两 个 是 正 数 , 不 妨 设 这 两 个 正 数 是 A( PQ14) 和 
A(PQ18), 则 显然 有 


SaPoc = SAPA + Sarge 

总 之 ,全 PQ14, 全 PQ1B, 公 PQO1C 中 必 有 一 个 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 
三 角形 的 面积 之 和 ,命题 得 证 . 

由 这 个 定理 显然 可 得 

推论 1 设 公 4BC 的 外 心 为 0, 垂 心 为 玉 , 则 全 OHM ,& OHB, A 0HC 中 必 
有 一 个 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 三 角形 的 面积 之 和 ， 

推论 2 设 公 4BC 的 内 心 为 1, 纳 格 尔 点 为 N, 则 会 JNA, 会 INB, 公 INC 中 
必 有 一 个 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 三 角形 的 面积 之 和 . 

推论 3 设 公 4BC HREL C KEON H'. ML 人 CG'H'4, 人 CG'H'B， 
ACHC 中 必 有 一 个 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 三 角形 的 面积 之 和 、 

定理 7 设 人 4B8C 关 于 点 P 的 1 号 心 为 Q1, 以 点 Qi 为 位 似 中 心 作 A ABC 
的 位 似 形 人 A4'B'C' , 则 APA'A, APB'B,APCC 中 必 有 一 个 三 角形 的 面积 等 
于 其 余 两 个 三 角形 的 面积 之 和 |. 


证 明 AABO Ej A ABC 的 位 似 比 为 ,顶点 4A' p 
的 位 似 点 为 顶点 4, 则 和 ,Q1,4 三 点 共 线 , 且 信人 = k, 
如 图 2.169 所 示 , 所 以 有 
A(PA'QI) = k - ACPQA) “m 9, 4 
从 而 图 2.169 


A(PA'A) = A(PA'Qi) + A(PQ14) = 


Treasure "s Ceometry 


(k + D)A(PQ A) 
同 理 A(PB'B) = (k + 1) + A(PQ,B) 
A(PC'C) = (k + 1) +- A(PQIC) 
将 这 三 个 等 式 两 边 分 别 相 加 ,并 注意 到 @ ,可 得 
A(PA'A) + A(PB'B) + A(PC'C) = 0 

据 此 (仿效 定理 6 的 证 明 ) A, APA'A, A PB'B , A PC'C 中 必 有 一 个 三 角 
形 的 面积 等 于 其 余 两 个 三 角形 的 面积 之 和 , 命题 得 证 . 

由 这 个 定理 显然 可 得 

推论 1 设 公 48C 的 外 心 为 0 ,重心 为 万 ,以 点 五 为 位 似 中 心 作 人 4BC 的 
位 似 形 AA'B'C' , 则 全 04'4, 人 08'8, 和 人 0C'C 中 必 有 一 个 三 角形 的 面积 等 于 
其 余 两 个 三 角形 的 面积 之 和 . 

推论 2 i A ABC 的 内 心 为 1, 纳 格 尔 点 为 N, 以 点 入 为 位 似 中 心 作 公 ABC 
的 位 似 形 人 4'8'C', 则 AAA, AIBB, AICC 中 必 有 一 个 三 角形 的 面积 等 于 
其 余 两 个 三 角形 的 面积 之 和 |. 

推论 3 设 公 4BC 的 共 懋 重心 为 6' , 陪 重 心 为 ,以 点 H' 为 位 似 中 心 作 
A ABC 的 位 似 形 人 4'B'C', 则 AG'A'A,AG'B'B,A GCC 中 必 有 一 个 三 角形 
的 面积 等 于 其 余 两 个 三 角形 的 面积 之 和 ， 

定理 8 i 人 4BC 关于 点 P 的 1 号 心 为 Qi ,在 直线 AB, BC, CA 上 分 别 取 
— D.E, F 18 

DB = EC = Fa = À @ 
W A PQ, D, A PQ IE, A PQ, F 中 必 有 一 个 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 三 角形 
面积 之 和 |， 

证 明 ”以 点 P 为 原点 ,以 直线 PQ1 为 * 轴 建立 直角 坐标 系 xPy, 设 顶点 A, 
B, C 的 坐标 分 别 为 (xi,yD，(xa,y2)，(xay,y3) ,点 Qi 的 坐标 为 (xo ,yo,) ,点 也 ， 
E, FERDIA y) (xy 2) (zs 3). 注 意 到 @@, 由 定 比 分 点 的 坐 
标 公式 可 知 


, |. Y1t2 Tt ，。 Y+ y 
Poe Tia as aa ys Tri 
将 这 三 个 等 式 两 边 分 别 相 加 ,并 注意 到 @ ,可 得 
yi t y'a+ s= yi+t ya + yx = 0 @ 


又 注意 到 P 为 原点 (0,0), 且 yo = 0, 又 可 知 


元 1 1 
ACPQD) = F(x071 -mo) = 本 zol 


NO 
Zx 


(e) paso nawar = 


NO 
ON 


FERE EERSASEHK 


A 何 A 宝 


A(PQ1E) = 2 xo, L A( PO F) = yaq, 
将 这 三 个 等 式 两 边 分 别 相 加 ,并 注意 到 @, 可 得 
， A(PQ1D) + A(PQiE) + A(PQ F) = 0 

据 此 (仿效 定理 6 的 证 明 ) 281, A PQ, D, A PQ I E, A PQ, F 中 必 有 一 个 三 
角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 三 角形 面积 之 和 .命题 得 证 . 

在 这 个 定理 中 Q, 为 A ABC 的 重心. 纳 格 尔 点 和 陪 重心, 也 可 以 得 到 三 个 
相应 的 推论 ,这 里 就 不 于 述 了 . 

定理 9 设 人 48BC 关于 点 P 的 1 号 心 为 01, 过 点 P 任 作 一 直线 1, 则 点 Qi 
到 直线 1 的 有 向 距离 ,等 于 三 顶点 4, B,C 到 直线 ! 的 有 向 距离 之 和 . 

证 明 ”以 点 为 原点 建立 直角 坐标 系 xPy( 图 略 ) , 设 顶点 A, B, C 的 坐标 
分 别 为 (xt,yl),(xayyz),(xayy3) 则 点 01 的 坐标 为 (x + x2 + x3, yi + y2 + ya). 

因为 直线 ! 通过 原点 P(0,0) , 故 可 设 其 方程 为 ax + by = 0. 

设 点 01 到 直线 1 的 有 向 距离 为 4, 顶 点 4,8,C 到 直线 1 的 有 向 距离 分 别 为 
di, dz,ds, 则 按 点 到 直线 的 有 向 距离 公式 ,可 得 
a (ai + xa + a) + b( yi yty) _ 


了 = 


Vas è 
axı + by, ox2 + bya 2+ bys = 
a? + b? a + b a? + b? 
di + d, + ds 
命题 得 证 . 
由 这 个 定理 显然 可 得 


推论 ! 设 公 4BC 的 外 心 为 0, 垂 心 为 万 ,过 点 0 任 作 一 直线 1, 则 点 H l| 
直线 1 的 有 向 距离 等 于 三 顶点 4,B8,C 到 直线 的 有 向 距离 之 和 . 

推论 2 设 公 4BC 的 内 心 为 1, 纳 格 尔 点 为 N, 过 点 1 任 作 一 直线 1, 则 点 N 
到 直线 1 的 有 向 距离 等 于 三 顶点 4,B,C 到 直线 1 的 有 向 距离 之 和 . 

推论 3 W OABC 的 共 孝 重心 为 G', 陪 垂 心 为 H' ,过 点 C 任 作 一 直线 7， 
则 点 H' 到 直线 1 的 有 向 距离 等 于 三 顶点 4,B,C 到 直线 的 有 向 距离 之 和 . 


*= bE 


在 入 4i42z43 所 在 平面 内 任 取 一 点 P, 以 P 为 原点 建立 直角 坐标 系 x*Py , 设 
顶点 41,42, As 的 坐标 分 别 为 (x1,y1),(x2,y2),(x3,y3), 令 
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` 
AN 


z= T+ a+) 


Si M 

y = y (mn + 2 + 5) N 

则 点 Qalx, y) 称 为 AAA As 关于 点 的 2 号 心 ， 

定理 1 设 人 41424; 关 于 点 P 的 2 号 心 为 0,, 其 重 M 

心 为 6, 则 Qa, G, P ZARR, HGE = 2.0 1 

证 明 ”应 用 同一 法 .如 图 2.170, 在 线段 Po, 上 取 一 

D 

A Mig = 2, 那 么 只 需 证 明 点 MÈ AAAA 的 重 7 L 

s 

Dc. š 
以 P SURE Sr P fa kak Py A AAA, 2.0 

的 坐标 分 别 为 (yyi)，( za 入 )，(zayy3) ,点 Qo 的 坐标 为 (5,7), 则 Š 


x= AORE TEN) 


了 = 到 (n+ n + 9) 
又 设 点 M 的 坐标 为 (*,y), 由 定 比 分 点 坐标 公式 可 知 


ORA © 即 得 


xy 
1 


y = FC + y: + y3) 


故 点 M 就 是 AAA. As 的 重心 G ,结论 得 证 . 

由 定理 1 容易 验证 ; 

(1) 三 角形 关于 其 外 心 的 2 号 心 是 这 个 三 角形 的 欧 拉 图 心 . 

(2) 三 角形 关于 其 内 心 的 2 号 心 是 这 个 三 角形 的 斯 伸 克 圆心 8( 即 第 二 界 
心 J). 

由 此 可 知 , 三 角形 的 2 号 心 的 概念 是 三 角形 的 欧 拉 圆心 .斯 伸 克 圆心 的 概 
念 的 统一 推广 . 

点 已 的 位 置 不 同 ,三 角形 关于 点 P BJ 2 号 心 就 不 同 . 下 面 再 看 三 角形 关于 
某 个 特殊 点 的 2 号 心 . 


O 曾 建国 .三 角形 的 2 号 心 及 其 性 质 [中 ,数学 通讯 ,2002(21) :22-23 


NO 
AN 


EspaB mmm arama 


几何 瑰宝 


设 公 414243 的 重心 为 6G, 外 心 垂 心 . 内 心 、 纳 格 尔 点 分 别 为 0, 如 ,7,N, 则 


0) 0,618 共 线 , 且 弛 = 2. 


(2) CNR BŽ = 2. 

根据 定理 1 显然 可 得 

推论 1 ”三 角形 关于 它 的 垂 心 的 2 号 心 就 是 三 角形 的 外 心 . 

推论 2 ”三 角形 关于 它 的 纳 格 尔 点 的 2 号 心 就 是 三 角形 的 内 心 . 

定理 2 ” 设 全 44?43 关 于 点 已 的 2 号 心 为 Q2,44B, È AAAA 的 中 线 ， 
则 A1P/ BiQ:, 且 4IP = 2B1Q2. 

证 明 ”如 图 2.171, 由 三 角形 中 线 的 性 质 及 定理 
1 可知 :线段 PQ, 和 中 线 A, B, 相交 于 公 A14243 的 重 
dGH 


AC 2. PG 
GB, ` GQ F 
故 41P // BiQ E AIP = 2B1Q2, 命 题 得 证 图 2.171 
由 定理 2 显然 可 得 


Hiti AAAA 的 外 心 为 0, 欧 拉 圆 心 为 E, AB, 是 AA A43 的 中 
线 , 则 410 // BiE, 且 410 =2B,E. 

推论 2 设 公 41424; 的 内 心 为 1, 斯 佬 克 贺 心 为 5,41B1 是 公 414243 的 中 
线 , 则 Ail / B15, 且 Al = 2B15. 

定理 3 ”三 角形 与 其 中 点 三 角形 关于 同一 点 有 相同 的 2 号 心 . 

证 明 it AAAA, RH A4243,4341,4142 的 中 点 分 别 为 Bl, B2, Bs, 并 设 
公 h142h3 与 公 B1B2B3 关 于 一 点 P 的 2 号 心 分 别 为 8,,0'2. 

以 PP 为 原点 建立 直角 坐标 系 xPy( 图 略 ), 设 顶点 A, A2 As 的 坐标 分 别 为 


Carsi) (a25 y2)» (xay) DU Bi, Bo, Bs 的 坐标 分 别 为 P | 247,222), 
B| %3 5 z 23 š z) „B| Xl xz yi š z) ,并 设 点 02, 0'2 的 坐标 分 别 为 (x， 
y) mG), M 


1 
z + x2 + 3) 
1 

Z (Ú + 2 + 3) 


5: lÍ[x + x +n n+% 
x” + + 


x = = blat za + xa) = w 
二 r] 1 $ 2 '3. 
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同 理 了 -= 了 
表明 Q> 与 Q', 是 同一 点 ,命题 得 证 . 

由 定理 3 显然 可 得 

推论 1 设 AAAA 的 外 心 为 0, 欧 拉 圆 心 为 已, 则 其 中 点 AB, BB% 
于 点 0 的 2 号 心 就 是 点 E. 

推论 2 设 公 h14243 的 内 心 为 /斯 介 克 圆心 为 S， 
则 其 中 点 AB BB, 关于 点 1 的 2 号 心 就 是 点 S. 

下 面 研究 当 点 P 为 三 角形 的 旁 心 时 ,三 角形 关于 旁 
心 的 2 号 心 的 特性 . 

如 图 2.172, 设 站 是 全 414243 在 边 4243 一 侧 的 旁 “ 
ù, G 是 AAAA; 的 重心 ,入 5 B.B, 是 中 点 三 角形 , 设 
全 A142h3 关 于 旁 心 且 的 2 号 心 为 Ti, 由 定理 1 知 ,1, G, 
Ti 共 线 ， BE =2. 

由 于 公 A414243 与 公 B1B2B3 是 位 似 图 形 , 位 似 中 心 是 6, 位 似 比 为 2: 1, 因 
此 ,4 与 Ti 正 是 这 两 个 位 似 图 形 的 对 应 点 , 于 是 可 知 , T, 就 是 中 点 三 角形 
B, B1B, 在 边 B, B, 一 侧 的 旁 心 , 即 有 

定理 4 H AAAA 的 边 A4243,h341,4142z 的 中 点 分 别 为 B1, B2, B3， 
全 414243 在 边 Arda 一 侧 的 旁 心 为 1, 则 AAAA 关于 点 h 的 2 号 心 就 是 
AB, B1B, 在 边 B2B3 一 侧 的 旁 心 mi( 以 下 简称 是 “与 旁 心 广 相对 应 的 中 点 三 
角形 的 旁 心 ”). 

仿照 定理 2,3 的 推论 , 同 理 可 得 

推论 ! BE AAAA 的 一 个 旁 心 ,与 1 相对 应 的 中 点 三 角形 的 旁 心 
A Ti, AB, Æ AA A24; 的 中 线 , 则 A / BiT, B Ah = 2BIT,. 

推论 2 W hÆ SAA 的 一 个 旁 心 ,与 h ARREA 
为 71, 则 中 点 AB BB 关于 点 I 的 2 号 心 就 是 T. 

在 此 顺便 指出 ,中 点 三 角形 的 旁 切 贺 类 似 于 三 角形 的 欧 拉 圆 (中 点 三 角形 
的 外 接 圆 ) 和 斯 伸 克 加 (中 点 三 角形 的 内 切 圆 ). 


人 党 三 角形 的 半 外 切 圆 定理 


与 三 角形 的 两 边 的 延长 线 相 切 ,并 与 三 角形 的 外 接 圆 相 外 切 ,我们 姑且 称 


NO 
oN 


(e)8ecoSo<s— s E= == =s 


o 
AN 


FER B mimm g = mida 


之 为 半 外 切 圆 .0 


为 了 简便 ,用 a,b,c 表示 公 4BC 三 顶点 4, B, C 所 对 的 边 ,R 表示 A ABC 


的 外 接 圆 半径 , 14,r4 分 别 表示 切 AB, AC 延长 线 的 半 外 切 圆 圆心 和 半径 , 切 
AB,AC 延长 线 的 旁 切 圆 半径 为 . 


P, 延 长 40 交 圆 0 于 0 ,联结 PQ , 则 


则 


即 


MI 


即 


定理 1 与 人 4BC 的 边 4B,4C 延长 线 相 切 的 半 外 切 圆 半径 m = 


c2 4 


证 明 ”如 图 2.173, 设 公 4BC 的 外 心 为 0,4h 交 圆 0 于 


ZUL = 3 - Zagp = 至 -{ 
(至 -人 + 


2 
x = 
2 
2 
又 Oh = R + mAh = —.0A = R. 
sin 2 

在 全 401 中 ,由 余弦 定理 有 

Oñ, = 042 + Al, - 20A + Al,cos < OAI, 


cos Z QAI, = cos 


M 2.173 


Å A 
CR + ra)? = Ra E aR ME. cos Ë = C 
mA “A 2 
81 2 sn 
m+2R = — -2R Hoo B G 
sin > sin 5 
rhsim? 4. +2Rsin? A = ra — 2Rsin oos Ë — G 
racos? 4 = 2Rsin 4 [sin 3 + cos 25 £) = 
2Rsin 4 ( cos 2 二 人 B-28). 


O RRID. FANIE HER [I]. BE, 1994(4) : 18-20. 
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定理 2 AABC 的 半 外 切 圆 与 4C,4B 的 延长 线 相 切 于 点 B, C, , 则 线段 
BiC 的 中 点 7 是 OABC 的 旁 心 . H 
证 明 ”如 图 2.174, 显 然 AAB C 是 等 腰 三 角形 ,I J 
是 底 边 B, C, 的 中 点 ,因此 AAC 是 直角 三 角形 . 则 v 
B 
co? 4 M 
Al = ACicos & = racot cos 4 = 2 Ta T 
sin 2 Y 
t 
由 定理 1 知 = — 
“aa L 
s 
í o2 4 2 图 2.174 $ 
故 Al = s= 
co sini smt 
这 就 说 明 1 是 AABC 的 一 个 旁 心 . @ 


定理 3 ”直线 BC 与 A BIC 的 外 接 圆 相 切 ， 

证 明 ”如 图 2.175, 设 W É ZA 的 平分 线 与 人 A4BC 
的 外 接 圆 的 交点 , 则 CW = BW. 

由 定理 2 知 1 是 A ABC 的 旁 心 , 则 

LCBI = ZC BI 
X LC,BI = ZWIB + LIAB, 8p 
ZWIB = LC1B1 - Ê = ZBI - $ 
A 
2 
<WBI = Z CBI - LCBW = LCBI - $ 

从 而 Z WIB = Z WBI 
即 CW = BW = IW 
tk W JE: ACIB 的 外 心 . 

NEPE AAB, Ci 中 ,一 4 的 平分 线 41 垂直 于 底 边 Bi Ci. 

故 B.C, 55 A BIC 的 外 接 圆 相 切 ， 

过 B, C 分 别 引 半 外 切 圆 的 切线 ,它们 相交 于 K, M,N 分 别 是 切 点 ,由 此 可 
以 诱发 出 下 面 一 些 问题 . 

定理 4 ”直线 BM, C1N, BC 和 AK 相交 于 一 点 . 

证 明 ”如 图 2.176, 设 B,M 与 BC 的 交点 为 了 ,在 人 BiTC 和 公 BMT 中 分 
别 由 正弦 定理 


而 CBW = 人 CAW = 5,0 


NO 
AN 


Eiaspg B wisma IDEK 


n a m = 
or Cn _ 总 
sin Z CBIT 7 sin Z B, TC 
BT BM @ 


sin Z BMT = sin Z BTM 
因 人 LBITC + Z BTM = x,ZCB T = Z QMB, = 
< BMT, |H Q + 四 得 
CT _ CB, _ CB, 
BT ` BM = CB 
从 而 得 到 BiM 分 线段 BC 之 比 , 同 理 可 以 求 出 C1N 
分 线段 BC 为 同样 的 比 , 因此 BiM, CN, BC 共 点 . 用 同样 的 方法 , 可 以 证 得 
BM, CiN, AK 共 点 ,由 此 证 明了 B1M, CiN, BC 和 AK 共 点 . 
定理 5 ”直线 BC 和 MN 的 交点 在 直线 BC 上 . 
证 明 ”如 图 2.177, 设 妃 是 BC 和 
BC 的 交点 ,分 别 在 ABCE #l ACRE 
中 ,由 正弦 定理 


图 2.176 


BE _ — BC, © 
sin ZBC, E 7 sin Z BEC, 
CE CB 


=S et @ 
sin Z CB,E ~ sin Z CEB, 


X. ZCB,E = 和 BC1B1, 则 
LBCIE + LCBIE = LBCIE + Z BOB, = x 
LBEC! = CEB, 


图 2.177 


即 由 @ :+@ 得 
BE _ BC, 
CE " CB, 
X F J MN 和 BC 的 交点 , 同 理 
BF _ BM 
CF ` CN 
由 BM = BC, CN = CBi, 则 
BE _ BE 
CE = CF 


从 而 知 E 5 F Sr i B C 和 MN 的 交点 在 直线 BC k. 
定理 6 ”直线 BB, CC, 和 AK 相交 于 一 点 . 
证 明 ”如 图 2.178, 由 定理 4 有 


BT CB 

即 €T ` BO, ° 

又 由 B14 = 4C1, 即 
AG -1 
BA 7 

H Q x Q # 

BT. CB AC 


BL 二 1 


€T BA CB™ 


由 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 知 8B1, CC, 和 AK 相交 于 一 点 . 
党 三 角形 的 半 内 切 圆 定理 


与 三 角形 的 外 接 圆 内 切 且 与 三 角形 的 两 边 相 切 的 圆 称 为 三 角形 的 半 内 切 
圆 .OO@ 


定理 1 与 人 4BC 的 边 4B,4C 相 切 的 半 内 切 圆 的 半径 愉 = —— ,其 中 
co 4 
2 
r J A ABC 的 内 切 圆 半径 . 
证 明 ”如 图 2.179, 设 A ABC 的 外 心 为 0, 半 内 切 贺 
圆心 为 01. Ñ 
在 AA00, 中 , 因 A 
OA = R,00, = R - R, TENI 
C 
40, = Reese £ ~ 
L0401 =1 4 - ZOAB i=) $ -TE a E maan 


B 


则 由 余弦 定理 得 
001 = AO? + AO? 


(R - Ri)? = R? + (Riose Á 


— 240 + AO)cos Z 040, 
C 


J- 2R Riese $ » cos | ZË | 


Ri(1- si? 4) = 2RCos Ë = € _ sin 入) -sin 全 


Rico? 4 = 2R(cos 


— co: 


B-C B+C A 
s ) 


sin 2 
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ON 
则 Racos? & = 4Rsin 4 sin Beng 
X r = 4Rsin Asin Bein Mt 
T R r 
š pan 
名 定理 2 ÜB, Ci 分 别 是 半 内 切 圆 与 4C ,48 的 切 点 (下 面 表示 相同 ), 则 
B| BC, 的 中 点 1 E: A ABC 的 内 心 .( 亦 称 为 曼 海 姆 定理 ) 
D 证 明 ”如 图 2.180, 由 于 AARC 是 等 腰 三 角形 , 因 
E| MAAC 是 直角 三 角形 . 则 ZÀ 
(上 AI = ACicos & = Ricot 盘 cos 入 LJN 
SSS A A lo) 
由 定理 1 知 A pe 
N. 2 
e R = 一 一 
co > 图 2.180 
A 
则 A = 一 二， — 2. =E 


这 表明 ! 是 A ABC 的 内 心 ， 
定理 3 ”直线 B.C, 与 A BIC 的 外 接 圆 相 切 . 
证 明 ”如 图 2.181, 设 W E: ¿A 的 平分 线 与 人 4BC 的 
外 接 圆 的 交点 , 则 CW = BW. 
由 定理 2 知 ,1 是 公 ABC 的 内 心 . 则 
ZCBI = 2, ZBAI = 
X. LBIW E: A ABI 的 外 角 , 则 
ZBIW = LIAB + ZABI = $ + 


nja 


nlj 


Hi ZCBW = Z CAW = EB 


ZIBW = Z CBW + Z IBC = 


Bp £ BIW = Z IBW 
从 而 CW = BW = IW,BD W E: ACIB 的 外 心 . 

EE AAB, C F, B,C, L 41, 即 B Ci L WI,#k B.C, 15 A BIC 的 外 接 
圆 相 切 . 


+ 


nja 


B 
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定理 4 ”过 8,C 分 别 引 半 内 切 圆 的 切线 ,它们 相交 于 KK. M,N 分 别 是 切 
点 , 则 直线 BM, C N, BC 和 AK 共 点 . 

证 明 ”如 图 2.182, 设 B, M 与 BC HXTT, AB TC 
和 A BMT 中 分 别 运用 正弦 定理 ,有 


T. + > Cp _ © 
sin Z CB,T 7 sin ZB, TC 
BT BM © 


sin Z BMT ™ sin Z BTM 
因 ZCB,T = ZKMB, = x - ZBMT,ZB,TC = 
< BTM , 则 由 四 + 加 得 


从 而 得 T 分 线段 BC 之 比 为 CB) : C1B. 

同 理 可 证 , C, N 与 BC 的 交点 7 分 线段 BC 为 同样 的 比 ,因此 B M, C N. BC 
KAF T. 

同样 地 BiM, CiN, AK 也 共 点 于 7, 故 BiM, CiN, BC 和 AK 共 点 . 

定理 5 ”如 果 直 线 B.C, 和 MN 相交 ,那么 交点 在 直线 BC L. 

证 明 ”如 图 2.183, 设 已 是 BC 与 BC 的 
交点 ,在 公 B1CE M A C, BE 中 由 正弦 定理 有 


BE _ — BC. 
sin Z BGIE = sin Z BEG, 

Ç CE CB 
sin Z CB E ` sin Z Bi EC 


因 ZBCE + LCBIE = ZXBOE + 
ZAG,B, = n, BEC, = 人 BiEC, 则 


BE _ BO. 

CE = CB, 
X F Rk MN 和 BC 的 交点 , 同 理 可 证 

BF _ BM 

CF 7 CN 
又 因 BM = BC,,CN = CB1, 则 

BE _ BF 

CE = CF 


因此 知已 与 严重 合 , 故 B C 和 MN 的 交点 在 直线 BC 上 . 
定理 6 ”直线 BB,,CC, 和 AK 共 点 . 
证 明 ”如 图 2.184, 由 定理 4 知 
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几何 瑰宝 
BT _ BC 
TC = CB, 
BT Cb _ 
即 TC ` BO, = 1 
XH B14 = AC,, BẸ 
4 
BA 
HO x Q f 
BT CB, ACi 1 
TC ` BAA ` GIB 7 


由 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 知 BB, CC, 和 AK 共 点 . 
定理 7D i A ABC 的 半 内 切 圆 与 其 外 接 圆 切 于 刀 , 与 边 AB, AC 分 别 切 于 
巨 , 严 , 则 有 


° 

@ 

@ 

AD = SN aG a te @ 
pr = Ll Dy @ 
@ 

© 

@ 

A, 


_ 2b(p_- c) | clp- b) 

E p a(p - a) + (b - e)? 
~ cp-b) f pa 

BD er al(p-a)+(b-e) 
-bp-e) | pa 

Ds p a(p-a)+(b- c} 


证 明 下面 的 讨论 中 以 o,b,c,P 分 别 表示 A ABC 的 三 边 长 与 半 周 长 ， 
B,C 既 表 示 其 三 个 顶点 ,也 表示 相应 顶点 处 的 内 角 ， 

先 给 出 两 条 引 理 . 

引 理 1 设 公 4BC 的 内 心 为 1, 则 有 
be(p- a 

p 


IA = 


O 肖 振 纲 .三 角形 的 半 内 切 轨 的 若干 计算 公式 [ 刀 . 中 学 数学 ,2002(10) ;42-43. 
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事实 上 ,由 正弦 定理 与 半角 公式 ,有 
can la B p 
M= in ZAB x € š 
sin( + 2) H 
B [Q90 a) B 
ro = ° EE x = == a) T 
Pea pozo 7 P N 
2 ab Q 
引 理 2 ” 设 两 圆 内 切 于 7 了 ,过 小 加 上任 一 点 P 作 切 线 T 
交大 圆 于 4,B, 则 TP 为 Z ATB 的 平分 线 . L 
事实 上 ,此 即 为 两 圆 内 切 的 性 质 定理 4, 如 图 2.185 所 s 
示 . 
下 面 回 到 定理 的 证 明 : 
如 图 2.186, 设 A ABC 的 内 心 为 1, 由 曼 海 姆 定理 ,7 为 azis @ 


EF 的 中 点 ,从 而 由 半角 公式 与 引 理 1.4 


ME = AF = 7 = Ps 
2 bc 
BF = c - AF = = bc _ c(p — b) 
P p 
CE = b - AE = b - Ë = bp-e 
p P 


因而 式 ~ @ 得 证 . 
现在 证 明 式 @ ~ @. 


由 引 理 2, 有 ZBDF = £ , X. ZADB = C, 于 是 由 正弦 定理 ,半角 公式 , 正 


弦 函 数 的 倍 角 公式 及 已 证 的 式 @, 有 
DF _ BF AB. DF _ BF sin ZADB | sin ZABD _ 
AD 7 AB ` AD ` BF ` AB ` sin ZABD ` sin SBDF = 


BF .sin ADB _ BF sin C _ 
AB ` sin ZBDF = AB = 


又 在 A AFD 中 ,由 余弦 定理 ,有 


pe 几何 瑰宝 


AF? = AD? + DF? - 24D + DFeos Ç 
两 边 同 除 以 AD’, h @ 式 与 半角 公式 ,有 


AF? DF DF C 
AD; = l+ (Qp) -2° Ap = 


144p- 0) BEE -4 b EE Pea A 


$ S S 

1+ 4p ~ 0 Bae -bao = 

(pab + 4(p - b)2(p ~ o = 人 ~ b)(p - c)) s 
pai 


(pa - 4(p - b)(p - c)) 
=. $ 
Gi gett- 
@ x 
开 方 ,并 由 式 O 即 得 式 O. 
由 @,@ 两 式 即 得 式 @, 由 对 称 性 ,将 式 O 中 的 b, c 互 换 即 得 式 O. 
由 引 理 2 与 三 角形 的 内 角 平分 线性 质 定理 及 O, 两 式 可 得 
BD _ BE _ p-b 
"AAF ” b 
于 是 ,再 由 式 @ 即 得 式 四 ;由 对 称 性 ,将 式 @ 中 的 b,c 互 换 即 得 式 @. 
由 以 上 这 些 计算 公 式 可 以 得 到 三 角形 的 半 内 切 贺 的 几 个 新 的 结论 . 
定理 8 ” 设 公 4BC 的 半 内 切 圆 与 其 外 接 圆 切 于 忆 , 与 边 AC, AB 分别 切 于 
E, F, Fj AD 与 EF XF P, WA ABFP o ACEP. 
证 明 ” 仍 见 图 2.186, 由 定理 7 中 的 有 关 计 算 公 式 可 知 


Espa B mmm =s 


BF _ BD 
E 7 DC 
XW AF = AE, # 
FP _ AFsin /BAD _ sin £ BAD 
PE 7 AEsin Z DAC ™ sin Z DAC 
sin LBAD _ BD 
但 由 正弦 定理 知 sin ZDAC = DC 
BE _ BD _ FP 
因此 CE " DC = PE 
又 显然 有 ZBFP = LCEP 
故 ABFP ACEP 


定理 9 BE AABO 中 ,与 人 C 对 应 的 半 内 切 圆 切 48 于 P, 与 入 B 对 应 的 
半 内 切 圆 切 AC + Q , 则 有 PQ // BC. 
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证 明 ”如 图 2.187, 由 定理 7 中 的 相关 计算 公式 知 


4P ~ A: 
于 是 sP = z = (Q 
故 PQ // BC 


定理 10 ”如 图 2.188, 设 全 4BC 的 三 个 半 内 切 圆 分 别 与 
其 外 接 圆 切 于 D.E, F, AD, BE, CF ZERRA. 
证 明 | @ 可 知 


sin BAD c(p ~- b) 
sin Z DAC 7 = b(p- c) 
轮换 之 得 另外 两 式 ,将 三 KARAN Miis 
sin BAD . sin < CBE _ sin LACF _ 1 š 


sin Z DAC ` sin Z EBA ` sin Z FCB 
显然 ,4D 与 BE 相交 ,于 是 由 塞 瓦 定理 的 角 元 形式 即 知 ,4D, BE, CF 三 线 共 点 . 
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三 角形 内 角 的 余弦 方程 0” 设 AABC 的 三 个 内 角 为 4,B,C, 其 对 边 分 别 
为 a,8,c, 内 切 贺 、 外 接 圆 的 半径 分 别 为 r,R, 半 周 长 p = HG +b + c), W 
cos 4 ,cos B ,cos C 是 方程 4Rx3 - 4R(R + r) + (p? - 4F2 + r)a + (2R + r) - 
P = 0 的 三 个 根 . 

证 明 在 公 4BC 中 有 


A ` r 
2 p-a 
Bp 
p = a + rest Š = 2Rsin A + root & = 
2R (1 cos ANT + eos A) + rf HHA 
两 边 平方 ,化 简 得 


@ 宋 世 良 .三 角形 内 角 的 余弦 方程 及 应 用 [中 .中 学 数学 月 刊 .1998(10) :21-24. 
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4Racoss4 - 4R(R + r)co#A + (p2 + 2 — 4R2)cos A + (2R +r)? -p=0 
则 cos 4 是 方程 的 一 个 根 , 同 理 cos B ,cos C 也 是 方程 的 根 . 
上 述 方程 称 为 三 角形 内 角 的 余弦 定理 . 


由 韦 达 定理 ,得 
cos A + cos B + cos C = R r @ 
cos Acos B + cos Boos C + cos Coos A = P+ r= AE © 
cos Acos Boos C = =(28 £ r © 


由 上 述 余弦 方程 可 得 如 下 结论 : 

定理 1 设 公 4BC 的 半 周 长 为 p, 内 切 贺 、 外 接 圆 的 半径 分 别 为 r,R, 则 
A ABC 为 锐角 、 直 角 、 钝 角 三 角形 的 充 要 条 件 分 别 是 p > 2R + r,p = 2R + r, 
p <2R+ r. 

证 明 ”由 式 图 可 知 

cos Acos Bcos C = 8+ r}? = (p+2R+ Dp =2 =2R = r) 


X p +2R + r > 0, X. AABC 为 锐角 、 直 角 、 钝 角 三 角形 的 充 要 条 件 是 
cos Acos Bcos C 的 值 分 别 大 于 零 STE DFE. 

BEATA A ABC 为 锐角 ,直角 、 钝 角 三 角形 的 充 要 条 件 分 别 是 P > 2R + 
r,p = 2R+r,p < 2R + r. 

定理 2 “ü A ABC 的 内 切 贺 、 外 接 圆 的 半径 分 别 为 r,R, 则 A ABC 为 等 边 
三 角形 的 充 要 条 件 是 R = 2r. 

证 明 A ABC 为 等 边 三 角形 的 充 要 条 件 是 4 = B = C = 6. EROTA 
A ABC 为 等 边 三 角形 的 充 要 条 件 是 R = 2r. 

定理 3 公 ABC 为 锐角 、 直 角 、 钝 角 三 角形 的 充 要 条 件 是 cos24 + cos? 召 + 
co? C 的 值 分 别 小 于 1、 等 于 1、 大 于 1. 

证 明 ”将 式 @ 平方 减 去 式 加 的 2 倍 ,再 由 式 图 ,得 


2 2 
cos?A + co B + co C = 1-2- =. = 1 — 2cos Acos Bcos C 


Bp cos?A + cos? B + cos?C = 1 ~ 2cos Acos Beos C @ 
B A ABC 为 锐角 、 直 角 、 钝 角 三 角形 的 充 要 条 件 是 cos24 + cos B + co? C 的 值 分 
别 小 于 1、 等 于 1 大 于 1 

推论 1 A ABC 为 锐角 、 直 角 、 钝 角 三 角形 的 充 要 条 件 是 sin?4 + sinB + 
si C 的 值 分 别 大 于 2、 等 于 2 小 于 2， 
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证 明 ”由 式 @ 可 知 

simA + simB + si C = 2 + 2cos Acos Beos C © a 

则 A ABC 为 锐角 、 直 角 、 钝 角 三 角形 的 充 要 条 件 是 sin?4 + si B + sin C 的 值 分 J 
别 大 于 2、 等 于 2 小 于 2. ú 
推论 2 设 公 4BC 的 三 边 为 a,5,c, 外 接 圆 的 半径 为 RR, 则 2 ABC 为 锐角 、 N 
直角 、 钝 角 三 角形 的 充 要 条 件 是 a + b+ c? 的 值 分 别 大 于 8R?、 等 于 8R?、 小 于 T 
8R?. Y 
证 明 ”由 正弦 定理 及 式 加 ,得 i 
a? + b? + c2 = 8R2(1 + cos Acos Bcos C) @ Pi 
故 A ABC 为 锐角 、 直 角 、 钝 角 三 角形 的 充 要 条 件 是 a + b? + c? 的 值 分 别 大 于 s 
8R2.%-F 8R U| T SR. > 

@ 


以 三 角形 三 边 中 点 为 顶点 的 三 角形 , 称 为 中 点 三 角形 (或 中 位 线 三 角形 )， 

定理 1 三 角形 的 重心 与 中 点 三 角形 的 重心 重合 . 

定理 2 ”三 角形 的 外 心 是 中 点 三 角形 的 垂 心 . 

定理 3 ”三 角形 的 面积 是 中 点 三 角形 面积 的 4 倍 . 

定理 4 ”三 角形 内 心 即 为 其 中 点 三 角形 的 第 一 界 心 9 

UER 设 4P 为 人 4BC 分 周 中 线 , 公 LMN 为 中 点 三 角 
形 ,7 为 A ABC 内 心 ,如 图 2.189, 由 J, WYE , LI // AP , 3E 
É LI 2 NM 于 上 , WJ 

LL'IM = Z BAP, ZNML = Z B 


知 ALML cn A ABP 

LM DL 1 

BP “AP "2 

, 1 1 1 
则 L'M + ML = > BP + > AB = >p 


同样 知 LN + NL = T p, El LL 为 人 LMN 的 分 周 中 线 ,联结 NI 延长 交 1M 
FN , 同 理 可 证 NN 是 A LMN 的 分 周 中 线 , 即 了 是 A LMN 的 第 一 界 心 . 

定理 4 可 视 为 “三 角形 外 心 是 中 位 三 角形 的 重心 " 的 对 侦 定理 .又 由 于 “三 
角形 垂 心 是 它 垂 足 三 角形 的 内 心 ”, 于 是 有 


”入 黎明 .三 角形 界 心 的 一 组 性 质 []. 中 学 数学 ,1997(4):34. 
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定理 5 设 公 4BC 的 中 点 三 角形 为 Ai, 入 的 垂 足 三 角形 为 A, A 的 中 
点 三 角形 是 A, M A ABC 的 外 心 是 A 的 第 一 界 心 . 

我 们 还 有 

定理 6 ”三 角形 第 一 界 心 是 其 内 心 关于 各 边 中 点 的 对 称 点 所 构成 的 三 角 
形 的 内 心 . 

证 明 略 . 

定理 7 三 角形 的 第 二 界 心 ,是 其 中 点 三 角形 的 内 心 , 是 其 中 点 三 角形 的 
中 点 三 角形 的 第 一 界 心 . 

证 明 ” 先 看 一 个 引 理 ; 

BE 。 若 四 边 形 的 一 组 对 边 相 等 , 则 相等 的 这 一 组 对 边 交 角 的 平分 线 必 
平行 于 另 一 组 对 边 中 点 的 连 线 . 

证 明 ”如 图 2.190, 设 四 边 形 4BCD 中 ,4D = BC,E,F 分 
别 为 AB, CD 的 中 点 ,4D , BC 的 延长 线 交 于 点 P, 并 分 别 交 EF 
的 延长 线 于 Q, R, PS 平分 LAPB. 

联结 BD, 取 BD 的 中 点 天 ,再 联结 EK, FK, 则 不 难 证 明 
PS // RE. 

下 面 回 到 定理 证 明 , 如 图 2.19L, 设 A ABC 的 旁 切 贺 圆 1 , 
圆 e, W Ic 分别 切 BC,C4,4B8 FX, Y, Z, 3 D,E,F 分 别 为 
BC, CA, AB 的 中 点 ,Xi Yi, Z, 分 别 为 YZ, ZX , XY 的 中 
点 , 令 BC = a,CA = b,AB = c, ZA 的 平分 线 47m 交 边 
BC 于 已 ,延长 DX 交 4B8 于 @. 由 题 设 及 人 48C 的 旁 心 h， 
In, Ic 的 性 质 可 知 


BZ = + (AB + AC- BC) = CY 


则 在 四 边 形 BCYZ 中 , 因 D, X, 分 别 是 BC, YZ 的 中 8 
点 ,由 引 理 可 得 


DX, // Aly 
即 DQ // AP 
x BD = CD = + BC 
cp _ AC 
BP = AB 
则 BD = 2, BP = pe 


由 DO // AP 可 知 , 有 


Treasure N Ceomety 
BQ _ BD 
BÀ = BP 
所 以 BQ = Ba BD x =: c 
从 而 BD + BQ = $ kt. Lagbo) 
所 以 线段 DQ 是 A ABC 的 对 偶 分 周 中 线 ， 


同 理 可 证 ,直线 EY,, FZ, 也 是 A ABC 的 对 偶 分 周 中 线 . 
故 由 第 二 界 心 定义 可 知 :直线 XD, Y E, Z, F 三 线 共 点 , 记 为 J. 
再 联结 DE, EF, FD, 易 知 有 

DF = 4 = FQ,DF // AC 


所 以 ,有 
Z FDQ = LFQD = Z QDE 
则 DQ( DX.) 为 人 7FDE 的 平分 线 . 
同 理 可 证 : EY, , FZ, 分 别 是 人 DEF , Z DFE 的 平分 线 , 所 以 点 J 是 A DEF 
的 内 心 . 


尝 三 角形 的 切 点 三 角形 定理 


与 三 角形 三 边 都 相 切 的 圆 叫 三 角形 内 切 圆 ,圆心 叫 三 角形 的 内 心 ,是 三 角 
形 内 角 平 分 线 的 交点 ,因此 ,内 心 到 三 角形 三 边 距 离 相等 .把 内 切 圆 与 三 角形 三 
边 的 切 点 顺 次 联结 所 得 到 的 三 角形 ,我 们 称 之 为 原 三 角形 的 切 点 三 角形 . 

定理 1D ”三 角形 的 内 心 是 切 点 三 角形 的 外 心 . 

证 明 ” 圆 /内 切 于 全 48C,D,E,F 为 切 点 ,如 图 A 
2.192, 联结 ID,JE,1F, 显 然 ,ID = IE = IF, 因 此 ,点 1 E, 
是 入 DEF 三 边 中 垂 线 的 交点 ,所 以 ,点 7 是 人 DEFP 的 外 E 
心 .点 1 又 是 人 ABC 的 内 心 . 

定理 2 ” 切 点 三 角形 一 个 内 角 与 原 三 角形 相对 应 的 8 p g 
内 角 的 一 半 互 余 . 图 2.192 

证 明 ”如 图 2.192, 2 EDF 是 切 点 三 角形 一 个 内 
角 , 其 顶点 DD 在 BC 上, 边 BC 的 对 角 是 4 ,那么 4 是 人 DEF 中 与 人 EBDR 相 对 应 


中 童 中 华 . 谈 三 角形 内 切 图 与 其 切 点 三 角形 的 关系 [] .中 学 数学 教学 ,2002(2):33. 


NO 
ON 


(m) p=ao<——a gm ==— = 


NO 
ON 


CEMS Bm 8 ISEH 


— s ft s 


的 一 个 角 , 因为 圆周 角 EDF = + ZEIF, f 人 EIF = 180 - 4, 所 以 得 到 


<EDF = 9P - 和 . 同 再 可 得 ,人 DEF = 9 - Ë, ZDFE = 9P - E RER: 


A 


<EDF + > 


= 9P, DEF + Ë = 9, ZDFE + Š = 90. 

注 (1) 切 点 三 角形 必 为 锐角 三 角形 ， 

(2) 若 原 三 角形 为 等 午 三 角形 (或 等 边 三 角形 ), 则 切 点 三 角形 必 为 等 腰 三 角形 (或 等 边 
三 角形 ). 

定理 3 ”三 角形 的 顶点 到 它 内 切 圆 的 切线 长 等 于 三 角形 周 长 的 一 半 与 该 
顶点 的 对 边 的 差 . 

证 明 ”如 图 2.192, 设 BC = a,AC = b,AB = c, 并 设 AE = x,BF = y, 
CD = z, 由 切线 长 定理 可 得 AF = AE = x,BD = BF = y,CE = CD = z,F 
是 得 


x+y=c ° 
y+z=a @ 
x+z=b @ 
中 +@+ 图 得 
z+ysz=$lasb+o) @ 


@ 分 别 减 去 中 ,@,@ 得 
z= darbte)- er- Fatb+e) -ay = Farb+e)-b 


Htp = 二 (Ca + bse) M 
0 De 


注 (1) 直角 顶点 到 它 内 切 图 的 切线 长 等 于 周 长 的 一 半 与 斜 边 的 差 . 

(2) 直角 三 角形 内 切 圆 半径 等 于 周 长 的 一 半 与 斜 边 的 差 ， 

定理 4 三 角形 内 切 圆 半径 等 于 该 三 角形 面积 的 2 倍 与 周 长 的 商 . 

证 明 设 BC = a,AC = b,AB = C,1 为 内 心 ,内 切 圆 的 半径 为 r, 介 4BC 
的 面积 为 $A. 

-联结 1B,IC,M, 因 JD= IE = IF = r,B ID | BC,IE | AC,IF | AB, 
所 以 


SA = Samec + Sanc + Sans = Tr(arbre) 


2S^ 


Bi r= arb+te 


Treasure N Geometry 


定理 5 三 角形 的 三 个 内 角 为 4,8,C, 它 们 所 对 的 边 分 别 为 a,b,c, R,r 
分 别 为 三 角形 的 外 接 圆 和 内 切 圆 半径 ,p 为 三 角形 的 半 周 长 , 则 该 三 角形 的 切 
点 三 角形 面积 San HO 


Sua = 2v0 -a)(p - b)(p - c) 


或 Swa = JT (sin A + sin B + sin C) 
或 Sma = pn = 2Samcsin S sin Z sin < 

证 明 ”如 图 2.193, 在 全 4BC 中 ,AB = c, BC = a, 4 
AC = 6,D,E,F 分 别 为 内 切 由 加 1 与 三 边 的 切 点 , 且 内 N 


rN E 
切 圆 半径 为 ,联结 IA, IB, IC, DE, EF, FD. NZ 
因为 Sua = Saer + Sarp + Saem FIA, IB, IC $Y 人 YAN 
B D [a 


别 垂直 平分 线段 BF,FD,DE, 所 以 


Sma = EF: IM + T FD - IG + ED + IH = 图 2.193 
EM - IM + FG > IG + IH > DH o 
又 由 平 几 知识 知 
ZHE = ZIFE = LIAF = ZFEI = Š 
所 以 IM = IEsin Á. = rsin Á 
EM = IEcos $ = reos 4 
故 Sans = IM+ EM = rsin + roos & = J sin A @ 
同 理 Sanr = T sin B @ 
Same = Drisin C @ 


#* @ ,@,@ 分 别 代 人 中 得 
Sga = T sin A + + hin B + T sin C = 
Ñ (sin A + sin B + sin C) @ 


š r ñ A sos Beos E 
sin À + sin B + sin C = 4cos 2 cos -2 cos -2 


O WH832.DJ S= fy 8 JU WIB: 3K[ J] BEREA ,2001(5):3940. 
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(m)ce cao gu gr 
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及 p = t-t = 4Reos Acos Boos E 
代入 回 , 得 
-rp 
š Saa = 5Ë @ 
pat 将 r = 4Rsin À. 2sin 了 Bang 人 及 Sansc = pr RAR © 48 
š Sga = 2SAhacsin Asin Boing 
w 二 =< abc 
条 | ”再 将 r= HSan = SERA OW 
Č] =a) (p - b) *(p = 9° 
abc 
定理 6 j A ABC 的 切 点 三 角形 为 公 41B1C1, 全 A181C1 的 切 点 三 角形 为 
纺 、 人 4282C2, 设 人 4BC, 人 41B81C1, 人 42B2C 的 面积 分 别 为 50,51,5; 则 有 S! < 
SoS:, 当 且 仅 当 AABC 为 等 边 三 角形 时 等 号 成 立 .中 
证 明 ”如 图 2.194, 易 知 人 
LOMB = 554 č B, 
ZAB: C = SË 
LBCA = 5 人 "s Ë 
图 2.194 
由 定理 5 可 得 
Sı 


Ši = 2sin Asin Zein € 
ti y in ys 


同 理 = Rein EAB sin CABC in CEEA = 
2sin EA Asin E Bi E 
注意 到 
A. B == C a g 1-3 
sin > sin > -sm a = sin 2 sin > — 2 = 
2sin hsin 2 A+B; 
sin 3 + cos 2 be 


7 = 


O AB KEN ATOA APERH-DERER]. HEAD A),20081):31. 


A-B 
cos— 7 -1 
e= 2 

2 <0 


因此 sin Asin Ë < si TIE MANA = 了 时 ,等 号 成 立 . 


Fi sin lsin E < si T74 


Er. PAE im ZEB 
sin > sin > < sin ~ 


上 述 三 式 相 乘 ,得 


P. OEE E 
sin > sin -2 sin 


2 


c ,Tr-A., n-B.n-C 
2 < sing sin 4 sin 下 


故 吕 < PM Si < SoS 
当 且 仅 当 4 = B = C, 即 全 46C 是 等 边 三 角形 时 ,等 号 成 立 . 


设 AD, BE, CF 是 锐角 A ABC 的 三 条 高 线 , 称 垂 足 D,E, F 为 顶点 构成 的 
三 角形 ADEF 为 A ABC 的 垂 足 三 角形 . 

定理 1 公 ABC 的 垂 心 是 垂 足 ADEF 的 内 心 . 

设 p,R,r,S 分 别 为 全 4BC 的 半 周 长 .外 接 贺 半径 、 内 切 贺 半 径 及 面积 , pi， 
Ri,r1,S' ERER A DEF 的 半 周 长 及 其 他 相应 元 素 , 则 有 以 下 定理 : 

定理 2 EE A DEF 是 所 有 内 接 于 锐角 2 ABC 的 三 角形 中 的 周 长 最 小 
者 . 

此 定理 的 证 明 可 参见 法 格 乃 问题 ， 


定理 3 n = Z = Ë. 


证 明 如 图 2. 195, 显 然 B.C, E.F SRE L 


径 为 BC = a, AABC o AAEF , D) E 
FE = a + $Ë = asin Z1 = acos A B 7 e 
同 理 FD = ACcos B = bcos B 图 2.195 


ED = ABcos C = ccos C 
MÜ FE + FD + ED = acos A + b cos B + ceos C = 


NO 
AN 


(ujrosorunuzudru = 


NO 几 n / m = 
ON 
Brt- Fd a2 + 2 - 2 
0 
=at — b°- cf + 2a?b? + 2b? + 2c2a2 _ 
= 2abc = 
m 1682 _ 16S2 uri 
ru Zabe = gsp PLUE4SR = abc) = 
500 2S (a+b+c)r 
Ë R=- R 
c] 
w| # Pi = RP š 
H 定理 4 设 全 DEF 为 人 4BC 的 垂 足 三 角形 , BC = a, CA = b,AB = c. 若 
位 | “AEF,ABDF,A CDE KWY I, Bl Ia, IN Ie 的 半径 依次 为 mrayre, 则 
有 ® 
ticot Á + rgeot È + reoot É = S- 3 
@ A pi 'B' 全 [2 Tny R 


证 明 ”如 图 2.196, 因 
AD | BC,BE | CA, CF | AB 
WA A,B,D,E 及 B,C,E,F 分 别 四 点 共 圆 , 即 
LAEF = LB = LCED 
同 理 LAFE = ZC = LBFD 
LBDF = ZÀ = LCDE 
联结 Ala, Ela, Fh, 并 作 LG L AC FG WA 
IG = r 
AE = r(cot Z EAI + cot ZAER) = 


ralo 4 * o2) 

同 理 AF = ralo 4 + cot £) 
BF = ra(eot $ + co ) 
BD = ralo E + cat 4) 


CD = re(eot § + w$) 


CE = relet É + cot 2) 


O FAX ATFERZAPH—MEIFRIJ]. PRE , 20046) :44-45. 
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SO 
ON 


故 a+b+c= 2r 4 + 2rgcot R + 2rccot g + rleo 2 + cot £) + 


P 
ra(cot £ + ct 4) + rlt + cor£) 
又 EF = m(cotL EF + cotZ FE) = u 
(eot Ë + oot £) M 
ralcot 2 + cot 2 
J 
同 理 FD = ra(eot € m c4) N" 
DE = relet 4 + o2) 5 
故 a + b + € = 2raeot Á +2recot Ë + s 
2rocot É + (DE + EF + FD) @ 
由 于 全 AEF un 公 ABC, 所 以 有 e@ 
EF _ AF _ AE 
BC ` CA ` AB 
AE 
在 Rt 人 4BE 中 ,4B = cos 4, 则 
EE = e À 
即 EF = BCcos A = acos A = 
2Rsin Acos 4 = Rsin 2A 
同 理 FD = Rsin2B,DE = Rsin 2C 
则 EF + FD + DE = R(sin 2A + sin 2B + sin 2C) = 


4Rsin Asin Bsin C 
又 A48C 的 面积 8 = + r(a + b + e) = 2R2sin Asin Bsin C, 故 


a+b+c= 2S 
T: 
EF + FD + DE = $$ © 
由 式 @,@, 可 得 
2racot 4 + 2rgcot 2 + 2rccot g š 2s š zs 
故 net + rgt E + reot E = 5 _ S 


据 上 述 证 明 过 程 ,我 们 还 不 难 证 得 以 下 结论 (包括 定理 3) : 
定理 5 ”如 图 2.196, 设 人 4BC REE A DEF 的 面积 为 5',S, 则 有 


NO 
ON 


wa Bemisia 


Ë 


则 


则 


即 


几何 瑰宝 


号 = 2cos Acos Boos C 
证 明 ”如 图 2. 196, 因 B,D, H,F ÈC, D,H,E VRIE, AL 
LFDH = Z FBH = 9% - ZA = ZECH = ZEDH 
LEDF = ZEDH + LFDH = 18 - 2⁄ZA 
X. EF = acos A, FD = bcos B, DE = ceos C, Bl 


S' = +BE + DFsin ZEDF = 


L becos Bcos Csin(180? - 2A) = 


besin Acos Bcos C = 
2Scos Acos Bcos C 


g = 2cos Acos Bcos C 
定理 6 ”如 图 2.196, 若 垂 足 ADEF 的 外 接 贺 半径 为 Ri, 则 有 R = 2R. 
证 明 由 S = 2R?sin Asin Bsin C,S' = 2Scos Acos Bcos C, 得 

S’ = 4R2sin Asin Bsin Ceos Acos Bcos C = 


+ Rein 24sin 2Bsin 2C @ 
又 由 定理 4 的 证 明知 
EF = Rsin2A,FD = Rsin2B,DE = Rsin 2C 
s = EE- FD: DE _ Rĉsin 2Asin 2Bsin 2C © 
J 4R; 到 4R, 
ARO, O, MAH R = 2R. 
2 
定理 7 nsi 


证 明 ”由 前 面 的 定理 5, 知 
S = 2Scos Acos Beos C 


ripl = 2rpcos Acos Beos C 
又 由 定理 3 知 


r 
Pim ge. 
rı = 2Rcos Acos Beos C 


2 2 
X cos Acos Beos C = P— QR + r H pt < 4Rr + AR? + 372( 格 雷 特 森 不 等 


4R2 


_ P -4R -4Rr -r° _ 4R + 4Rr + 3r2 _ 4R2 — 4Rr - RE a 
2R = 2R =R 


即 


定理 8 RR > Ës. 
证 明 ”如 图 2.196, 由 定理 4 证 明 中 的 式 四 ,有 


DE + EF + FD = 2Š 


R 
又 在 人 DEF 中 ,由 正弦 定理 得 
DE + EF + FD = 2Ri(sin D + sin E + sin F) 


X sin D + sin E + sin F < 253, p| 


DE + EF + FD < 3/3R' 
2s < 3⁄3R, 
2⁄3 
RR > “gs 
当 且 仅 当 入 48BC 为 正三 角形 时 取 等 号 . 


定理 9 若 全 DER 是 锐角 A ABC 的 垂 足 三 角形 , 且 BC = a,CA = b, 
AB = c,AAEF,A BDF , A CDE 的 内 切 圆 分 别 为 圆 凡 , 贺 1, l Ic, 其 半径 依次 


H rare, ro, WAO 


XI E, F 在 BC 的 同 侧 , 则 B,C, E, F 四 点 共 圆 , 即 


从 而 BC ` AB 


a,b, ean 
m re re 


证 明 ”如 图 2.197, 由 BE L 4C,CF | 4B, 有 
LBEC = LCFB = 90 


LAEF = LB, ZAFE = Z C,AAEF co A ABC 
EF _ AE 


HE RAABE 中 ,cos A = 4E jg 


AB’ 
EE = eos A 
亦 即 EF = acos À 
同 理 DF = bcos B, DE = ccos C 


联结 LE, LF, LG L EF 于 G, 则 
EF = m(eot Z LEF + cot Z IFE) = 


O 丁 杂 标 . 垂 足 三 角形 内 切 贺 半径 之 间 的 一 个 不 等 式 []]. 中 学 数学 ,2003(9):9. 


NO 
ON 


[e] p<aoa— =u =gm— = 


NO 
AN 


Femer BesrkS annk 


AR f A = 


nlo E £ cot -£) = 
racos £ L rasin A 


sin Ban c sin Ai Bin £ 
2 2 2 2 2 


L. 
2 rasin A 
即 acos A = — Hc 
sin 2 sin > sin > 
又 易 证 sin sin Being < + 
则 acos A > 4rasin A 
即 2 > 4tan A 
TA 
同 理 b > Aan B,“ > 4tan C 
TB re: 
则 4tanA+tanB+tan C) @ 


Ta re rc 
由 AABC 是 锐角 三 角形 ,有 
tan Á > O,tan B > O,tan C > 0 


fE A ABC 中 ,有 
tan Á + tan B + tan C = tan Atan Btan C 
x 
(mA tun B tn Cy > tan Atan Btan C 
Bp (tan A + tan B + tan C)2 > 27 
亦 即 tan A + tan B + tan C > 343 © 
由 外 ,四 得 


| 
m rr 


定理 10 若 公 DEF 是 锐角 A ABC 的 垂 足 三 角形 , 且 BC = a,CA = b, 


AB =c,p = 去 (ea + b + c), A ABC 的 面积 ,外 接 加 半径 、 内 切 圆 半径 分 别 为 
S, R, r, ADEF 的 旁 切 图 半径 依次 为 r4,reyrc, 则 有 @ 


r'a r's La S 


cotA cotB cotC R ° 


O ñBit.*JE file 42 BW) 4 3820[J] AHERE 2005(3):18-19. 


Treasure ~ Ceomety 


证 明 ”如 图 2.198, 为 行文 简便 , 约定 EF = a, 4 
DF =W,DE = c',p' = (a +b + o), A DEF HIIR <N; 
AS. 
由 定理 4 证 明 中 知 f T 
a' = Rsin2A,b' = Rsin2B,c' = Rsin2C 
1 R 图 2.198 
Bp -a= zE +c — a) = 2 (sin 2B + sin 2C — 
sin 2A) , 易 证 得 
sin 2B + sin 2C - sin24 = 4sin Acos Bsin C 
则 p' ~ a’ = 2Rsin Acos Bcos C 
同 理 p' - b' = 2Rcos Asin Beos C 
p' ~ œ = 2Rcos Acos Bsin C 
由 定理 5 知 S' = 2Scos Acos B cos C 
应 用 三 角形 旁 切 圆 半径 公式 ,得 
1 __S -2Scos Acos Bcos C _ Scot A 
ra = p —a 7 2Rsin Acos BcosC™ R 
同 理 A Seot B po Semt C 
故 — Te o te 3 
cotA cotB cotC R 


根据 以 上 证 明 过 程 ,可 以 证 得 以 下 推论 . 
推论 1 "rarec 的 意义 如 前 所 述 , 且 锐 角 A ABC 的 旁 切 圆 半径 分 别 为 
Tas Ta rÜ WA 
Fa + r + re > 2(r'a + r'a + r'e) © 


当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 取 等 号 ， 
证 明 由 r, = 人 人 4 等 ,并 应 用 常见 三 角形 恒等式 


2 
eot A + cot B + cot C = P AR = 
得 Pa + r'a r'o = Š (eot A + oot B + oot C) = 
S.p-4Rr-r _ pP-4R-r 
R 2S j 2R 
又 易 知 :re + +r = 4R + r, REO 式 成 立 ,只 需 证 
2(p? - 4Rr - r°) 


4R+r> CR) 


(e) gaol szwu r 


NO 
oN 


isyu B mis Ina 


na * = 


Bl p? < 4R? + 5Rr + r° BB(4R2 + 4Rr + 3r- p°) + (R -2r) > 0 


由 格雷 特 森 不 等 式 : p? < 4R2 +4Rr + 3m, 及 欧 拉 不 等 式 :只 > 2r 知 上 式 显 


然 成 立 , 故 式 @ 获 证 . 
推论 2 rt * 7 > 2 +T +) 


A YS re 


当 且 仅 当 A ABC 为 正三 角形 时 取 等 号 . 
证 明 因 


1 1 1 _Rtan4 RianB  RtanC _ 
rpt =s + S + ç = 


R(tan A + tan B + tan C) _ 
$ = 


Rian Atan Btan C 
S 


又 因 在 锐角 A ABC 中 ,有 
tan A > 0,tan B > O,tan C > 0 
2.3 


H tan Atan B tan C > 343, > 9 S = m 
故 
A 31 1 33R 363.2 .2 
PETET p r 9 f 
注意 到 上 + L + +. = 二, 立 得 式 @, 故 式 @ WE. 
推论 3 i We 
ra rs ro 
当 且 仅 当 A ABC 为 正三 角形 时 取 等 号 . 
证 明 由 
a b c aR bR eR 


ra tra tre ` Seot A * Scot B * Scot C 7 

2Rsin A  2R°sin B 2R2sin C _ 
Scot A $ ScotB + Scat C 一 

2R? (1 co2À , 1- cosB 1- eosC) 
S cos A cos B cos C 


#k=- 2. Ó E 


ra re rc 


= Æ Z (sec À + sec B + sec C — (cos À + cos B + cos C)) 
S nha 


cos 4 > 0,cos B > 0,cos C > 0 


© 
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H sec A + sec B + sec C =6,cos À + cos B + cos C < + 


及 欧 拉 不 等 式 : > 2r 等 , 则 
ka. PA. R oa 7263 = 46 
故 == |+. > 4-3 
£ u T$ Yé 

当 且 仅 当 OABC 为 正三 角形 时 取 等 号 . 

下 面 给 出 定理 4 的 对 偶 形 式 ， 

定理 11 条件 如 前 所 述 , 记 公 4AEF, 公 BDF, 公 CDE 关于 点 4,B,C 所 对 的 
旁 切 圆 半径 依次 为 "4,r'g,r'c, 则 中 

S sS 


raot 4 + r'gcot s + recot $ =7+R @ 
证 明 ”约定 EF = a’,DF = b',ED = c B AAEF,A BDF, A CDE 的 半 
周 长 ,面积 分 别 为 m ,pe,pc, 及 Sa, Se, Sc- 
如 图 2.199, 由 定理 4 证明 中 知 


a' = acos A,b' = bcos B,c' = ccos C, 


AE = ccos A,AF = bcos A ⁄ 
据 三 角形 面积 公式 ,得 
Sa = FAE - AF sinA = š DC 
1 图 2. 199 
2 besin 4cos 4 = Scos? A 
同 理 Sg = Scos B, Sc = Scos2C 
因 pa = 2 (EF + AF + AE) = T (a + b + c)oos A 
则 PA = pcos À 
同 理 pe = pcos B,pc = pcos C 
应 用 三 角形 旁 切 圆 半径 公式 ,得 
„Sa _ _ Sco2A _ _ Scos A 
TA = p-a " (p-a)eos À ” p — a 
' Scos B Scos C 
相应 的 rb 
应 用 部 知 的 三 角形 恒等式 : D) cos A = 1+ Z Booth = PEA 等 得 


@ 高 庆 计 .关于 垂 足 三 角形 的 一 个 对 偶 恒等式 []] .福建 中 学 数学 ,2005(8):19-20. 


NO 
oN 


(四 } c aos amu amis 


NO 
AN 


Esp Bmismi annk 


即 


Erot = DSA. pea. S, eod = S.a) 


.RR Pu RE E 
rati + racot rocco = TR 
根据 定理 的 证 明 过 程 ,可 以 证 得 以 下 推论 , 
推论 1 Z. C 1 © 


FA FE Te 


证 明 由 S4 = rapa = Scos A, 4 


racos A = rpcos2 A 


rm = rcos A 
同 理 rg = rcos B,rc = rcos C 
u A Scos 4 4 
由 8 = ,及 rm4 = pa 等 ,得 
r, N ~- L 1 
BA-L OH =, OP- 220) = p ` p -2p) 
故 A. | 
A 
Sa Sa Sc u SS 
推论 2 Ptr tma r R © 
证 明 M Sa = ScoZA,r, = Seos 4 等 ,得 


D% = J, (p - a)cos A = pł cos A — 2 acos A 


由 定理 4 证 明 中 有 27 acos A = 222 um 


SA ry nas 
忆 兴 = PGL+ 页 ) -全 = +ROR 


Pa ratre r R 
在 此 顺便 指出 :定理 10 的 推论 3 也 可 作为 定理 11 的 推论 3, 下 面 另 证 如 下 ， 


证 明 ”在 锐角 人 4BC 中 sec A > 6, 及 呈 > a et 2 s. 


1 + ecos 4 等 ,日 令 = 2 b c MJ 
Fe TE Fi 


sin 4 
ú a(p-a) _ 2Rsin A(p ~ a) _ 
k= D sasa = 22 poos A 


25 l+cosA sin A 
+> sin 4 ` cos 4 


Treasure N Geometry 


NO 
AN 


(Cia a Z= = = 


即 k= P (ses A+3) 22 x (6+3) -44 
故 os + + > 473 
Fo Pg 7 Pe 
当 且 仅 当 A ABC 为 正三 角形 时 取 等 号 . 
由 于 非 直角 三 角形 的 垂 足 三 角形 被 已 知 非 直角 三 角形 完全 确定 ,这 样 可 得 
到 一 系列 由 原 三 角形 完全 确定 的 垂 足 三 角形 . 如 图 2.200, A.A, B, C, 是 A ABC 
的 垂 足 三 角形 ;入 4zB:C; 是 AAB C 的 垂 足 三 角形 ;…; 人 hw B, C.a, 是 
AAB,C, 的 垂 足 三 角形 ;…. 我 们 称 AAB, Ci, AAB C2, , AAB, Cr 是 
AABC 的 重 足 三 角形 序列 , 记 A ABC 的 垂 足 三 角形 序列 为 | 人 4,B,C,| 
4 
c, 
B, 
B > 
n Yc e 


图 2.200 
定理 12 BERE A ABC 外 接 圆 半径 ,全 4B8C EEA A A,B,C) 的 第 
n 个 垂 足 三 角形 A A,B,C, 的 边 长 为 as, bns cn ,那么 有 中 


SS ZEA 1 sin 2"A MA 2 1 sin 2°B |,e, š Za 1 sin2"C 1 


证 明 (1) 当 n = 1 时 ,有 公 4BC 为 锐角 三 角形 和 钝 角 三 角形 两 种 情况 ， 
先 证 前 一 种 情况 ,如 图 2.201(a) 所 示 , 有 
aî = AB? + AC} - 2AB, * ACicos A = (ceos A)? + (bcos A)? — 2bccos34 = 
(b? + cz -2bccos 4)cos24 = (acos A)? 
故 al = acos A = 2Rsin Acos A = R | sin 2À | 
同 理 如 =Risin2B81c = R | sin2C | 
再 证 后 一 种 情况 ,如 图 2.201 (b) R , A ABC 是 钝 角 三 角形 ,4 是 钝 角 , 有 
at = AB? + ACÎ - 2AB, * ACicos A = 
(ccos Z BI AB)? + (bcos Z CAC}? - 
2bccos< BiABcos CACicos A 
由 B14B = ZX CAG) = n- 4, 知 
a? = (c? + b? + 2bccos 4)cos24 = (acos A)? 


O ” 朱 水 源 . 垂 足 三 角形 序列 []] .中 学 数学 教学 ,1988(6):5-7. 


NO 


Etna B mm amia 


几何 R F 
故 Gi = alco Á |= RI sin24 | 
同 理 bı = R | sin2B |,c; = R | sin2C | 


因此 , 当 n = 1 时 ,命题 成 立 . 
(2) 假设 当 n = 时 ,命题 成 立 ， 
即 以 a4, br, cs YE A ABC 的 垂 足 三 角形 序列 | 和 4,B,C.| 的 第 个 三 角形 的 
边 长 ,假设 有 
a = 者 lsin 24 1, = sÉ L sin 2B |,e = za | sin 2C | 
那么 由 余弦 定理 有 
ala = 48 + ACn — 2AB,., * AIG..icos Z Bi, (AG. = 
aĝĵcos? B, + AG... 


b qe 4 
M %a = w osL BA Cin 1 = a | EE p= a 
R | sin 2*4 | sin224 + sin22kC — sin?2*A 

区 sin 2 人 Bsin 25C 


由 | sin?2*B + sin224C - sin22 人 4 | = 11 - L (cos 2t418 + cos 24+1C) - sin22H | = 
2 
| cos?2*A ~ cos 2*( B + C)cos 2: ( B — C)1= 
| cos 2*A (cos 2*A ~ cos 2*(B - C)) 1= 
2 | cos 2tsin 2*Bsin 24C | 


# arsı = Ë I 2sin 2M4 |2 | cos 24 1 = JIa | sin 2*4 | 
同 理 ba = Tsin2t181 
ine 元 全 | sin 24+1C | 


故 当 nn = k+ 1 时 ,命题 也 成 立 ， 

依 数学 归纳 法 原理 ,命题 对 一 切 自然 数 * 都 成 立 , 结 论证 毕 . 

定理 13 i A ABC 的 外 接 贺 半径 为 R, 其 垂 足 三 角形 序列 {4,B,C,| 的 第 
个 三 角形 的 面积 为 5, ,那么 有 


R? 
S, = 2 | sin 2"Asin 2"Bsin 2"C | 
证 明 “不妨 设 a, = gasin 2A, b, = asin 2"B,c, = isin 2"C 


(a, =- isin 24, b, = isin 2%8, 6, = gasin 2"C;a, =- 过 sn 2A, 


Treasure Ceometry ç. 


` 
oN 


ba = -sin 2"B,o, = - isin 2°C 等 情况 , 同 理 可 以 证 明 ), 并 记 p, = 


e 
HO + b, + cn), 那 么 有 


L/R ,jm R R. 
pa = 1 [7 asin 2%4 + Eisin 2"B + sin 2°C) = 


(sin 2"-1(A + B)cos 2"-1( A - B) + sin 2"-1Ceos 2"-1C) = 


pai (sin 2"-1(x ~ C)cos 2*-1(4 - B) + sin 2"-1Ccos 2"-! C) 


(1) 54 n = 1 时 ,有 
sin 2"-!(m - C)cos 2"-1(4 — B) + sin 2"-!Ceos 2"-1C = 
sin Ceos(4 — B) + sin Ccos C = 
sin C(cos(A - B) + cos C) = 


2sin Ceos (A — B + C)eos $(A - B — C) = 


(m)cso<ao<— ax s= = 


2sin Coos( Tr - B)cos( 4x - 4) = 
2sin Asin Bsin C 

(2) á n > 2 h ,#f 

sin 2"-} (x ~ C)cos 2"-1(4 — B) + sin 2"-1Ceos 2°-!C = 

~ sin 2”! Ccos 2°"! (À ~ B) + sin 2"-! Ccos 2""1 C = 
sin 2"-! C( — cos 2"~'(A — B) + cos 2°"! C) = 
— sin 2"-' Csin 2"2(4 — B + C)sin 235-1(A — B - C) = 
2sin 2"-2(x ~ 24)sin 2"?(r ~ 2B)sin 2"-'C = 
2sin 2" “1 Asin 2”! Bsin 2"-1 C 

综合 (1),(2) 得 

sin 2°-!(x ~ C)cos 2"-1(4 - B) + sin 2"-!Ceos 2"-1C = 
2sin 4 2"-! Bsin 2"-1C 


故 = za- in 2"-! Asin 2"-1Bsin 2"-1C 
Pa ~ an = Fssin 2°"1Acos 2"! Boos 2"-! C 


同 理 perhe pe 2"-1 Bcos 2"-! Acos 2"! C 


Pa = Ca = za- Rin 2%? Ceos 2"! Acos 2"-1 有 8 


故 S, = V Pa(pn - a,)(p, ~ b,)(p, — cn) = 


pemr Beara 


Aa | sin 2"Asin 2"Bein 2°C | 


Ë D,E, F 28E A ABC 的 三 个 旁 心 , 则 称 人 DEF 为 人 4BC 的 旁 心 三 角 
形 (或 外 角 平分 线 三 角形 ). 

定理 1 设 1 为 公 4BC 的 内 心 , 则 点 I, D,E, FAREUOA, B A ABC 为 
ADEF 的 垂 足 三 角形 , 且 1 关于 A ABC 的 外 心 O XERA M 是 A DEF 的 外 
D.O 

定理 2 # AABC 的 外 心 为 0, 内 心 为 1, 则 A ABC 的 旁 心 A DEF 的 欧 拉 
线 与 0 重合 . 

定理 3 ” 设 公 4BC 的 三 边 为 a,b,c, 面 积 为 $5, 旁 心 ADEF 的 三 边 为 a'， 
4',c' ,面积 为 5', 公 4BC 的 内 切 圆 外接 贺 半径 分 别 为 r,R, 则 


a'b'e _ 4R 
0) 和 
S. 2R 
Dy = Er 
证 明 (1) Æ ADEF 中 ,D = 9- £, E = 90 -县 ,F = 90 - $, it 


ADEF 的 外 接 圆 半径 为 R', 则 R = 2R. 
由 正弦 定理 ,有 


a' = 2Rosin(90P - £) = 4Roos 4 


W = 4Rcos E 
+ £ 
e = 4Roos $ 
a e k. 3: 8 
故 a'b' = 64R cos 2 cos -> cos 了 


又 4cos £ oos Z oos £ = sin Á + sin B + sin C, 则 
a'b'c' = 16R?°(sin A + sin B + sin C) = 
8R2(a + b + c) 


O MRR PRPCZMPRE FEB) .福建 中 学 数学 ,1995(6) :11-12. 


2S _ abc 
Ha +b+c = 2 = yn MI 
a'b'e _ 4R 
ac — r 
a'b'e' 
(2) S AR abd .28 


4R 

定理 4 i A ABC 的 内 切 圆 与 边 BC, CA, AB 相 切 的 切 点 分 别 是 Ni, Na， 
Ns, H| A ABC 的 面积 是 A DEF 与 AN NN, 面积 的 等 比 中 项 . 

证 明 ”如 图 2.201, 由 BN, = BN3, 有 


LBNINs = 18r- B. 
从 而 NBD = Z BNI N3 
则 DF // NiNs 
同 理 DE // NiN2, EF // NaNsa 
所 以 ADEF N ANIN;Ns 


Üt OABC, ADEF, AN NN; 的 面积 分 别 为 S,So， 
Si, MJ 


S, "S Š " 2R 
即 S? = Sosi 

定理 5 三 角形 的 旁 心 三 角形 与 切 点 三 角形 的 欧 拉线 重合 . 

证 明 ”由 定理 4 的 证 明 过 程 知 ,全 ABC 的 旁 心 公 DEF 15 UJ SÁ A Ni N, N, ËJ 
对 应 边 平行 .于 是 这 两 个 三 角形 的 欧 拉线 平行 或 重合 .由 于 A ABC 的 内 心 1 是 
ADEF 的 重心 ,并 且 是 切 点 A N N, Ns 的 外 心 . 从 而 易 知 三 角形 的 旁 心 三 角形 
与 切 点 三 角形 的 欧 拉线 重合 . 

推论 ”三 角形 外 心 与 内 心 的 连 线 既 是 它 的 旁 心 三 角形 网 拉线 ,也 是 它 的 
切 点 三 角形 的 欧 拉线 . 

SIE 设 人 DEF 为 人 4BC 的 旁 心 三 角形 ,1 为 人 ABC 的 内 心 , 生 DI = x, 
El = y, FI = z,& ABC 的 外 接 贺 和 内 切 贺 半 径 分 别 为 R,r, 则 人 D 

和 4R ° 
sin sin y sin £ 


证 明 设 EF = a',DF = b',DE = o, 由 定理 1 知 


S _S.%_ r. QR 2R _ S 
r 区 >， 


s 


O 高 庆 计 . 外 角 平 分 线 三 角形 中 的 类 正弦 定理 [可 .福建 中 学 数学 ,2006(6):25. 


NO 
ON 


[e] aoa == =m = 


几何 A 瑰宝 


NO 
ON 


IC | DE,IA L EF 


则 I,A, E,C 四 点 共 圆 , 即 
A 
š ZDEI = LIAC = Š 
£ 又 由 LDIE = ZAB =} + 号 ,在 ADEI 中 应 用 正弦 定理 ,得 
S00 r € 
名 一 生 = Q S r 
Ë sin Z DEI 7 sin Z DIE 
É 
m 而 ww = 4Reos $, b = 4Reos Ë, = 4Rsin Š, 
S 4Reos Esin Á A 
(Ë) x = —— S = 4Rsin £ 
sin( + £) z 
242 
FIM y = 4Rsin Ë, = 4Rsin Š „iat O KiE 
e@ wy = y 2’ ü 


根据 定理 的 证 明 过 程 ,可 以 证 得 以 下 结论 . 
定理 6 设 公 EIF, 公 FID, 人 DIE 的 外 接 圆 半径 分 别 为 Ri, Ra, Re, W 

R, = Rs = Rc = 2R ©® 
证 明 ZEF = 人 BIC = 到 + 全 ,又 因 2R, = igp 


A 
E 4Rcos 2 š 
2sin( 7 + £ 
同 理 Re = 2R,Rc = 2R, 故 式 @ 获 证 . 
定理 7 ”条件 如 前 所 述 , 记 2 ABC 的 面积 为 5, 则 


a'a + b'y + e'z = BES @ 


RA 2R 


证 明 Ha = 4Reos 委 ,x = 4Rsin 且 等 ,及 如 sin 4 = ES = 区 , 则 
Da's Š D4Reos 4 k 4Rsin $ = 
8R?X}sin A = 8Rp = 3 
故 式 @ 获 证 . 
定理 8 H A DEF 为 全 4BC 的 旁 心 三 角形 , 记 公 BCD, 公 ACE, 公 4BF 的 
面积 分 别 为 54,58, Sc, E. A ABC 的 外 接 圆 .内 切 圆 半径 分 别 为 R,r, 则 @ 


O 闵 飞 ,三 角形 的 外 角 平 分 线 三 角形 的 两 个 性 质 [可 ,中 学 数学 ,2004(8) :46-47. 


Treasure N Geometry 


Sa Se Sc _4R+r 


a b c 2 
证 明 ”如 图 2.202, 设 A ABC 的 Z A 内 的 旁 切 圆 圆 r 
D 55 AB 相 切 于 6 , 则 
BC = AG- AB = Btt enp e 
BG BG p-e 
w BD = Ga GBD rb- nB 
2 2 
同 理 cp = P= 
sin 2 
m=-B x-CGC B+C -A 
X LD =n- LCBD - LBCD = rn- FS -154 = 5 = "> 
R sin sin Boin = 在 
则 Sa = BD + CDsin D = 
l.p=e.p-b. Ü 4 
g Lo u a S 
mn y no 


(p - c)(p = b)sin A š: 


a(p- b -c 

2r 
= b 四 4 
同 理 Se = a me 
e(p- G =b 

Sc = 2r 

JIH ab + bc + ca = p? + 4Rr +r, W| 


六 pp = b) + (p — b)(p — e) + (p - e)(p — a)) = 


EGP -2a + b + e)p + ab + be + ca) = 


4R+r 
2 


定理 9 设 公 DEF 为 人 4BC 的 旁 心 三 角形 , 记 AABC, ABCD, A ACE, 


去 (3P -4p +p +4Rr+r)= 


SO 
ON 


(a| oso ax m= 


Se A/A 


公 ABF 的 内 切 圆 半径 依次 为 r,ri,rsg,r, 全 4BC HERA S, 0O 


mieot + 中 rea 2 + rcot É = F: 
ú 证 明 ”由 条 件 知 
JL 
何 
50 
名 
É 
w E ABCD 中 由 正弦 定理 ,得 
定 BC BD cp 
Ë) sin D 7 sin LBCD ™ sin Z CBD 
acos Ê  2Rsin Acos Š i 
则 BD = aras anar? = 4Rsin 2 cos $ 
@ 2 2 
同 理 CD = 4Rsin £ cos $ 
故 BD + CD + a = 4Rsin A Ceos g + cos 4) + 4Rsin feos 4 = 


4Rsin 4 . Coos 4 + cos 2 + cos É) 


这 里 R A ABC 的 外 接 贺 半径 , 记 S, 为 ABCD 的 面积 ,由 
P RES PEPE a b 
aaa POS basii F = 4R 


则 S, = + EC < CDsin ZBCD = 


+ 4Rsin Acos & + 4Rsin cos Zoos E 
8R?sin? A oos 全 Boog = 
2. A. p _ må 
BR sim 2 Jp = 2pRsim 3 
X Sa = 2 (BD + CD + a) ° ra, Ml 


.24 
_ 2S, _ ApRsi + 
A= BD + CD + a 


4Rein (oos + cos Ë + oos E) 


”分 守 文 .关于 外 角 平 分 线 三 角形 的 一 个 慑 等 式 []] .中 学 数学 ,2005(5):45-46. 


则 


Psin > 
Ci 2 + cos $ + oos E 
A 
pcos “y 
nog A B C 
aad Wasa kisara 
peos Ë 
同 理 raco Ë -————— 
omiy + ooy + 608 
c 
pcos 了 
rat gi A B C 
POS y. sb gay. + cos" 
上 述 三 式 相 加 有 
Coos & + cos Ë + cos £) 
A B G- SPN: 2 2 2 s 
racot 2 + racot 2 + rccot 了 = À B ra = p= T 
a 


由 上 面 的 证 明 过 程 ,不 难得 到 以 下 推论 . 
推论 1 
(p -a)r (0 EESO =S 
证 明 IH p — a = root A, Hok = PS 等 代 人 定理 , 即 得 . 
推论 2 ABCD A AGE, AABF 的 内 切 加 半径 分 别 为 7 re, 
A s c 
sin > > + sin — + sin = 2 
mtmu+re =p A Za € 
J + cos 了 2 + cos > 2 
p’sin &sin Zain $ 
MN EF Sapa usaspa an 
(cos > + cos 2 + cos Z) 
证 明 ”由 定理 的 证 明 过 程 ,有 
pind 


AA B C 
eb 


NO 
AN 


CPi- a] 


FERBER aroma 


几何 瑰宝 
pain 生 
APP 2 
T oa REL RSA 
2 2 z 
I| £ 
yË psin 2 
` me hai Eat 
> e] 2 
从 而 式 @,@ 显然 成 立 . 
注 ”其 中 式 @ 加 强 了 下 面 的 不 等 式 
rirarc > P @ 
事实 上 ,由 
snn a Zap aIr ow s os B s a € < 38 


和 格雷 特 森 不 等 式 :pz > 16Rr - 5P 及 欧 拉 不 等 式 R > 2r, 有 
3V3r + (16Rr - 5°) ° 机 


Tarare > 
dy 


m. (32Rr - 107) _ 
ZIR a 
P» (27Rr + 5Rr - 10r) 
27R * 
PARr _ 
DR 
故 式 @ 强 于 式 @. 


党 三 角形 三 个 旁 切 圆 切 点 三 角形 面积 关系 式 


定理 ” 设 公 4BC 的 内 角 4,B,C 所 对 的 旁 切 圆 与 三 边 所 在 直线 相 切 的 切 点 
构成 的 三 角形 的 面积 依次 为 %,Ss,Sc, 且 记 BC = a,CA = b,AB = c,p = 


L(a + b + c), A ABC 的 面积 \ 外 接 图 \ 内 切 圆 半径 分 别 为 5,R,r 则 有 


pA 总 (4R +r) 
(其 中 , 2) 表示 循环 和 ,如 了 S, 表示 S, + Ss + Sc, 余 类 推 .) 


O 李 显 权 . 三 角形 的 旁 切 圆 切 点 三 角形 的 一 个 性 质 [中 .中 学 数学 月 刊 ,2006(3) :26. 


Treasure N Geometry 


证 明 ”如 图 2.203, 设 公 4BC 的 内 角 4 所 对 的 旁 切 贺 
与 三 边 所 在 直线 分 别 相 切 于 点 D,E, F. BNI 
BD = BF = p- c,CD = CE = p- b 
在 公 BDF 中 利用 正弦 定理 ,有 


DF ___ _ BF 
sin Z DBF = sin Z BDF 
DF _ BF 
帮 sin(x - B) ` B 
sin 2 
所 以 pp = BesinB - 2(p c)eos2 
sin — 
2 
同 理 可 知 DE = 2(p - b)eos £ 


Sa = +DF : DEsin Z FDE = 
B 


+ *4(p- b)(p - c)eos cos S sin[ x ~ 
2(p ~ b)(p - c)eos Zoos Boos € 
注意 到 cos Acos eos € = 2. INI 


Sa = Re - b)(p - c) 


£ 
2 


同 理 有 Se = JRP - op - a) 


8, = IROP ~ a)(p - b) 


KALERA, PARRA D (p - b)(p - c) = r(4R + r) 及 


pr = 5,049 
Sigra: SUR er) 


党 三 角形 内 等 斜 角 三 角形 定理 


已 知 人 ABC ,内角 A, B, C 所 对 的 三 条 边 分 别 记 作 a,b,c. 今 从 三 顶点 4， 
B, C 分 别 引 对 边 的 斜 线 441, BB, , CC1, 使 得 在 保持 同一 顺序 之 下 ,有 


G). 


NO 
oN 


(m)|regSs o ag ==— = 


NO 
A 


Fine ËB mis 2u—sta 


几 合 瑰宝 


Z AAC = LBBIA = 人 CCIB = 0 
则 由 三 斜 线 441, BBi, CC, 相交 所 得 的 OHIK 称 为 原 A ABC 的 等 斜 角 三 角 
形 @. 
定理 1 设 和 全 BK 是 入 48C 的 等 斜 角 三 角形 ,SAmx 与 Sansc 分 别 表示 
A HJK 5j A ABC 的 面积 , 则 有 


SAHK _ 4620 
Saa 


证 明 ”从 图 2.204 中 易 见 
Z KH] = 人 BRC = 0 - ZACC, = A 
同 理 ZHJK = B,ZJKH = C 


则 AHJK% A ABC 
故 San = JK S JK 


Samce BC ao2 
进而 在 AABK 及 A ACJ 中 分 别 运用 正弦 定理 ,有 


AK _ sinL4BK _ sin(180° -0-4) _ sin(0 +A) 
AB ~ sin ZAKB ~ sin(180°— JKH) © sin C 


则 AK = 证 Csin(g+ A) 
及 AJ = 让 sin(g - A) 


故 JK = AK — AJ = ersin(g+4)- 55sin(g-4) = 


sin C si) 
c 


(sin(0 + A) ~ sin(0 ~ 4)) = 


sin C 
Zeroo Osin A = 2acos 0 
RAR @, 便 有 
San = 4co20 
Saame 
根据 定理 1, 显 然 


(1) 4 0 = 6 或 120p Pf, San = Saase- 

(2) 4 0 = 90 Bf, San = 0, 即 H, J, K 三 点 重合 ,是 A ABC WED. 

定理 2 ik AHJK Æ A ABC 的 等 斜 角 三 角形 ,Ri 与 R 分 别 是 A HJK 与 
A ABC 的 外 接 圆 半径 , 则 

(1) A HJK 的 外 心 与 A ABC 的 垂 心 相 重合 . 


O 吴 菊 英 , 金 照 安 .三 角形 内 等 斜 角 三 角形 及 其 性 质 []]. 中 学 数学 月 刊 ,1997(12) :20-21. 


J 
| 


(2) R, = 2R | cos 0 1. 


C-E- ETETE 


证 明 (1) W AD, BE ,CF J AABC 的 三 条 高 , 垂 
心 为 M ,如 图 2.205 所 示 . 因 为 
0 + ZJAM = 0 + ZJCM = 0 + Z MBK = 90 
则 < JAM = ZJCM = ZMBK 
H JAM = ZJCM,BUM,J,A, C 四 点 共 圆 , 故 
LMIK = ZACM = 9 - ZA 
X H Z KAM = 人 MBK, 知 M,4,B,K 四 点 共 圆 , 故 
LMKA = LMBA = 90P - A 
则 LMIK = LMKJ, MJ = MK 
同 理 可 得 MK = MH 
从 而 M Jë A HJK 的 外 心 .但 M 也 是 A ABC 的 垂 心 , 
(2) 设 大 = a, KH = bi, HJ = ci, JES A HJK co A ABC , ñK o 
S 2 2 2 
sam (a) = (2) = (9) 
3 2 
n cr 
由 于 San = 4Saasccos?20 
aibic! = 4Rı San abe = 4RS ase 
RAER 
2 Ri 
4cos’0 = Fa 
故 R, = 2R | cos 0 | 


定理 3 过 公 ABC RHPA D, E, F EREE BJ L 
线 ,使 斜 线 与 所 在 边 的 交角 顺 次 为 6, 如 图 2.206 所 示 , 则 
(1) 三 斜 线 两 两 相交 所 成 人 HJK 的 面积 是 A ABC 面 


积 的 cos20 信 , 即 3 = c00. 


(2) A HJK 和 公 4BC 有 相同 的 外 心 . 
证 明 (1) A HJK Jš A DEF 的 等 斜 角 三 角形 , 故 由 
定理 1 知 


San = 4co20 
ADEF 


又 由 Saner = E Saas D 


Fereg mis: annk 


几何 瑰宝 
San 2 

= cos’0 
Saagc 


(2) 由 定理 2 知 ,全 HJK 的 外 心 就 是 A DEF HEt. i ADEF 的 垂 心 就 是 
全 4BC 的 外 心 ,所 以 会 HJK 和 公 ABC 有 着 相同 的 外 心 .并 且 容 易 得 到 公 HJK 和 
A ABC 外 接 圆 半径 之 比 为 | cos 0 1. 


党 三 角形 的 分 周 中 点 三 角形 定理 


过 三 角形 顶点 的 分 周 直线 交 其 对 边 的 点 ,我 们 称 之 为 分 周 中 点 ,以 三 个 分 
周 中 点 为 顶点 的 三 角形 ,我 们 称 之 为 三 角形 的 分 周 中 点 三 角形 . 


定理 1 设 D,E,F 分 别 为 人 4BC 的 BC,CA,A4B 边 上 的 分 周 中 点 ,R,r 分 
别 为 A ABC 的 外 接 圆 和 内 切 圆 的 半径 , 则 @ 
Sapi r 
Sauc = ZR e 


证 明 设 BC = a,CA = b,AB = c,2p = a + b+c, 则 由 题 设 易 知 
BD = AE=p-e 
CD = AF = p - b ©® 
CE=BF=p-a 

再 由 三 角形 面积 比 的 性 质 ,有 


Saa _ AE: AF _ (p- b)(p- c) 
Sac ACAB ` bc 
S. = = 
apr _ c a 
同 理 有 Sac ca 
Seag _ (p-a)(p-b 
Sase ab 
从 而 
Sane -1 _ (Saar Saprp Sace) i 
Saame — Samce Saase San — 


1- (2 =e) (p= ekKp-a) , (pop bh), 


= 2p? + 2(ab + bc + ca)p - 2abc 
abc 


把 三 角形 恒等式 ab + bc + ca = p? + 4Rr + r #l abc = 4pRr 代入 并 整理 ,得 


O 周 才 凯 . 周 界 中 点 三 角形 的 性 质 探讨 [中 .福建 中 学 数学 ,1996(2):12-13. 


由 欧 拉 不 等 式 R > 2r, 立 得 


推论 


@ 


Sanr < g + sasse 


等 号 当 且 仅 当 A ABC 为 正三 角形 时 成 立 . 
定理 2 E D,E,F 分 别 是 A ABC 的 BC,C4,4B 边 上 的 分 周 中 点 , 且 记 


A ABC 的 三 边 长 BC = a, CA 


= b,AB = c, 面 积 为 5, 则 D 


2 

EF = a- 4E 

FD = @ 
ca 
2 

DE = è - 45 


NO 
CA 


(e) g ao — =u =m m 


证 明 “ 令 2p = a+ 6 +c, 注 意 到 式 加 ,在 人 4EF 中 利用 余 到 定理 ,可 得 @ 


EF? = (p - b)? + (p - ce) 


= 2(p - b)(p - c)cos A 


再 将 cos 4 = AEE RA ERRERA 
EF = a 4plp = a)(p -b)(p- e) š a - 38, 


be 

同 理 可 得 @ 中 的 后 两 式 . 

定理 3 ”如 图 2.207, 设 A DEF 是 A ABC 的 分 周 中 A 
点 三 角形 , 记 AAEF,A BDF , A CED 的 面积 分 别 为 54， E 
Sp, Sc, B. AABC 的 外 接 圆 半径 为 ", 则 有 @ 2 

B. 2. k= (R. r) £ D c 

证 明 令 BC = a,CA = b,AB = c,p = Ẹla + 8227 

b+c), W 
S, = 44E + AFsin A = 2k(p - b)(p = e) 

同 理 Se =O = a)(p = o) 


Sc = RO -a)(p-b) 


8 PASEAN ASANA 


不 等 式 [了 .中 学 数学 ,1996(2):32. 
的 两 AERUL A 数学 ,2003(5):41 


NO JA f Z m = 


AN 
又 由 ab + bc + ca = p + 4Rr + 2, 
S Sc L LO - b)Gp - e) + (p = e)(p - a) + (p = a)(p = b)) = 
T ROP - 2(a + b + e)p + (ab + be + ca)) = 
用 
到 IROP -2 2p: p + P + 4Rr + ) = 
x IRUR + P) = ROR + r) 
条 s S, S. 
E 故 PARAT 之 = ZR(AR + r) 
= 推论 Sha = g.s e Sc. 
— ap _ 
e 事实 上 ,由 5 = 3R- b)(p - e) = Rip = hasa GAA £ 


+ Shape 即 证 . 


定理 4D ”如 图 2.208, 设 入 DEF 是 人 4BC 的 分 周 中 
点 三 角形 , 令 BC = a,CA = B,AB = c,EF = ai, FD = 
bi, DE = ci, ABC 的 外 接 圆 ,内 切 圆 半径 分 别 为 R,r > E 
则 有 


at: 


证 明 记 p = T(a+ b+), M 
AE=p-c,AF = p- b 
在 全 DEF 中 ,有 
EF? = AE? + AF2 - 2AE - AFcos Á 
Bp at= (p~ c} + (p-b) -2(p - c)(p — b)cos A = 
((p - c) + (p - b)) -2(p - b)(p - c)(1 + cos A) = 


(2p - b- 0)? - Xp = Bp- ot THE) = 


2_(p-b)p-c)(b+c+a)(b+c-a)_ 
is = 


2 _ 4; -a =b = 


O T3sbr.M hy = fay = 4-FEFR[J] .福建 中 学 数学 ,2005(10):20-21， 


Treasure N Geometry 


因 Sauc = V plp = a)(p = b)(p = e) = gem 


plp - a)(p - b)(p - c) = EEC 
ER 
am aiae 
LODE = pm ÜM 
F. emt T 
故 7 


2 
推论 1 > = 5 > 4. 
事实 上 ,由 欧 拉 不 等 式 R > 2r, 便 可 得 到 结论 ， 
a: 9. 
推论 DOP <3- 器 . 
2 2 
证 明 AFE- Di oTe 


a-a? a 
y e<l 9 _ 9 9r 
a? "> a “ 2R ` 2R 
a°? =- al r 


2 2 + 
x8> t Da-i = 3- 22128 


3- (y> 2 


定理 5D j 了 ,已 , 亚 分 别 为 人 4BC 的 边 BC, CA, AB 上 的 分 周 中 点 , 则 
EF > FD + FD - DE + DE - EF > (BC + CA? + AB?) 


等 号 当 且 仅 当 公 4BC 为 正三 角形 时 成 立 . 
证 明 ”由 芬 斯 勒 - 哈 德 威 格 不 等 式 ,得 到 


FD ° DE + DE EF + EF ` FD > 2V3Sanee + + (EF + FD? + DE?) 


所 以 ,要 证 式 O 成 立 只 需 证 


O 周 才 凯 .关于 周 界 中 点 三 角形 的 一 个 不 等 式 [ 相 . 中 学 数学 ,1996(2):32-33. 


(e) pax =m = 


几何 ”瑰宝 


NO 
ON 


2V3Saper + Y EF + FD? + DE) > (BC + CA? + 48B2) — @ 
由 定理 1 及 定理 2, 即 只 需 证 
T Lrs pdea p+ ean + + ) ahata oe) @ 
人 由 三 角形 恒等式 
名 a? + b? + è =2(p - 4Rr - r) 
E i d as 
ww be t ca + ab 7 2Rr'9 = Pr 
条 | 。 不 等 式 @ 等 价 于 
ËI (R -2r)p2 + 2/3r2p > Rr(4R + r) ®© 
由 格雷 特 森 不 等 式 
p: > 16Rr - 52 @ 
@ mna 
p> 3V3r @ 
要 证 式 @ 成 立 只 需 证 
(R -2r)(16Rr - 5r?) +2V3r2 .3V3r > Rr(4R + r) @ 
但 由 于 


(R -2r)(16Rr ~ 52) +2V3r2 .3Y3r - Rr(4R + r) = 

12R2r ~ 38Rr2 + 28r3 = 

2r(R -2r)(6R - 7r) > 0 
知 不 等 式 @ 成 立 ,从 而 不 等 式 @ 成 立 . 从 以 上 证 明 过 程 不 难看 出 , 当 且 仅 当 
A ABC 为 正三 角形 时 式 Q 取 等 号 . 

定理 6 设 D,E,F 分 别 为 人 4BC 的 BC,Ch4,4B 边 上 的 分 周 中 点 ,R,r 分 

IA A ABC 的 外 接 圆 和 内 切 圆 的 半径 , 且 记 和 4BC 的 三 边 长 BC = a, CA = b, 
AC = c, 则 


DE + EF + FD > (a + b + c)(1 - Z) © 


等 号 当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 成 立 . 
证 明 ”从 E,F 分 别 向 直线 BC 引 垂 线 , 垂 足 分 别 为 M,N, 则 有 
EF > MN = a - (BFcos B+ CEcos C) 
同 理 有 
FD > b - (CDeos C + AFcos A) 
DE > c - (AEcos A + BDcos B) 
将 以 上 三 式 的 两 边 分 别 相 加 ,并 将 BD = AF = p-c,CD = AF = p- b, 


CE = BF = p - a 代 人 得 
DE + EF + FD > a + b + c — acos Á — bcos B — ccos C 
而 acos A + bcos B + ccos C = 2Rsin Acos A + 
2Rsin Bcos B + 2Rsin Ccos C = 
R(sin 2A + sin 2B + sin 2C) = 
R.3E = (a+b+e)% 
RAR @, 即 得 不 等 式 O. 
由 欧 拉 不 等 式 R > 2r, 容 易 得 到 
推论 DE + EF + FD z p 
进一步 ,可 以 得 到 
定理 7 条 件 同 定理 6, 则 
(DE + EF + FD: > a +6? + e) 


等 号 当 且 仅 当 A ABC 是 正三 角形 时 成 立 . 
证 明 《不等式 QD 等 价 于 


DE + EF + FD > 2 = 
由 三 角形 恒等式 ; 
a? + b2 + è = 2(p2 - 4Rr - r°) 
则 不 等 式 @ 等 价 于 


(DE + EF + FD: > Z -4R ~ P) 


这 样 ,根据 式 @, 要 证 式 @ 只 需 证 
eR =r) > $o -4Rr - r?) 


即 H(p?) = 8p2(R - r) - 3R2(p? - 4Rr — °) = 
(8(R - r) - 3R2)p2 + 
3R2(4Rr + r) > 0 
车 8(R - r} > 3R?, 则 上 式 显然 成 立 ; 


@ 


# 8(R - r) < 3R?, 则 根据 格雷 特 森 不 等 式 ;p? < 4R? + 4Rr + 3r, EE 


式 @, 只 要 证 不 等 式 H(4R2 + 4Rr + 32) > 0. 现 计算 
H(4R2 + 4Rr + 3r)? = 8(4R2 + 4Rr + 37)(R- r}? — 
3R2(4R2 + 2r°) = 
2(10R4 - 16R3r - 7R2r2 - 
BRr? + 12rt) = 


NO 
ON 


CI- ETETE] 


NO 
AN 


e E mmn 8 TONE E] 


几何 瑰宝 


2(R -2r) + (10R? + 4R2r + R2r - 6r3) 
由 欧 拉 不 等 式 R > 2r, 上 式 显然 非 负 ,从 而 不 等 式 四 ,@ 和 @ 成 立 . 
更 进一步 ,我 们 可 以 证 得 更 强 不 等 式 


(DE + EF + FD) > HO + b + 03) 
读者 可 仿照 定理 7 的 证 明 过 程 证 明之 . 


必 三 角形 内 一 点 的 投影 三 角形 定理 


以 三 角形 三 条 高 的 垂 足 为 顶点 的 三 角形 常 称 之 为 垂 足 三 角形 ,现在 将 此 概 
念 作 一 推广 .从 平面 上 一 点 P 向 OABC KUFER, EEX 41, B1, Ci 且 不 共 
线 , 则 称 公 41B81C1 为 点 P 关 于 A ABC 的 投影 三 角形 ,或 一 阶 投影 三 角形 .点 P 
关于 AAB C 的 投影 三 角形 AAB C 称 为 二 阶 投影 三 角形 , 点 已 关于 
AAB, C 的 投影 三 角形 称 为 三 阶 投影 三 角形 .中 

定理 1 AAB, C A ABC. 

证 明 MA PIF OABC 内 部 时 , 它 也 位 于 
会 41BiCl 内 部 ， 从 而 也 位 于 ABC 和 
全 43BsC3 内 部 . 

如 图 2.209, 设 a = Z BAP,a = Z PAC, D, = 
LCBP,B = LPBA,Y! = LACP,Y = LPCB. 因 
P,B1,4,C1i;P,C1,B,A1;P,A1,C,Bi 分 别 四 点 
共 圆 ,得 到 

Ai = B+ yB = Y+ ar =a+hB(*) 

仿 此 可 得 如 图 2.210, 有 

A = Y+, B, =a +y C = B+ aj 
Ay = a+ = A,B; = B+ = B,CG; = y+ = C 
所 以 和合 43B3C3cm 和 4BC 

HA P fk A ABC 外 部 时 ,把 前 面 的 角 看 做 有 向 角 , 上 述 证 明 仍然 成 立 ， 
详细 证 明 过 程 从 略 . 

定理 2 若 点 P X 公 ABC 的 投影 三 角形 是 AAB C. 

(1) 4 P š A ABC 的 内 心 或 旁 心 时 ,P 是 AA B C 的 外 心 . 


加” 续 铁 权 ." 垂 足 三 角形 "的 几 个 性 质 [了 ]. 中 学 数学 月 刊 ,1997(10):14-15、 


(2) 8 P Jš AABC 的 外 心 时 ,四 是 罗 4 BC 的 重心 

(3) 当 己 是 人 4BC 的 垂 心 时 , 若 A ABC 是 锐角 三 角形 ,P 是 人 41B1C1 的 
内 心 ; 若 A ABC 是 钝 角 三 角形 ,P 是 AAB C 的 旁 心 . 

证 明 ”只 证 (3) 中 公 4BC 是 钝 角 三 角形 的 情形 ， £ 


WEA 2.211, Z BAC EPESA, P 是 A ABC 的 重心 , 则 P > p 
TE AABC fl AA, B, Ci 的 外 部 ,在 人 Bi4i Ci 的 内 部 ， Q 
易 证 

LBIAIP = 人 PBC = PGB, = Z GAP B g 


LBICIP = LBIAP = LAAC = 
LACIC = 人 DCIP 
k P È AAB C 的 旁 心 . 
定理 3 $ P OABC 的 布 罗 卡 尔 点 , 则 它 也 是 投影 三 角形 AA B C 的 
布 罗 卡 尔 点 ,这 两 个 三 角形 有 相同 的 布 罗 卡尔 角 w, AAB C co A BCA, TD 
比 是 sin w. 
证 明 由 mo = B = 1 = o K(*),A = B+ 22 = B+ B = BAA 
B, =C,C = A,Ék AA BIC, O A BCA. 
如 图 2.212， 易 证 ZPA:B, = 一 PBIC = A 
PCM4i = LPAB = Z PBC = 人 PC4 = o ,W| P ti, 
Ë AAB C 的 布 罗 卡尔 点 ,这 两 个 三 角形 有 相同 的 x, 
布 罗 卡 尔 角 o. 
固定 人 4BC, 将 人 A181C1 绕 点 P 旋 转子 -ow, 施 ” ame 
转 方向 与 A ABC 顶点 绕 行 方向 相反 , 设 41, Bi, Ci 依 图 2.212 
KERK A,B,C, AAB Ci 变换 为 AA'B'C'. M] A,B,C 分 别 落 在 PB, 
PC, PA 上 ,如 图 2.213 所 示 . 显 见 4'B8' // BC, B'C' // CA, C'A' // 4B. 由 此 可 见 


图 2.211 


NO 
oN 


(m)rgao<— a zmos sm = 


几何 A 瑰宝 


NO 
AN 


AAB, Ci 经 相似 变换 变 为 A BCA 时 ,P — P, A1 一 
B, JAT A AB, C, $5 A BCA 的 相似 比 是 5 = sin o. 


z 定理 4 界 心 J X: T AABC 的 投影 三 角形 
E| ABPC 的 面积 8 = 页 (1 -页 )3.@ 
9 证 明 ZE AABC 中 , 易 知 
Ë a = (et + eot $)rp-a = 4 
xm un 
š 由 界 心 J, 的 性 质 定理 1 得 
(Ë) Ajy a 
hD p-a 
Al, Arat Cya 
@ 故 Jip = tn2(cot2 + eot 2) = 
B. € 
1 — tan > tan 5 
Ç 
tan 2 tan > 
RD B., amt 
从 而 ap = tan > ° tan Z 


如 图 2.214, $ Jı Æ J,A L BC, JiB’ L AC, 
JC LAB,A',B',C HER, JA = ho hB' = 
hz, JıC' = hy, 8t A ABC HJW BC , CA, AB 上 的 高 分 别 
H hashisho JF AK = ha. M 

A JiDA' ^ AADK 


BA _ hD 
w AK 7 AD 
Bp h = tan + an Š 
故 h = tan Rian Eh, 
同 理 ha = tan an A hu hs = tan tan P h, 


ARAB ,人 三 BC A J CA 的 面积 分 别 记 为 51, Sa, S3, 
S' = Si + S; + Ss 


O 孙 哲 .三 角形 * 界 心 " 的 性 质 [中 -中 学 数学 ,1995(9):23-24- 


Si = T hibasin(180 - C) = 


二 an 如 an 人 tan 人 an 二 Bhasin C = 


C 49 
psum a ysin C( 因 tan tan Zian 


C 
2 
sin L 

" q 4S pr 

2p C ` 4R2sin Asin B 


cos 了 


- 2sin Ecos € = 


mE 
se 2S 32 1 cos Ç 
2R ` sin Asin B = 2 大 "am Asin B 


_ .Sr l-cosA Sr . (1 ~ cos B) 
同 理 S 2R? sin Bsin C° 53 = 2R ` sin Asin C 
s l- cos C , l- cos À 1 —cos B 
则 -i Asin B + sin Bsin C + sin Asin C) 
又 cos À cos C cos B _ 2 
sin Bsin C + sin Asin B + sin Asin C 
1 1 1 
及 sin Bsin C + sin Asin C + sin Asin B = 
sin A + sin B + sin C _ 
sin Asin Bsin C 


推论 segs 


证 明 BAR > 2r ME <t 


a-p > Fü - 1) 


即 J>ġ4a- w 


故 s <1s 
定理 5 点 与 投影 A DEF 的 重心 重合 的 充 要 条 件 是 PD : PE : PF = 


NO 
ON 


(me)r-pao<— axgs=xr—= 


Rempeg mimi 8 anak 


a:b:e.D 

证 明 ” 先 看 两 条 引 理 : 

引 理 1 将 三 角形 的 重心 与 三 顶点 相连 ,这 三 条 连 线 将 三 角形 面积 三 等 
分 ,其 逆 也 成 立 . ( 见 三 角形 重心 性 质 定理 ) 


引 理 2 ”一 条 对 角 线 将 圆 内 接 四 边 形 分 成 两 个 三 角形 ,每 个 的 面积 等 于 两 
边 与 (x - 对 角 ) 的 正弦 之 积 的 一 半 . 


如 图 2.215, 设 点 P E: A DEF 的 重心 ,于 是 就 有 人 
Sappe = Sagpr = Seppp £ £ 
RÆ PD - PEsin(180° - C) = 
1 š D S 
7P ，PFsin(180? - B) = 
图 2.215 
x PE - PFsin(180 - A) 
由 这 关系 可 以 得 到 
PD sin4 
PF ` sin C 
PD _ sin À 
PE sin B 
PE _ sinB 
PF ` sin C 


将 正弦 定理 用 到 2 ABC ,可 以 得 到 比例 式 
sin Å : sin B:sn C =a:b:ec 
再 结合 上 述 三 个 比例 式 , 有 
PD : PE : PF = sinA:sinB:sin C =a:b:c 
反之 ,车 有 PD : PE : PF = sin 4 : sin B8 : sin C, 那 么 ,由 此 可 以 推出 
PD : PE = sin A : sin B EË PD sin B = PE - sin A 
对 它 两 端 乘 以 PF 的 一 半 就 得 到 
É PD - PFsin B = + PE PFsin A 
即 SAk Sa pi 
类 似 地 有 Saro = Sapoe, AMIS Sapo = Sappr = Sapgp 
据 引 理 1, 即 点 已 是 人 DEF 的 重心 . 
定理 6 ”点 是 它 的 投影 三 角形 的 重心 的 充 要 条 件 是 等 式 所 = PE = PE 
成 立 ,其 中 has hs, he 是 AABC 的 高 . 


O 赵 景 春 .三 角形 中 的 “投影 点 ”与 “四 心 点 " 的 关系 [] .中 学 数学 1992(6):42-45. 
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证 明 ” 设 点 是 它 的 投影 三 角形 的 重心, 据 定理 5, 可 以 得 到 P28 = 是 ,但 


从 面积 公式 方 ah。= S Rp bh = S 可 以 推导 出 各 = 全, 与 前 一 比例 式 一 起 得 
到 PD h, = PE > h. ZWA PD -ha = PF h, FË 
PD ° h, = PE ` hb, = PF > h, 
反 过 来 ,如 果 上 面 这 最 后 的 等 式 成 立 . 倒 推 回去 ,可 以 得 到 


PD _ sin À 

PE sin B 
再 得 到 PD > sin B = PE + sin A 
WARI PF ,得 

Ñ PD + PFsin B = Ñ PE + PFsin A 

即 Sappr = Saper 
同 理 Sappr = Sapoe 
则 Sapor = Saper = Sapoe 


由 引 理 1 的 逆 命 题 得 到 P 是 ADEF 的 重心 . 

定理 7 WMR A ABC 是 直角 三 角形 (8 = 90),P 与 投影 人 DEF 重心 重合 ， 
那么 ,点 B, P, E RREH BP = PE. 

证 明 WME 2.216, ADEF 是 点 P 的 投影 三 角形 ,P 又 4 
是 人 DEF 的 重心 , EM 是 人 DEF 的 一 条 中 线 , M 是 DF 的 中 
点 ,因此 ,B,MM,P,E 四 点 都 在 一 条 直线 上 ,但 pp L BC， 
PF | 48, 所 以 BDPF 是 矩形 , M 是 矩形 对 角 线 DF 的 中 点 ， pl 
故 BP 亦 是 对 角 线 , 即 有 BM = MP, 则 EP = 2PM = PB. a 

定理 8 ”如 图 2.217,0 是 个 4BC 的 外 心 ,三 角形 内 一 点 
P 的 投影 三 角形 为 ADEF, it OP = d, 那 么 有 关系 式 

R: -ad 
Saper = aR Some 

证 明 ”联结 EM ,联结 CP 并 延长 交 圆 0 FG. P,E, 
C,D 及 P,E,h,F 分 别 共 圆 , P4 ,PC 分 别 是 共 点 圆 直 
径 , 就 有 关系 

DE = PCsin C, EF = Phsin A, LDEF = Z PAG 


MJ Saner = + DE - EFsin Z DEF = 


NO 
AN 


(ajro ao. aE === 


NO 
ON 


penrem arma 


A f 现 = 


Ñ PCsin C > PAsin Asin Z DEF 
BEREM, A PAG 中 有 


PA __ PÇ 

Sin G = sin Z PAG 
则 Phsin Z PAD = PGsin G = PGsin B 
从 而 Sapir = $PC * PGsin Asin Bsin C 
由 圆 守 定理 及 正弦 定理 知 

PC: PG = Rè- d,sin A = ZK ,sin B = 起 
所 以 Saner = 二 ( 肥 ~ d?)sin Asin Bsin C = 
R- e 
jæ - d?) 和 2 2R -sin C = C Same 


注 ”此 定理 表明 ;三 角形 内 一 点 P 的 投影 二 角形 的 面积 ,与 点 P RTIRAR 
例 ， 

推论 1 投影 三 角形 的 面积 为 一 定 的 点 的 轨迹 ,是 一 个 与 外 接 圆 同 圆心 的 
圆 ,在 外 接 圆 内 的 点 ,外 心 的 投影 三 角形 面积 最 大 ， 

推论 2 ”三 角形 外 接 加 上 的 点 的 投影 三 角形 面积 为 零 . 

推论 3 AABC 内 一 点 P 的 投影 三 角形 的 外 接 轩 半径 + = ae o 
其 中 0,R 分 别 为 A ABC 的 外 心 ,外 接 贺 半径. 

事实 上 ,由 Saoer = DE 8 加 及 DE = PC sin C 等 三 式 即 推 证 得 . 

我 们 还 可 得 到 结论 : 延长 AP, BP, CP 分 别 交 A ABC 的 外 接 贺 于 A, Bi, 
C1, 则 会 41B1C1 与 p 关 于 公 4BC 的 投影 三 角形 ADEF 顺 相似 . 

定理 9 ” 自 公 4BC 所 在 平面 内 一 点 P 向 三 角形 三 边 作 同 向 等 角 69 的 射线 ， 
分 别 交 边 BC, CA, AB FAA, Bi, Ci. U OABC 外 接 圆 0 的 半径 为 R, OP = d, 

Saane, jR- dl 

则 Saase © 4R2sin2g ` 9 

证 明 ”如 图 2.218, 当 点 P # AABC IR, ZPA, B = 人 PBIC = 人 PCI4 = 
9, 延长 CP ZNO 于 也 ,联结 AD , AP. 

由 题 意 知 点 4, C 已, B. HA, H EKER 
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NO 
ON 


ne, = Pin A 


PCsin Ç 
同 理 AB, = ng 


又 LBAD = LBCP = ZA,B,P,ZPB,C, = 
Z PAC, , HJ 
LABIC! = ZA B P + Z PBO, = 
Z BAD + Z PAG, = LPAD 
{E APAD 中 ,Phsin Z PAD = PDsin D, 而 LD = 人 B, 即 
PAsin Z PAD = PD + sin B 
从 而 Saano, = AAB) ° BiCisin ZAB, C; = 
PA PC 
2sin20 
PC + PD 
2sin20 
设 MN 为 过 0,P 的 直径 , 则 
PC - PD = PN * PM = (R - d)XR + d) = R - d2 
又 因 Saase = 2R?sin Asin Bsin C, 则 
Saa BC _ R: d: 
Sac ~ 4R2sim0 
HA P fE A ABC 的 外 部 时 ,如 图 2.219 所 示 ,类 似 可 
证 得 


[e)r ga o<— amma gm = 


sin Asin Csin Z PAD = 


sin Asin Bsin C 


SAA)B,C, P. d- R 
Saase ”4R2sin20 


故 定理 9 得 证 . 
S. 
推论 50 = 90" 时 ,有 -09 = HEE ie 
即 为 定理 8. 


定理 10 i% PH AABC 内 部 任 一 点 ,过 已 作 BC, C4,48 HER, EER 
别 为 D,E,F, 设 A ABC 的 外 接 圆 半径 为 R, 则 
Sapac* PA? + Sapa * PB? + Sapa © PC2 = 4R2SApEr 
证 明 ”如 图 2.220, 设 人 4BC 的 三 边 长 分 别 为 a,b,c,PD = u,PE = v, 
PF = w, 由 正弦 定理 ,有 


x KON 
Bp a ° PA = 2R- EF A 
同 理 有 b- PB = 2R - FD,c- PC = 2R- DE P P 
从 而 SApac * PA? + Sapca © PB? + Sapa ` PC? = 
E F auPA? + 去 boPB2 + 二 cuPC2 = , k ` 
£ R(uPA . EF + vPB + FD + wPC - DE) PA 
名 因 点 4, 正 , 己 , 已 共 圆 , 则 
É PA ° EF = wAE + vAF 
D 即 uPA + EF = wuAE + wAF 
š ES vPB : FD = wBD + wBF,wPC - DE = wuEC + wDC 
(EJ 则 uPA * EF + sPB - FD + wPC + DE = wo( BD + DC) + 
wu(AE + EC) + w(AF + FB) = 
wva + wub + uve 
@ 从 而 Sappe * PA? + Sapca * PB? + Sapa * PC? = R( woa + wub + uve) 


又 由 Sar = 二 wusin B+ 二 wsin A+ 二 wosin C = 
起 (we + wub + uc) 


故 Sape © PA? + Sapa ° PB? + Sapu * PC = 4R:SA pepe 

定理 11 如果 投影 点 P 与 任意 A ABC 的 重心 相 重合 , 必 有 下 面 的 等 式 成 
t. 

O) di: h: da = E: È: Ady, dz, ds E P #|= 36898). 


ab + bc + cd 
Q) R = d, + d; + d) 


证 明 (1) 因 忆 是 全 4BC 的 重心 ,如 果 作 高 线 4H1, 则 PD // AH, B. d, = 
Lh EE d = 十 及 ,ds = 二 ,由 此 可 得 到 


1 1 1 
di: dr: dy = 3 ha: q h: 3h = 


2S.2S.2S 1. 1.1 
和 


(2) 由 于 和 欲 证 式 中 出 现 的 元 素 , 由 (1) 可 知 
di + dz + d3 = +O, + h + h.) 


2S,1 1 1 2S . ab + bc + ca 
或 者 3a t3to)= 3 abe (S = Sac) 


Treasure 、\Geamety 


但 由 平 几 知识 可 得 R = 4 ,将 上 式 代入 得 


R= ab + bc + ca 
= 6(d, + dz + d3) 


定理 12 # AABC 为 直角 三 角形 (B = 90), A P SEWERA, IA 


Sappr = Sappe + SAPEF 


证 明 ”如 图 2.221, 因 P 为 Rt 人 4BC 的 重心 , 故 A 
Ka — A -GE 
PD = $° PF = 3 ,PE = 94 ~ 
于 是 Fl 
A 
Sarr = y 3 3 “18 N c 
1 本 
Saroe = > PD > PE » sin C = $g ° sin C 图 2.21 
2 
Sarr = PE PF ` sin A = Gf: sin A 
故 Saroe + Saper = 和 区 (esinC+o'sin4) = 


cr .CC GE) ae . b _ ac 
igb(e “b+ob)=185° 6 


定理 13 WMR P 与 人 4BC 的 外 心 相 重 合 , 则 有 
(1) Ahadi + had, + hd) = a? + b? + è. 


Oih h Bid 

(3) c(d + dx) + b(di + d>) + c(d3 + di) = 2pR( 其 中 p 是 公 4BC 的 半 
周 长 ). 

(4) di + d; + ds = R + r. 

证 明 ”如 图 2.222, (1) P 是 外 接 圆 圆 心 , 作 PD 上 
BC, 又 由 图 周 角 与 贺 心 角 关 系 知 


LDPC = ZA 
故 di = PD = $a- cot A 
由 此 得 
25. 
hadi = — ， eot 4 
或 hadı = Saapgceot A D 


又 由 余弦 定理 ,有 ( Sam 简写 成 5) 


NO 
AN 


(anjn aoa xu = =— =s 


ws 
ON 


= .| 


n 何 W 


a? = b? + c? — 2bceos À = 
B? + o? ~ 2besin A SoA _ 
sin A 
b? + c? — 4Scot A © 


由 O,@ 推 得 
had; = Ha +2- a2) 
同 理 还 有 
hd = Lla? + è- P), heda = Lats 到- o) 
这 三 个 等 式 相 加 ,就 得 
Alhadi + hdz + hd) = a? + b? + 22 


a 


(2) 易 知 tan A = 2, 
1 


y sb S PE S 

同 理 还 有 2d; = tan Bid, = tan C 

在 Ah4BC 中 ,tan A + tan B + tan C = tan A +° tan B .tanC, 因 此 
aE + + $) = San A + tan B + tan C) = 


Stan Atan Btan C = 
8. -4 .bc _ abc 
34, ` 2d; ` 24, “= ddsds 
(3) 因 四 边 形 DPEC 内 接 于 圆 , H FER R E Bi“ B| jq PRE BS H XF 38 
积 之 和 等 于 两 对 角 线 的 乘积 ";PD ， EC + DC- PE = PC- DE 或 上 db + 


Tha = 去 有 .类似 地 ,有 


Faic + Faa = 4r 
以 及 The + 二 ds5 = Jra 
这 三 个 等 式 相 加 就 得 


a(d + d3) + b(dı + ds) + c(dı + dz) = R(a + b + c) = 2pR 
(4) 将 上 面 最 后 这 个 等 式 改写 成 


ate, gege 


还 可 以 写成 
Rp = (dı + dz + d)p - Y (dha + dab + dye) = 


(di + dz + ds)p - (Sappe + Sacra + Saare) = 
(dı + dz + d3)p - Saasc = (d; + dz + dy)p = pr 
所 以 有 di+d,+dy = R+r 
定理 14 ABC 内 的 点 已 ,如 果 满足 条 件 PA : PB : PC = ha: h: h 38 
么 ,投影 三 角形 是 正三 角形 . 


证 明 ”如 图 2.223, 公 DEF 是 点 P 的 投影 三 角 A 
形 ,所 以 D,P,F,B 四 点 共 圆 , BP 是 共 点 圆 的 直径 ; E 
同样 , CP ÈD, P, E, C 四 点 的 共 点 加 的 直径 .由 正弦 E 
定理 , 易 知 有 
DE DE 4 g. =S 
PB = sn B'PC = sinC 图 2.223 
则 PB _ DF .sinC 
PC DE sinB 
另 一 方面 有 sin C = fè ,sin B = 能, 代入 上 式 有 
PB _ DE h 
C ~ DE h 
x EB = B, 34921 DF = DE. 关 似 地 可 得 到 DE = EF, 所 以 DEF 是 
等 边 三 角形 . 


定理 15 ”点 的 投影 A DEF 是 正三 角形 当 且 仅 当 等 式 ahP = bBP = cCP 
RL. 
证 明 设 全 DEF 是 正三 角形 .在 四 边 形 AFPE , BDPF , CEPD 的 外 接 圆 中 ， 
线段 AP, BP , CP 相应 的 是 直径 , 据 正 弦 定 理 可 推出 


FE DF 
AP = i ABP = Gn B 
AP sinB b 
于 是 有 BP sin4 a 
即 aAP = bBP 
7 ajy AP sinC _ c 
类 似 地 可 以 证 明 C5 = sin 4 = < D 
aAP = eCP 
故 a4P = bBP = cCP 


反之 , 设 有 上 面 的 等 式 成 立 , 我 们 再 次 利用 关系 式 AP = ËF pp = 


NO 
ON 


(e) oao Z ==— = 


NO 
ON 


riska B mase 8 IDEK 


He: 


几何 ”瑰宝 
aEF _ bDF 
sin 4 sin B 


与 定理 14 类 似 的 ,就 可 得 到 EF = DP, 再 类 似 的 可 以 推出 DF = DE, 即 有 
DE = DF = EF, 从 而 ADEF 是 正三 角形 . 


他 三 角形 的 正则 点 定理 


如 果 A ABC 所 在 平面 内 一 点 关于 三 边 所 在 直线 的 对 称 点 构成 正三 角形 ， 
则 称 该 点 为 A ABC 的 对 称 正 则 点 , 我 国学 者 简称 为 正则 点 , 特别 地 记 之 为 
Z.0096960 在 一 些 书籍 中 也 叫做 等 力 点 . 

定理 1 设 点 Z 在 全 48C 三 边 上 的 射影 分 别 为 D,E,F, 则 公 DEF 为 正三 
角形 的 充 要 条 件 是 Z 为 2 ABC 的 正则 点 . 

证 明 ”如 图 2.224, 设 Z 关于 BC, CA , AB 对 称 点 分 
别 是 A.B. C WL D,E, F 23 ZA , ZB, ZC 中 点 ， 
则 


aal 1 a S 
DE = ZZ, EF = 7 2223, FD = > Z321 


因此 ,入 DEF 为 正三 角形 的 充 要 条 件 是 人 4'B'C' 为 正三 人 
角形 即 Z 为 正则 点 . 图 2.224 

这 样 , 关 于 OABC 正则 点 的 有 关 问 题 就 可 以 化 为 点 的 投影 三 角形 问题 的 
讨论 ， 

定理 2 ”点 Z 为 公 4BC 正则 点 的 充 要 条 件 是 

ZA ` BC = ZB + CA = ZC > AB 
证 明 i Z 关 于 三 边 BC,CA,AB 的 对 称 点 依次 为 4',B',C', 则 
Z 是 正则 点 — A A'B'C' 为 正三 角形 二 
A'B = B'C = CA (=) 
如 图 2.224, 设 Z4' % BC + D , ZB' 交 4C FE, ZC 32 AB FF, WHA, F, 
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Z, E 四 点 共 圆 , 由 正弦 定理 知 


EF 
ZA = ind 
DE 
同 理 ze = Dp Zc = DE, 
于 是 (*)ebE = EF = FD 


ZC - sin C = ZA - sin À = ZB + sin Be 
ZC > AB = ZA : BC = ZB > CA 
定理 3 ”三 角形 的 正则 点 对 各 边 的 张 角 与 该 边 所 对 角 的 差 相等 , 且 差 为 


证 明 Wk Z K: A ABC 形 内 的 正则 点 ,如 图 2.224 所 示 . 
注意 到 人 BZC = 和 BZD + Z DZC = ZX ZBA + Z ZCA + Z BAC. 
由 四 点 共 圆 可 得 
Z ZBA = ZZDF,ZZCA = Z ZDE 
则 Z BZC - LA = LZBA + Z ZCA = ZX ZDF + Z ZDE = 6 
同 理 可 得 
Z CZA - ZX B = LAZB - ZC = 6DP 


注 (1) 当 正 则 点 Z fE A ABC 内 时 ,由 定理 3 得 人 42B = 6P + ZA < 180, B| ZA < 

120 ,等 等 , 即 有 
max|A, B, C| < 120 

(2) 当 正则 点 2 在 入 48C 的 某 边 上 时 , 则 该 边 所 对 角 是 120, B. Z Jš 120 角 的 平分 线 与 
对 边 的 交点 ,如 图 2.225 所 示 . 

(3) 当 正则 点 Z fE A ABC 外 时 , 则 maxt4,B, C] > 120 ,不 妨 设 ZA > 120 ,此 时 定理 
3 中 的 张 角 Z BZC > 180, 40E 2.226 FEIR , Z BZC 视 为 按 首 时针 旋转 所 成 角 . 仿 以 上 证 明 可 
知 定理 3 仍然 成 立 . 


图 2.225 图 2.226 
定理 4 ”三 边 为 a,b,c 的 三 角形 的 正则 点 ,在 各 边 上 投影 所 成 正三 角形 的 


akate, (其 中 Sa 是 人 4BC 的 面积 ,A = Ja +b? 4 2 + 4/3SA) 


证 阴 不 妨 设 正则 点 Z 在 A ABC 内 . 设 等 边 A DEF 的 边 长 为 m, 则 
m _2Rm zc _m. 2Rm 
snB a ’ sinC c 


ZB = 


NG 
oN 


C- eE LEE 


NO 
oN 


Esa ËB msnm gara ma 


由 定理 3 可 得 
ZBZC = @&P + À 
H A BZC 中 ,由 余弦 定理 得 


Ë ge 
(2Rm)2(: + -部 5os(60 + 4)) = a? 


而 eos(60 + A) = Loos A -sin A = 
bt c2 - a? -4V3SA 
Abc 
abe 2S 
故 m=z a 
推论 设 2 是 入 4BC 的 正则 点 , 则 ZA = È, ZB = 名 ,ZC =, 
推论 2 ” 设 Z,F DJE A ABC 的 正则 点 和 费 马 点 . 若 4 = 60, 则 ZA = 
FA. 
由 费 马 点 的 性 质 , 有 
FA = 2V3bcsin(6OP + A) 


3A 


M A = 6p 时 , = $ = ZA. 
推论 3 设 公 4BC 的 三 边 BC, CA, AB 上 的 高 分 别 为 h,hs,h。,2 是 正则 


AMZ -2 组 -2 


W, S E e 
事实 上 ,由 ah, = bhy = che = 25a Ñ aZA = bZB = ¿ZC = S° 即 得 . 
推论 4 三 角形 的 内 心 与 正则 点 距离 的 平方 等 于 2 全 8. (其 中 8 = ab + 


bc +ca — LO + b? 4 2 + 4/3Sa)) 
事实 上 ,由 内 心性 质 可 知 ,任意 点 P 到 A ABC 内 心 1 距离 的 平方 是 


PP = aPA? + bPB? + cPC? - abc 


a+b+c 
y abc 
当 P 是 正则 点 时 ,由 推论 1 及- 一作 = 2Rr 得 
zp = 2Rr(ob thes ca) aR = 288 


Ë 由 于 ZP >0, 则 8 > 0, 即 
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ab + be + ca m ICa + P + @ ANSA) 


此 即 著名 的 芬 斯 勒 - 哈 德 威 格 不 等 式 ， 

定理 5 设 OABC 的 正则 点 在 各 边 上 投影 所 成 正三 角形 的 边 长 为 m, 则 
3Y3r <3m < p.( 其 中 p 和 7 分 别 是 人 ABC 的 半 周 长 和 内 切 圆 半径 ) 

证 明 ”由 定理 4, 得 


à = FVat tts < 


Yaba keras < | Gla + b + e) = FR 
由 定理 4 知 ,正三 角形 的 边 长 
2 5 


人 
XH f > 6r, 则 
2Sa Sa p 
ma tt 
故 3V3r < 3m < p 


定理 6 ”所 设 同 前 , 则 6r < 2 < 3R. 
证 明 "4 A ABC 最 大 角 不 大 于 120 时 ,有 


A -2y a+ b+ 2 + 4/3SA 
4 A ABC 的 最 大 角 大 于 120 时 ,不 妨 设 4 > 120 .分别 
以 A ABC 的 三 边 为 边 向 形 外 作 等 边 三 角形 :入 BDC， 
ACEA,AAFB, 则 直线 AD, BE, CF 相交 一 点 F, 如 图 


2.227 所 示 , 且 
F'B + F'C —- F'A = AD = BE = CF = 


-2y a? 4 82+c2+4yY3SA 


因此 ,和 48C 中 


à > k Bafa h, Bifa hbe 


于 是 Am +h +h) + (a +b +O) 


而 9r < ha +h +h < latba o) < SRM 


6r <à < 3R 


NO 
oN 


C- ee EEEE 


Fine Bn B arma 


n fm = 宝 


为 了 说 明 前 面 的 À 和 讨论 后 面 的 问题 ,看 两 条 引 理 : 
引 理 1 车 好 关于 边 BC,C4,4B 的 对 称 点 为 4',B',C', 则 人 4'B'C' 的 各 
内 角 大 小 为 
A' = ZBMC - A,B' = ZAMC - B 
C = LAMB - C 
证 明 ”如 图 2.228, 由 轴 对 称 的 性 质 知 < BMC = 
LBA'C,LABC = 2B,ZACB' = 2C, H AA'BC 及 
A ACB' 都 是 等 腰 三 角形 , 则 
LB'A'C' = ZBA'C - (LBA'C' - ZCA'B') = 
LB4C' -二 (18 -28) -二 (180 -2C) = 
LBA'C - 180, B + C = 
ZBA'C - (180 — B - C) = ZBMC - A 
另外 两 式 同 理 可 证 . 
由 引 理 1, 又 可 推 证 定理 3: 如 图 2.229, 若 Z 是 
2 ABC 的 正则 点 且 在 三 角形 的 内 部 , 则 人 BZC = A + 
60, LAZB = C + 6, ZAZC = B + OREH A = 
B' = C' = 66 RAZI 1 即 可 ). 
引 理 2 ”任意 公 4BC 中 , 若 角 4,B,C 所 对 的 边 依次 
a,b,c, W 图 2.229 
a? + b? ~ 2abcos( C + 6@) = b? + c? - 2bccos( A + 6P) = 
c? + a? ~ 2cacos( B + 60) 
证 明 要 证 a?+ 2 — 2abcos( C + 60°) = b? + c? — 2bccosl A + 6f), R 
要 证 


a? ~ c? = 2abcos( C + 60) -2bccos(4 + 60) 
即 sin4 - si? C = 2sin Asin Bcos( C + 60) - 
2sin Bsin Ccos( A + 60) (*) 
式 (* ) 右边 = 2sin Asin B(cos Ccos 60° — sin Csin 60°) — 
2sin Bsin C(cos Acos 60? ~ sin Asin 602) = 
sin Bsin Acos C ~ sin Coos Asin B = 
sin B(sin Acos C ~ cos Asin C) = 
sin Bsin(A - C) 
式 (*) 左 边 = (sin A + sin C) » (sin A — sin C) = 


A+C o A=C. y A+ Cu A= C 
2 cos A + 2eos tsin >E = 


2sin 


TNS Geometry 


sin(4 + C)sin(A — C) = sin Bsin(4 ~ C) 

从 而 式 ( * ) 成 立 , 原 等 式 的 前 半 部 分 得 证 ,后 半 部 分 同样 可 证 . 
以 下 将 多 次 使 用 这 个 等 式 , 故 将 该 常数 记 为 2?, 即 

À? = a? + b? - 2abcos( C + 60) 
定理 7 # AABC 的 最 大 内 角 为 4, 则 
(1) 当 A < 120 时 ,三 角形 内 部 存在 唯一 一 个 正则 点 ， 
(2) 当 4 = 120 时 ,在 最 长 边 上 有 了 唯一 一 个 正则 点 ， 
(3) X A > 120 时 ,正则 点 位 于 三 角形 的 外 部 . 
证 明 (1) 若 人 4BC 的 最 大 内 角 4 < 120? ,如 图 2.230 所 4 


示 . 令 BC = a,CA = b,AB = c. n ; 
第 一 步 : 任 选 一 点 Z' , 作 射 线 2'4' ,2'B',Z'C' ,使 
LB'Z'C' = A+, ECZA = B + 65 


ZAZB' = C + 6P 
第 二 步 :在 射线 Z'4' ,Z'B' ,2Z'C' 上 分 别 截取 线段 Z4' = 
LZE = 十,2'C' = T RAAR C ,如 图 2.231 所 示 . 因 


1 1 1 1.2 L 
BC? = + 五 -2 gA + 60P) = 
TEAC + e? — 2becos( A + 60)) = 
hm À 
故 BC =i 
同 理 Ap = k. = È 
ab ac 


AA'B'C' 与 人 4BC 对 应 的 比 为 
AB XBC ANC A 


AB `“ abc’ BC ~ abc’ AC ` abc 


因而 AA'B'C' cO A ABC 
而 在 A AB'C' 中 , 因 

BC = 
24 B' = — * K = 3 
Be T 1.2 2 
2B AC tE ac ` abc 
re p -4.2 à 
ZS B c ab abc 

即 Z'A' :BC' = Z'B'- A'C' = Z'C'- A'B' 


故 Z' J AA B'C' 的 正则 点 .根据 相似 三 角形 的 性 质 , Z' 在 A ABC 中 的 对 应 点 


NO 
AN 


(m) gaa Zm a= = 


NO 
ON 


Esa B mia g 2—amida 


几 何 m 宝 


Z 也 是 A ABC 的 正则 点 ,存在 性 得 证 . 

车 AABC 内 还 有 另 一 个 正则 点 Z, , WJ 

LBZIC = 人 BZC(= A + 60) 

则 Z, 必 在 以 BC 为 弦 且 过 点 2 HME ,如 图 2.232 所 示 . 

3 Z EZO E, ZAZIC > B+60; 着 ZI 在 2B 上 ， 
则 过 4Z18B > C + 60P, 总 有 矛盾 . 故 唯一 性 得 证 . A 

(2) 车 人 4BC 的 最 大 内 角 为 4 = 120, 如 图 2.233 所 ,LE 
示 , 作 ZA 的 平分 线 交 BC FAZ, CRF AC 和 4B 的 对 
称 点 为 B 和 C', 显 见 BZC = 180 - 120 = 69, 且 图 2.232 
B'Z = C'2Z, 因 而 公 B'ZC' 为 正三 角形 ,2 REWA. B 

至 于 边 BC 上 的 另外 点 2 , 若 使 ZiB' = Z1C' ,只 á 
有 人 4 的 外 角 平 分 线 与 BC 的 交点 , 但 此 时 . 
LBZ C = 120, 不 是 正则 点 .另外 ,和 A4BC 的 内 部 无 ”2 € 
正则 点 是 显而易见 的 ,外 部 是 否 还 有 在 后 面 再 讨论 . 图 2.233 

(3) # A ABC 的 最 大 内 角 4 > 120, 如 图 2.234 所 
示 , 任 选 一 点 Z ENR ZA ,并 在 两 旁 作 AZB = C + 60, 人 A'Z'C' = 
B +60, WA 2.235 所 示 , 截取 ZA = Ze = Goze = 二 ,联结 得 
AABO. 


2 == N F 
8 7 c Y+ Z < 
图 2.234 图 2.235 


仿 (1) 可 证 明 AA'B'C cm A ABC ,而 且 Z' 为 全 4'B'C' 的 正则 点 ,2 的 对 
应 点 就 是 A ABC 的 正则 点 , 它 当 然 也 在 OABC 的 外 部 . 

此 时 ,我 们 也 得 到 : 若 OABC 的 三 边 为 a,b,c,2Z 是 它 的 正则 点 , 则 Z 到 三 
个 顶点 的 距离 为 


za = Ë be 
À V 好 +o-2bccos(4 + 60) 
zp = -= = 
à e + a- 2cacos( B + 6P) 
ab ab 
ZC = A = 


VE b? _ 2abcos( C + 60°) 


Geometry 


Treasure 


定理 8 
di, dz, d3, BI) 


记号 同 前 , 设 人 4BC 内 的 正则 点 Z 到 三 边 a,b,e 的 距离 依次 为 


di = Beinl A +6), dz = 多 sin(B + OF),ds = sinl + 60) 


证 明 ”参见 定理 7 中 的 图 2.231, 在 公 4'B'C' 中 , 记 Z 到 边 a' 距离 为 d"， 
则 对 全 8'Z'C' 运用 面积 公式 ,有 


tag, = 4 . + . Leina + 60) 
则 d', = SA + 60) _ sin( À + 60) 
可 a'bc Si A 


Ti AA'B'C o 和 48C, 相 似 比 为 站, 故 di = ear, RAMA. 
同 理 求 得 dz, ds. 


定理 9 非 等 边 和 48C 有 一 个 正则 点 2 满足 Zh = 如 ,ZB = Se, zc = b, 
则 这 个 三 角形 必 有 而 且 只 有 另 一 个 正则 点 Z',Z' 在 人 4BC 的 外 部 , 且 Z'A = 
E,zg = ZC = SË. (Q = V at + Ë = 2abeos( C = 69) 等 三 式 ) 

证 明 W A ABC 为 非 等 边 三 角形 ,并 设 4 为 其 最 大 内 角 ， 
B 为 最 小 内 角 , 则 4 > 60,B < 6. 

情形 1 车 4 - 6 > GD -8, 按 以 下 方法 构图 , 使 
ZB'0'C' = A-6, ZC'O'A' = 60P - 8, 如 图 2.236 所 示 , 并 
使 04' = 十 ,0'B' = 4,00 = L4 AABE WARRE 
理 知 


vv k | 二 人 全 
B'C? = i+ 3-2. 4 lA — 69) = 
-L (B? + ë ~ 2bccos( A -6p)) = 2, 
Pal WE- Oupa- =a 
则 BC -大 
i 
同 理 可 得 AB = | CA = 
， 
从 而 ow. we -时 
x 
OBAC =i 
DEADE 2 3 


多 


CETE EE] 


NO 
AN 


penei mga Baamiqa 


J f 8 < 


即 O'A' BC = 0'8 + A'C' = OC -A'B 
故 0' 是 公 4'B'C' 的 正则 点 , 且 在 AA'B'C' 外 部 . 
对 人 4BC 及 人 4'B'C', 又 
AB CC CA A 
AB 7 BC 7 CA "ah 
#k OABC A A'B'C' , N] 0' 的 对 应 点 ( 记 为 2 ) 必 是 入 46C 的 正则 点 ,当然 Z' 
在 A ABC 外 部 . 
情形 2 ”如 果 4 - 60 < 60 - 8, 先 作 角 60 - 8 ,如 图 2.237 
所 示 . 仿 上 易 求 得 
se = ,BC ,A 
其 余 证 明 完全 同上 , 略 . 
情形 3 如果 4 - 60 = 60 - B,BD 
À + B = 120 
则 C = 6° 
作 ZB'0'C' = 4 - 60, 并 截取 OC = 二 ,0'B Š 二 ,在 
0'B ERROA = 十 ,得 人 A'B'C', 如 图 2.238 所 示 ,可 求 得 


wœ a X pe X 
AC = PC = pe 


ple + b- 2abeos( C -60))( 因 为 C = 6) = 
A? 
a 
故 A'B' = 站 
其 余 证 明 亦 则 上 , 略 . 
以 上 分 类 证 明了 存在 性 ,唯一 性 的 证 明 统 一 如 下 : 
根据 前 面 的 定理 2, 点 Z 为 公 4B8C 正则 点 的 充 要 条 件 是 Z4 * a = ZB b = 
ZC，c, 故 
ZA 


b 
B7 a 9 


Te Geometry 

ZB < 

2C b © 
Zc a 

ZA c 9 


由 外 知 ,点 Z 在 以 4,8 为 基点 ,比值 为 上 HAREE. FEO, OW, EM 
点 必 是 三 个 阿 氏 圆 的 公共 点 ,而 三 个 圆 的 公共 点 至 多 有 2 个 , 故 已 知 的 Z RZ 
以 外 不 会 再 有 正则 点 , 故 Z 的 唯一 性 得 证 . 

至 此 ,我 们 已 经 完全 解决 了 正则 点 的 存在 性 及 个 数 问题 ,结合 前 面 的 讨论 
综述 如 下 ， 

(1) 正三 角形 只 有 一 个 正则 点 , 即 其 中 心 ， 

(2) 最 大 角 小 于 120 的 非 等 边 三 角形 ,内 部 外 部 各 有 一 个 正则 点 . 

(3) 最 大 角 等 于 120 的 三 角形 ,在 外 部 及 最 长 边 上 各 有 一 个 正则 点 . 

(4) 最 大 角 大 于 120 的 三 角形 ,其 两 个 正则 点 都 在 三 角形 外 部 . 

值得 注意 的 是 ,有 关 正 则 点 的 两 个 常数 ,可 改写 为 


a? = PLETE 


(其 中 S 为 人 4BC 的 面积 , >) 表示 循环 和 ), 易 见 22 恰好 是 费 马 点 到 三 个 项 点 
的 距离 之 和 的 平方 (参见 费 马 点 问题 中 的 定理 3)， 
定理 10 ETPA OABC 的 三 边 长 为 a,b,c, 它 的 两 个 正则 点 为 Z, Z, 


mzz = Babe, (其 中 = Var -zabal CrO) FERA = 


V a? + b? _ 2abcos( C - 600) 等 三 式 ) 
证 明 。 图 2.239, 所 反映 的 是 最 大 角 人 小 于 120, 最 小 角 4 
C 小 于 60 时 的 情形 , 记 Z ZAB = 0, ZZ'AB = 0 ,由 Z 
Z AZB = 60 + C 
ZAZ'B = 6P -C 


e _ ZB z 
M sin(6P + C) ` sin 0 


Ep sin 0 = ZË, ,in(60 + C) = Š Leine + C) = 
3 sin(6P + G) 


同 理 可 得 


No 
ON 


(e) g aos a zx == = 


Mimea 


sin 0 = Esinler - C) 


E AZAB 中 ,有 
ZA? + AB? _ zp? 
cos ĝ = 2ZA - AB = 
be? 2 _ Q2c2 
A = a 
dene T 2m Ë 
à 


b- aa (a2 + 2 _ 2abcos( C + 60°)) u 
2 E 


Š —_acos( C + 6P) 
2 
同 理 可 在 A. ZAB 中 求 得 


cos @' < Š - seoa( OO =C) 
从 而 
cos ZAZ' = cos(0 + O) = cos cos 0 — sin Osin @ = 
b ~ acos(60° + 人 Ps acos( 6P ~ C) 
2 2 x 
Rsin(6 + C) * Ar Sin(60° ~ C) = 
(6 ~ ocve(60 + C))(8 - acos(6 — 0)) _ 
2 
入 sin(6D + C) > sin(60° ~ C) = 


we - abcos(60 + C) ~ 3bcos(60° - C) + 
q°cos(60° + C)oos( 6 C)) - 
SŠ sin(60 ycysinlep _ C) -~ 


(bone 4 C) ~ abcos(60° ~ C) + aeos 120) 
双 


则 Z'Z? = Z'A? + ZA? 2Z'A - Zhcos Z ZAZ' = 
be? be? 


be, be, = 
T + 天 -2 2 A ` os. ZAZ' = 
4 
TEACA? A? L 2ažoos 120P ， 


2abcos(60° + C) + 2abcos(60° — c) _ 2b?) 


让 Www Geometry 
把 à? = a? + b? — 2abcos(60° + C) 
及 A’? = a? + b? — 2abcos(60° - C) 
代入 易 知 
2 .2 2,12 2 
ZZ = eaa +26? + a? - 28?) = 358 
故 ziz = Babe 


对 其 他 情形 ,作出 相应 的 图 形 后 ,证 明 与 此 处 类 似 . 
定理 11 RPA AAB 的 面积 为 5, 则 它 的 第 一 和 第 二 正则 三 角形 的 边 


长 分 别 为 色 at, maana BE 和 42， 其 中 


a? + b? — 2abcos( C + 60) ,2' = V a? + b? — 2abcos( C — 60). 
证 明 BUA PKF OA 和 08 的 对 称 点 为 Pl, Pz, 如 果 点 已 在 一 408 的 内 
部 ,如 图 2.240 所 示 , 则 


Z P.0P, = 2ZA0B 
如 果 点 P 在 408 的 外 部 ,如 图 2.241 所 示 , 则 


图 2.240 图 2.241 
Z P.0P, = POP - 人 POP = 2 人 PO4 - 2Z P0B = 2ZA0B 
设 A ABC 的 正则 点 Z 关于 边 4C ,4B, BC 的 对 称 点 分 
别 为 B', C ,A' ,如 图 2.242 所 示 , 则 易 见 
AB' = AC' = AZ,ZB'AC' = 2⁄Z BAG 
故 等 腰 A B'AC' 中 ,有 
及 C' = 2AB'sin LB'AC' = 2Zhsin A = 


2bcsin A _ 4S 
à R 


即 第 一 正则 三 角形 的 边 长 为 4 

第 二 正则 点 的 有 关 结论 也 可 类 似 证 明 . 

定理 12 设 不 等 边 人 4BC 的 外 接 圆 圆心 为 0 ,半径 为 R,Z 和 2 是 它 的 第 
一 和 第 二 正则 点 , 则 02 - 0Z' = R. 

证 明 设 02 = d,0Z' = d'. 记 Z 在 三 边 上 的 射影 为 41,B1,Ci, 如 图 


NO 
oN 


(e) g-ao<—a Z= ==— = 


NO 
OA 


an Ë mp Š st =ids 


E 


2.243 所 示 , 根 据 欧 拉 定 理 ,有 


S d2 


又 不 难 证 明 Z 在 圆 O 的 内 部 , 邯 d < R, 则 


Saw, = #a- 9 
1 4392 5 
即 a a = 40 - 2) 
从 而 d = ma - 43) - E Qa ahs) = 


da +2438 - 4V38) = 


Edge -2⁄43S) = $ a? 


à 
故 d = 和 R 
同 理 d = ÀR 
"åp. À 2 
故 dd' = ÈR- ÈR = R 
即 OZ +02 = R 


图 2.243 


定理 13 ABC 的 正则 点 Z fl Z' 是 关于 其 外 接 圆 互 为 反 演 的 两 个 点 . 


证 明 ”定理 12 中 已 证 得 07， 0Z' = R?, 下 面 只 需要 证 0,2,2' 三 点 共 


线 , 且 Z,Z' 在 点 0 RRT, E 


oz = KR,0z = ËR, zz = Be 


FFU 
' _ àp , Babe _ 
故 0Z + ZZ' = R+ w = 
A'R p EBSR _ ROA? +4438) _ 
A aw = Fy 


Ade -2V35 + 4438) = 
Ce +2435) = 


R.i ÀR- OF 
FFU A = aR = 0Z' 


H OZ + ZZ' = 07' , 即 知 0,Z,Z' 三 点 共 线 , 且 点 Z fE 0 与 Z' 之 间 . 


最 后 ,给 出 三 角形 正则 点 的 一 个 作法 : 


Geometry 


Treasure 
以 A ABC 的 4C 为 边 向 形 外 作 等 边 A CEA ,如 学 
图 2.244 所 示 , 联 结 BE, 则 BE = f. Pe 
由 定理 4 的 推论 1 知 
ZB_ ZC a PN 
人 
故 A ZBC o AABE 图 2.244 


因此 可 得 正则 点 的 作法 : 

(1) 以 AC 为 边 向 OABC 形 外 作 等 边 A ACE. 

(2) fE Z CBZ = Z EBA, Z BCZ = 人 BEA, 则 交点 Z 即 是 A ABC 的 等 积 
点 。 

设 人 4 是 公 4BC 的 最 大 角 , 当 ZA < 120 时 ,正则 点 Z 在 三 角形 内 ; 
ZA =120 时 ,正则 点 Z 是 < A 的 平分 线 与 边 BC 的 交点 ; 当 人 4 > 120 时 , 正 
则 点 Z 在 三 角形 外 . 


党 维 维 安 尼 定 理 


维 维 安 尼 定理 。 等 边 三 角形 内 任 一 点 到 三 边 的 距离 之 和 等 于 定 值 (三 角 
形 的 高 ).@ 

维 维 安 尼 (Viviani,1622 一 1703) 是 著名 物理 学 家 伽利略 的 弟子 , 他 是 意 大 
利 的 物理 学 家 、 数 学 家 ,确定 旋 轮 线 是 他 的 几何 成 就 ,他 所 发 现 的 上 述 定理 与 我 
国 现行 教材 上 大 家 熟知 的 一 个 命题 有 密切 的 联系 ,这 个 命题 是 

命题 ”等 腰 三 角形 底 边 上 任 一 点 到 两 腰 的 距离 之 和 等 于 一 采 上 的 高 ;等 
腰 三 角形 底 边 廷 长线 上 任 一 点 到 两 腰 距 离 之 差 的 绝对 值 等 于 一 腰 的 高 . 

(此 命题 的 证 明 就 不 必 殉 述 了 . ) 

关于 维 维 安 尼 定 理 , 还 有 一 段 趣事 .美国 著名 几何 学 家 匹 多 . 描述 过 :有 一 
次 一 位 经 济 学 家 打 电 话 询问 他 ,说 维 维 安 尼 这 个 定理 在 经 济 学 上 有 重要 的 意 
义 ,但 不 知 这 一 定理 是 如 何 证 明 的 , 特 向 匹 多 请 教 ， 

其 实 这 个 定理 的 证 明 是 很 简单 的 . 

证 法 1 如 图 2.245,P 为 人 4BC 内 任 一 点 ,过 P 作 ST // BC, 交 AB 于 5, 交 
AC 于 了, 由 前 面 的 命题 ,有 

PF+PE= AK 
又 KM = PD, 所 以 PD + PF + PE = AK + KM = AM =A( 定 值 ,人 4BC 的 


O 汗 江 松 , 黄 家 礼 .几何 明珠 [M]. 武 汉 :中 国 地 质 大 学 出 版 社 ,1988:145-152、 
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证 法 2 设 正三 角形 边 长 为 a, 高 为 h, 则 

SAPA + Sape + Sapca = Saase 

即 ZAPF + 二 aPD + 二 PE = Lah 
故 PF + PD + PE = h 


兴 维 维 安 尼 定 理 的 推广 


定理 1 若 点 为 等 边 三 角形 所 在 平面 上 任意 一 点 , 则 由 PP 向 各 边 所 在 直 
线 所 引 垂直 有 出线 段 之 和 等 于 一 定 值 (三 角形 的 高 ). 当 从 点 P Br3| s E £b Et 
与 三 角形 在 其 直线 同 侧 时 , 取 正 号 ; 异 侧 时 取 负 号 . 

当 点 在 三 角形 外 时 ,有 两 种 情形 ,如 图 2.246 所 示 ， 

UER (1) 当 点 P 在 区 域 I 内 ,如 图 2,247, 这 时 即 要 证 PD - PE - PF 为 
定 值 ,过 P 作 MN // BC 3 BA, CA 延长 线 于 N,M PLK À fE GH L BC, 交 MN 
于 6, 8C T H, 

PE + PF = AG,PD = GH 
所 以 PO = PE TPE E GH S SG Ah 


H 2.246 M 2.247 


(2) 当 点 P 在 区 域 H 内 , 如 图 2.248, 这 时 即 要 证 A 
PE +PF - PD 为 定 值 . 

过 点 P 作 MN // BC ,分 别 交 4B ,4C 于 M,N, 过 点 4 
TE AH | BC, 交 BC 于 HH, 交 MN 于 6, 则 人 AMN 为 等 边 ， 
三 角形 ,PE + PF = AG. AT P 

PE + PF - PD = AG - GH = AH = h 图 2.248 
与 点 忆 在 三 角形 内 时 结论 一 致 ,命题 得 证 . 
定理 2 E n 边 形 内 一 点 到 各 边 的 距离 之 和 为 一 定 值 . 
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证 明 ”如 图 2.249, 设 正 n 边 形 414243…A。 


内 任 一 点 P 到 各 边 的 距离 依次 为 hh,h2,…,h,, 正 z 

n 边 形 面积 为 5, 边 长 为 a, 联 结 PA), PA PAn, J 

4 H 

则 有 

Sama, + Sara, + + Sara = Š l 

1 1 1 T 

Bp gah + Toh+t +y ah, = S 1 

Ak ha + ha + =: + h, = SCEN). : 

定理 3 ” 正 多 面体 内 任 一 点 到 各 面 的 距离 之 和 为 一 定 £ 工 

值 . s 
证 明 ” 设 正 多 面体 内 任 一 点 P 到 各 面 的 距离 分 别 为 
hishzs' s h(n 为 面 数 ,n 可 取 4,6,8,12 和 20) 各 面 面 积 为 

5, 正 多 面体 体积 为 V, 将 P 与 正 多 面体 各 顶点 相连 , 则 此 正 e 


多 面体 可 分 成 以 P 为 公共 顶点 , 正 多 面体 各 面 为 底面 的 n 
个 棱锥 ,如 图 2.250 所 示 . 因 此 有 Æ 2.250 
sima tse mema 


Ht hi + hx + + h, = Toeto. 


*F e eSEE 


Liha 
#S' h, = V 


定理 1 三 角形 上 任意 一 点 到 三 边 的 距离 与 相 
应 边 的 对 角 正 弦 乘 积 的 和 是 一 个 定 值 ,这 定 值 是 三 角 
形 面积 同 外 接 圆 半径 之 比 .0 

证 明 ”如 图 2.251 所 设 , 有 


去 aPD + 二 bPE + 二 cPF = Saga 
由 正弦 定理 有 


a = 2Rsin A,b = 2Rsin B,c = 2Rsin C 
代入 上 式 ,化 简 得 


O 杨 世 明 ,三 角形 趣 谈 [M]. 上 海 :上 海 教育 出 版 杜 ,1989:128 . 
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PDsinA + PEsinB + PFsinC = Š 


车 多 边 形 414243…As 有 外 接 圆 , 则 和 4.4;,24i41 称 为 
边 AA. 的 对 角 (i = 1,2…,n, 且 Anis An 分 别 为 Ai 
A2) ,如 图 2.252 所 示 . 


我 们 有 

定理 2D ” 若 多 边 形 有 外 接 圆 , 则 它 内 部 (或 边 上 ) 任 4 
意 一 点 到 各 边 的 距离 与 该 边 对 角 正 弦 乘 积 之 和 为 定 值 ,这 x 
定 值 等 于 该 多 边 形 的 面积 与 其 外 接 贺 半径 的 比 . 图 2.252 


证 明 BEWE AAA An 有 外 接 圆 ,如 图 2.296， 
其 半径 为 R. 又 设 P 为 这 多 边 形 内 (或 边 上 ) 的 任意 一 点 ,P 到 边 4Ai + 1 的 距离 
WHE dili = 1,2,…,n, 且 A, + 1 为 A). BEA AAAs An 的 面积 为 S， 
APAA 的 面积 为 Si ,显然 有 


s= ÈS dM) 


记 边 AA, 的 对 角 ZAA4.2A4 38 0i, BIERRA AAi = 2Rsin 0,. 
代 人 上 式 ,得 


S = RY (disin 6.) 


Wasin 0) = 是 ( 定 值 ). 

定理 3 ” 凸 多 边 形 内 (或 边 上 ) 任意 一 点 到 各 边 距 离 之 和 为 定 值 的 充 要 条 
件 是 每 条 边 的 单位 外 法 向 量 之 和 等 于 零 .@ 

所 谓 某 一 边 的 单位 外 法 向 量 是 指 此 法 向 量 的 方向 指向 多 边 形 的 外 部 . 

证 明 ” 设 多 边 形 的 顶点 分 别 为 hi,42，… Arn 分 别 为 边 44hisi( = 1, 
2y, k, Aka = Au) 的 单位 外 法 向 量 ,多 边 形 内 (或 边 上 ) 任 一 点 为 0, 则 由 向 量 
性 质 知 , 它 到 边 AA; + 1 的 距离 为 Ot - nt M, N 为 多 边 形 内 (或 边 上 ) 任 两 
点 , 因 M, N 到 各 边 距 离 之 和 相等 , 故 有 

$) HA- n, = x 4, NÁ; : ne Hi, MÁ, ` n, ~ 了 MA; ° n; = 0e 


STN. n; = 0,MÑ - Èm) = 0( 因 M,N 为 任意 


熊 曾 调 , 维 维 安 尼 定 理 的 再 推广 [中 .中 学 数学 月 plia) LA 
8 rh ih phian 学 ) ,20061 
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特别 地 ,对 凸 四边 形 , 有 下 述 结论 成 立 . 

推论 1 上 四 边 形 内 (或 边 上 ) 的 任 一 点 到 各 边 距 离 之 和 为 定 值 的 充 要 条 
件 是 四 边 形 为 平行 四 边 形 . 

证 明 ” 设 同 四 边 形 AYA AA, 的 四 边 对 应 外 法 向 量 分 别 为 nC = 1,2,3, 
4). 

因 凸 四 边 形 内 (或 边 上 ) 的 任 一 点 到 各 边 距 离 之 和 
为 定 值 , 则 4 个 单位 法 向 量 之 和 为 零 , 且 它们 构成 一 首尾 P 
AB109386 (E 2.253), 故 由 法 向 量 定义 知 , AEAF ` 
行 四 边 形 . 图 2.253 

对 空间 凸 多 面体 , 仍 有 与 定理 3 类 似 的 结论 成 立 . 

推论 2 ”空间 凸 多 面体 内 (或 面 上 ) 任意 一 点 到 各 面 距离 之 和 为 定 值 的 充 
要 条 件 是 单位 外 每 个 面 的 外 法 向 量 之 和 为 零 . 

证 明 与 定理 3 类似 ,此 处 略 . 

定理 4 ”等 边 凸 多 边 形 内 任 一 点 到 各 边 的 距离 之 和 为 定 值 . 

定理 5 ”车 一 个 凸 多 面体 各 面 面 积 相等 , 则 此 凸 多 面体 内 任 一 点 到 各 面 的 
距离 之 和 为 定 值 . 

证 明 同 维 维 安 尼 定 理 的 推广 定理 2,3. 

值得 注意 的 是 ,如 果 把 定理 4 中 的 边 数 限制 为 3, 定 理 5 中 的 面 数 限制 为 4， 
则 它们 都 存在 逆 定 理 , 即 有 

定理 6 若 三 角形 内 任 一 点 到 各 边 距 离 之 和 为 定 值 , 则 该 三 角形 为 正三 角 
E. 

为 了 证 明定 理 6, 首 先 我 们 有 

引 理 1 4 OABC 的 边 BC 上 任 一 点 到 4B,4C 两 边 距离 之 
和 为 定 值 , 则 全 4BC 是 以 BC 为 底 边 的 等 腰 三 角形 . 


证 明 ”如 图 2.254. 考 虑 在 边 BC 上 取 两 端点 ,由 于 点 B 到 o s: 
边 AB 距离 为 零 ,点 C 到 边 4C 的 距离 为 零 ,所 以 作 BP | AC + 
P,CQ L 4B 于 Q, 则 BP = CQ( 定 值 ), 因 而 4 è 
RtA BCP 2 RIA BCO 图 2.254 
LPCB = LQBC 
即 ZACB = /ABC 


#k AB = 4C, 且 BC 为 底 边 . 
引 理 2 ”车 三 角形 边 上 任意 点 到 三 边 距离 之 和 为 定 值 , 则 此 三 角形 为 正三 


NO 
oN 


CODYPYTOTPYPTEPTIP SS 


Esp Bm Sama 


几何 瑰宝 


角形 . 
证 明 SHOA BC 上 的 任意 点 , 则 此 点 到 AB, AC 的 距离 之 和 为 定 值 ,由 引 
理 1, 有 AB = 4C, 同 理 有 AB = BC, 故 A.ABC 为 正三 角形 . 
引 理 3 ”车 三 角形 内 任 一 点 到 各 边 上 距离 之 和 为 定 值 , 则 它 的 边 上 任意 一 点 
到 三 边 的 距离 之 和 为 同一 定 值 . 
证 明 ”如 图 2.255, 公 4BC 内 任 一 点 P 到 三 边 的 距离 分 A 
别 为 PD, PE , PF, 且 设 PD + PE + PF = a( 定 值 ),Q 在 边 BC 
上 Q 到 4B,4C 的 距离 分 别 为 0F' , QE' , 则 当 p — 8 时 ,由 距 
离 的 连续 性 (这 要 用 到 度量 空间 中 的 有 关 结 论 ) ,有 
PD — 0, PE — QE' , PF — PF' 
PD + PE + PF — QE' + QF' 
Hi PD + PE + PF = a,# 
QE' + QF =a 
由 引 理 2, 引 理 3 即 可 得 定理 6. 
定理 7 ”车 四 面体 内 任 一 点 到 各 面 的 距离 之 和 为 定 值 , 则 它 的 各 面 面 积 均 


相等 . 
为 了 证 明定 理 7, 类 似 地 ,我 们 有 

384 若 四 面体 底面 上 任 一 点 到 各 侧面 距离 之 和 为 定 值 , 则 各 侧面 面积 
相等 . 
证 明 ”如 图 2.256, 四 面体 4 - BCD 的 底面 BCD 上 任 一 点 4 
到 各 侧面 距离 之 和 为 定 值 ,特别 地 ,有 B,C, p 三 点 分 别 到 它们 

所 对 的 面 的 距离 相等 , 设 为 h ,由 


1 
V = TSauc' h = Saro: h 


B cC 
得 Saase = Sasco H 2.256 
同 理 SA4Bc = Saa 
故 Saase = Saan = Saam 


385 ”车 四 面体 表面 上 任 一 点 到 各 面 距离 之 和 为 定 值 , 则 该 四 面体 各 面 
面积 相等 ， 

同样 ,由 距离 的 连续 性 还 有 

引 理 6 ”四 面体 内 任 一 点 到 各 面 距 离 之 和 为 定 值 , 则 其 表面 上 任 一 点 到 各 
面 距离 之 和 为 同一 定 值 . 

由 引 理 5. 引 理 6 即 得 定理 7. 
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拿破仑 定理 。 以 三 角形 各 边 为 边 分 别 向 外 侧 作 等 边 三 角形 , 则 它们 的 中 
心 构成 一 个 等 边 三 角形 .@ 

拿破仑 (Napoleon,1769 一 1821) 是 法 国 历史 上 落 名 的 皇帝 ,杰出 的 政治 家 和 
军事 家 .他 很 重视 数学 , 曾 说 :“ 一 个 国家 只 有 数学 莲 近 发 展 ,才能 表现 它 的 国力 
强大 ,” 在 数学 各 领域 中 ,拿破仑 更 偏爱 几何 学 ,在 他 的 戎 马 生涯 中 ,精湛 的 几 
何 知识 帮 了 他 很 大 的 忙 ,他 在 成 为 法 国 的 统治 者 之 前 , 常 和 大 数学 家 拉 格 朗 日 
(Lagrange, 1736—1813) 和 拉 普 拉 斯 (Laplace,1749 一 1827) 进行 讨论 , 拉 普 拉 斯 
后 来 成 为 拿破仑 的 首席 军事 工程 师 . 在 拿破仑 执政 期 间 , 法 国 曾 云集 了 一 大 批 
世界 第 一 流 的 数学 家 ,但 是 ,拿破仑 对 几何 学 是 否 精通 到 能 够 独立 发 现 并 证 明 
这 个 定理 却 是 一 个 疑问 ,关于 拿破仑 对 几何 学 的 贡献 多 是 些 轶 事 性 的 传说 . 正 
如 加 拿 大 几何 学 家 考 克 塞 特 指出 ,这 一 定理 “已 归 在 拿破仑 的 名 下 ,虽然 他 是 否 
具备 足够 的 几何 学 知识 作出 这 项 贡献 ,如 同 他 是 否 有 足够 的 英语 知识 写 出 著名 
的 回 文 ( 即 倒 念 顺 念 一 样 ) 

ABIE WAS I ERE 1 SAW EIBA 

一 样 是 值得 怀疑 的 .” 

但 是 人 们 已 习惯 于 把 它 称 为 拿破仑 定理 ,特别 地 把 所 得 到 的 正三 角形 称 为 
拿破仑 三 角形 . 

证 法 1 如 图 2.257, 将 全 4BB' 绕 点 4 沿 顺 时 针 方 向 c, 


A B. 
MR 6 , 则 B' 与 C 重合 ,8 与 C 重合 ， = 4 
BB' = CC A% a 
向 理 可 得 44' = BB' CS/ 
则 44' = BB' = CC' 


设 AABC 三 边 分 别 为 a,5,c, 则 


图 2.257 
3 
03B = B., po, = 5, 
BO, _ < _ BC 
从 而 BÖ, 7 a BC 


X Z0sB0, = 人 C'BC, 则 
A0.B0, V A C'BC 


O 汪 江 松 , 黄 家 礼 ,几何 明珠 [M] ,武汉 :中 国 地 质 大 学 出 版 社 ,1988:162-167. 
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030, PE) 
故 Ce "3 
0:0, 020 #3 
mæ A = BF " 3 
则 0,0, = 020 = 030, 


故 A0,0,0, 为 等 边 三 角形 . 
证 法 2 如 图 2.258, 设 正 公 4BC' 和 公 4B'C 的 外 
接 圆 交 于 A, P 两 点 ,联结 PB, PC, PA. A 
LAPB + ZC = ZAPC + ZB' = 180 
而 LB' = LC = GP 
则 LAPB = LAPC = 120 
从 而 人 BPC = 120 , 故 点 己 在 正人 4'BC 的 外 接 贺 上 . 
因此 有 
030, L PB,0,0; | PA 
则 
£0; = 180 - Z APB = 60 
同 理 可 证 Z0, = L0, = 6 
故 A 0,0,0; 为 正三 角形 . 
由 证 法 2, 我 们 可 得 下 面 一 个 重要 推论 . 


以 三 角形 每 边 为 边 向 外 作 正三 角形 , 则 这 三 个 正三 角形 的 外 接 圆 共 点 . 


这 点 通常 被 称 为 原 三 角形 的 费 马 点 ， 
党 拿破仑 定理 的 推广 


定理 1 以 三 角形 各 边 为 底 向 外 作 顶 角 等 于 120 的 < 
等 腰 三 角形 , 则 三 顶点 构成 等 边 三 角形 . 

如 图 2.259, 若 我 们 将 图 形 补充 “完整 ”, 三 顶点 变 为 
三 正三 角形 的 中 心 ,问题 已 不 证 自明 . 

其 次 我 们 将 “向 外 侧 作 正三 角形 ” 改 为 向 内 侧 作 正 
三 角形 ,又 有 

定理 2 ”以 三 角形 各 边 为 边 向 内 侧 作 等 边 三 角形 ， 
则 它们 的 中 心 构成 等 边 三 角形 . 

证 明 ”如 图 2.260, 在 公 8010;3 中 ,有 


图 2.258 
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0,03 = L, 2 + Fa? -aceos( B + 60) ° 
如 图 2.260, ABC' , A BCA' , A CAB' 分 别 为 以 B". A 
ë 


A ABC 各 边 为 边 向 内 侧 作 的 正三 角形 , Ni, N,N 分 sy 

HARPO, E ABN N 中 ,因为 Ni, NN 与 01,0; 分 y 

别 关于 BC, AB 对 称 ,所 以 有 
NM = Lea Lat- accos(B- 67) @ me 
@ -四 得 


0,02 -NM = 入 cs B= souc 
同 理 可 得 
0:01 - MM = 0,01 - NM = £ Same 
因 0,0, = 0,0; = 0301, 则 
NiN = MaN; = NaNi 
即 AN, NN, 为 正三 角形 , 
为 区 别 于 前 者 ,我们 不 妨 把 这 个 三 角形 称 为 内 拿破仑 三 角形 , 


由 上 面 的 证 明 , 我 们 有 等 式 籽 0,08 - BNM = Sc, 即 有 

定理 3 ”任意 三 角形 的 外 拿破仑 三 角形 与 内 拿破仑 三 角形 的 面积 之 差 等 
于 原 三 角形 的 面积 ,并 且 外 、 内 拿破仑 三 角形 有 同一 中 心 . 

特别 指出 ,上 述 结 论 当 4,B8,C 共 线 时 仍 成 立 . 

定理 4 ”如 图 2.261,C HRE AB 上 任 一 点 ,全 4CE， 
ABCF,A ABD 是 正三 角形 , 0,, 02, 0, 分 别 是 它们 的 中 心 ， 
则 2 0,0,0; 是 正三 角形 . 

证 明 ”延长 4B, BF 交 于 ,联结 403, BO3, 401, BO,， 
延长 401, 80, 交 于 04, 则 04 是 正信 48D' 的 中 心 ,由 对 称 性 
知 ,四 边 形 AO; BO, EŻ. 

联结 0304, 由 题 意 知 ,入 0440，= 60P, 故 公 40304， 
全 B0304, 均 是 正三 角形 . 

BAC = a,BC = 5, 则 


6 


AO, = Ba, po, -= Ë = 7 b, BO, = Bua +b) 


(ma) palo aE =m Z 


FEunpg B mis arama 


几何 瑰宝 


故 0;0, = Ba = A0, 
以 03 为 中 心 ,将 A0340, 旋转 6r, | 5 A 0,0,0, 重合 .因而 030, = 
030, B. ZX0,0;0, = 6 ,故人 010203 是 正三 角形 . 
定理 5 ”以 任意 A ABC 的 各 边 为 边 向 外 侧 作 
与 其 相似 的 人 4'CB , A CB'A, A BAC' , 则 它们 的 外 “fp 
心 构成 的 三 角形 与 这 三 个 三 角形 相似 . 
证 明 ”如 图 2.262, 记 和 B' = a,Z C = B, 
LA = 7. 设 圆 0; 与 圆 o, ZF P, 则 
LAPB = 180 - 8 
LAPC = 180 — a 
则 一 BPC = 360° - (36 - (a + B)) = 180 -7 
故 点 P ERO 上 ,从 而 有 
0,0, | PB,0,0, L PC 
ZO, = 18% - Z BPC = ZA' = Y 


同 理 可 得 
ZO, = LB =a,L0 = ZC = B 

故 公 010203 与 三 个 相似 三 角形 相似 .证 毕 . 

相应 于 定理 2, 我 们 也 有 

定理 6 ”以 任意 公 4BC 各 边 为 边 向 内 侧 作 与 其 相似 的 人 4'CB, 公 CB'A, 
A BAC' , 则 它们 的 外 心 构成 的 三 角形 与 这 三 个 三 角形 相似 . 

向 任意 三 角形 推广 ,又 有 

定理 7 在 公 4BC 的 三 边 上 向 外 (内 ) fE 人 A4BC, 人 4B'C, 人 4BC' ,使 
LA +ZB' + Z C = 180, 则 这 三 个 三 角形 的 外 接 圆 共 点 , 且 它们 的 外 心 构成 
的 三 角形 三 角 分 别 等 于 人 4', 人 B', 公 C'， 

其 证 明 类 似 于 定理 5 而 证 ( 略 ). 


学 英利 定理 


莫 利 (Frank Morley,1860 一 1937) 在 讨论 平面 上 的 “n 一 一 线 " 时 ,给 出 了 几 
个 一 般 性 的 定理 ,其 中 的 一 个 特例 即 为 著名 的 莫 利 定理 :一 个 三 角形 的 角 的 三 
等 分 线 的 分 别 靠近 三 边 的 三 个 交点 ,构成 正三 角形 . 

莫 利 定理 的 证 明 很 多 . 1908 年 , 德 拉 哈 耶 与 勤 兹 所 作 的 证 明 可 能 是 最 早 在 
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印刷 物 上 出 现 的 证 明 . 他 们 的 证 明 很 优雅 ,要 点 是 计算 莫 利 三 角形 的 边 长 .0 
证 法 1 如 图 2.263, 设 人 4BC 中 ,各 角 的 三 等 分 线 A 
构成 全 DEF( 莫 利 三 角形 ), 又 设 A ABC 的 三 个 内 角 分 别 
为 3e,38,37 ,三 边 边 长 分 别 为 =,b，,c, 外 接 圆 半径 为 R, 
则 可 证 
EF = 8Rsin asin Bsin y (OR s 
由 于 @ 关于 a,ß, y 对 称 ,同样 DE, FD tB iH Q 表 图 2.263 
出 ,所 以 人 DEF 是 正三 角形 . 


我 们 分 两 步 来 证 明 D. 
第 一 步 ,在 AABF 中 ,由 正弦 定理 ， 
AF = -—Ssin 8 _ 2Rsin Bsin 3y © 
= sin(a + 8) 7 sin( £ _ y) 
3 
而 由 积 化 和 差 公式 


2sin( F - 7)sin( + + y) = cos 2y - i = cos 27 + + 


2sin y(cos 2y + 3) = sin 37 — sin yY + sin Y = sin 3y 


所 以 
ar = 2Rein Bein 3y _ 4Rsin Bsin y(cos 2y + 4) _ 
sin( 李 -7) sin( $ - 7) 
8Rsin Bsin Ysin(+ +7) @ 
同 理 
AE = 8Rsin Bsin ysin( 3 +B) @ 
第 二 步 ,在 A AEF 中 ,由 余弦 定理 
EF? = AE? + AF? -2 - AE » AFcos a © 
因此 要 证 @ 只 需 证 明 


sim(3 + A) + sim(3 + 7) - 2sin( 于 + B)sin( $ + y)eos a = sita © 
由 信 角 公式 及 三 角 恒 等 变形 
ROEN = colg - B) + colg -7)- 


D 单 博 . 莫 莱 定 理 []] .中 学 数学 研究 ,2002(1):33. 


NO 
oN 


([(m)ecg3ao<— arms = 


NO 
oN 


Ea B umn 8 si=mida 


na x = 


Zeol E - Boosk - y)cos a = 


1 + cos(+ -28) 1+ cos( + -27) 
2 F 2 - 
cos a(cos(B — Y) + cos a) = 
1 + T loot $ - 28) + co 3 -27y)) - 
cosa - cosacos 8 - y) = sina 
因此 式 @ 成 立 , 从 而 ORY, 2 DEF 是 等 边 三 角形 . 
证 法 20 设 人 4 = 3a, ZB = 3p,ZLC = 3y, 则 
a + ñ + y = Go 
fE A PB'C' 2 A DBC. TE Z PB'C' 外 再 作 人 RB'P 和 公 QPC' ,使 人 RB'P = 
B.ZB'PR = 6 + y; Z PC'Q = y,ZC'PQ = 60 + 有 .此 时 显然 有 
ZB'RP = ZPQC' = 6P + a 
联结 RQ, 并 在 四 边 形 8'C'QR 外 作 A A'RQ, f# ZA'RQ = 6 + B, 
ZA'QR =60 + y, AN 人 RA'Q = a, 联 结 A'B',A'C'. 
下 证 A PQR 是 正三 角形 .首先 
LRPQ = 36 - LB'PC' - LB'PR- LC'PQ = 
360 - (180 — 8 - Y) - (6 + y) - (60 + B) = 60 
过 P 作 直线 ST 交 B'R 于 5, 交 C'Q 于 7, 使 
Z RPS = 人 OPT = 6 


则 LBPS = y,CLCPT = 有 

从 而 ASB'P A A TPC' o A PB'C' 
B'P - PÇ' 

则 SP = po = PT 

即 ARPS L AQPT 


故 RP = PQ. FÆ ARP 是 正三 角形 . 
过 EERI / RP, 分 别 交 C'P FIXAR 于 也 则 可 推出 


A IPQ 2 AJR 

则 R=R 
E AICA AJA 
有 AQ _ AJ AJ 
OC RQ R 


而 和 4'QC' = 360 - (6P + y) - (6P + a) -6P = 180 — (a + y) = ZA'JQ 


O 张 映 束 . 莫 莱 定理 的 一 个 新 证 [中 .数学 通讯 ,1997(7):21. 
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故 AAC AAAI 
Bp LECAR = a,ZACQ = Y 
同 理 推出 ZB'A'R = a,ZABR = B 
故 AA'B'C' 2 AABC 
从 而 AA'QC' SO AAEC,A PQC' 2 A DEC 
故 PQ = DE 
同 理 PR = DF,RQ = FE 
从 而 人 DEF 是 正三 角形 . 
证 法 3D 如 图 2.264, 设 人 4 = 3a,Z B = 3B, LC = 37, 如 图 2.265, 又 
构造 加 六 边 形 A'F'B'D'C'E' 且 使 其 各 内 角 为 图 2.265 中 所 示 的 参数 ,再 延长 
B'D' 与 C'D' ZERE'F FA E, Fi, 联结 BF, C'E, W 
ZEF C = B,ZFE,B' = y 

故 显 然 点 B', D, F, F 共 圆 ,点 C',D',E',E 共 圆 , 则 

ZF B'E, = ZD'F'E' = 6° = ZD'E'F' = ZF C'E, 

故 点 B', C , Ez, F, 共 圆 , 即 
ZE,B'C' = LEF, C = 有 
LF,C'B' = LF, EB’ = Y 

同 理 可 证 ZFB'A' = B, ZF'A'B' = a 

LE'C'A' = y, ZE'A'C' = a 

再 对 照 图 2.264 与 图 2.265 便 知 图 2.264 中 的 ADEF 也 是 正三 角形 . 
q: 


[e )rp3ao< a gm are 


图 2.264 


证 法 4 采用 构造 性 证 法 .@ 

如 图 2.266, 任 作 一 正 AD'E'F' (NF 1) R A' 使 
LA'E'F' = O +y, ZA'FE' = 60 + B 

同 理 , 取 B',C' ,使 
LBD'F = 60P+7 ZB'F'D' = 6P +a 
LC'D'E' = GP + B, Z C'E'D' = 6P + a 


.Monley 定理 | BL .中 学 数学 ,2000( 
8 SAR a ate Ca RARA EER 1916:3. 
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GUP a.g, y 分 别 为 人 4BC 各 内 角 的 十 , 即 a = <Á, 


B= < 全, = 人 6). 联结 A'B' ,B'C' ,C'A' , 则 见 
LE'A'F' = a CDBR = BLECD = y 
又 见 
ZAF'B' = 360 - (6OP + (60 + 8) + (6P + a)) = 


180 - (a + 8) ° 
E AAE F' 和 A B'D'F' 中 ,由 正弦 定理 有 
L _ A'F' EA B'F' 
sina ` sin(6P + y)'sin 8 7 sin(60° + y) 
此 二 式 相 除 , 得 
EP = Siwa ° 
X$ LF'A'B' = e',ZF'B'A' = 好 , 则 由 加 可 见 
a+B== +f @ 
E AAB'F' 中 ,有 
# @,@ 48 
sin asin B = sin a'sin 8 © 
对 O 两 边 积 化 和 差 ,有 


cos(a ~ PP) - cos(a + Ë) = cos(a'-— B) - cosla' + B) 

H +a - # =a -B( 由 人 @ 知 ), 则 知 

cos(a + PF) = cos(a’ + B) @ 
注意 a + < a + ZA'F'E' =a+6p+ 有 <180( 因 ao,8 皆 小 于 60), 同 样 
a' +B < 180, 故 由 © 知 

a+Ë' =G +B © 

由 人 @,@ 即 见 c = a'8 = p 由 此 同 理 而 知 其 他 , 便 见 人 4' = 3a, ZB = 38, 
LC = 37. 则 见 公 4'B'C' co ABC, HR ADEF o ADEF, W) ADEF 为 正三 
角形 . 


人 尝 莫 利 定理 的 推广 


考虑 三 角形 外 角 的 三 等 分 线 ,得 到 与 莫 利 定理 类 似 的 一 个 结论 : 
定理 1 三 角形 各 外 角 的 三 等 分 线 中 ,靠近 每 边 的 两 条 的 交点 ( 共 三 个 ) 构 


成 正三 角形 .中 

如 图 2.267,AF 和 AE,BF 和 BD,CD 和 CE 分 别 是 
Z ABC 的 外 角 的 靠近 每 边 的 三 等 分 线 , 则 A DEF 是 正三 角 
形 . 

W it AARC HY) ZA = 3a, ZB = 38,ZC = 3y, 


则 
a+ß+ yY =6,ZCAE = B+ y = GP — a 图 2.267 
Z DBC = a + Y = 60 - 8,ZACE = Z BGD = a + 8 
Z DCE = Z ACE + ZACB + BCD = a + 8 + 3y +a + B = 20 + y 
< BDC = 180 ~ LDBC - Z BCD = 180 - (a + Y) - (a + B) = 2° -a 


同 理 Z CEA = 120p - 8 
TE A ABC WE A BCA, R f# Z BAG = a, Z ABG = B, 则 
Z BGA = 180 - a - B = 120 + y = Z DCE ° 


TE A BGA, A ABC, A DBC, A CEA 中 ,由 正弦 定理 ,分 别 可 得 

BG _ sina BC _ sin3a DC _ sin(60° — 0) CE sin(6F ~-a) 

G4 = sinB'CA = sin38'BC = vin(12P — a)'CA = ain(120 ~ A) 
所 以 


DC _ BC , sin(60° — B)sin(120 — £) _ 
CE ` CA sin(60? - a)sin(120° - a) ” 


sin 3asin(60 ~ 8)sin(120p — 8) _ 
sin 3Bsin(60 — a )sin(120° — a) 7 


i BG 
sin ñ = GA D 
@,@ 表明, 全 BC4 ADCE, tk 

Z CDE = GBA = B 


同 理 可 得 LBDF=Y 

所 以 LFDE = BDC - LBDF - Z CDE = 
120 -a — y - B = 6P 

同 理 Z DEF = Z EFD = 60 


从 而 人 DEF 是 正三 角形 . 

下 面 再 给 出 莫 利 定理 的 一 种 在 极限 情形 下 的 推广 :@ 

定理 2 ”如 图 2.268(a) ,直线 h, l2, ls, la WREE PITRAH , EAR AB 分 别 
X lis la F A, B PIS FUE Z AAB 5 Z B BA 的 三 等 分 线 ,产生 出 三 个 交点 C, 


形 外 角 三 等 分 线 的 一 个 定理 [中 .数学 通报 ,2000(1):20- 
的 推广 [ Taan AEAN 


NO 
oN 


(m)eg<aos— s Z= gz =s 


FEREENA 


了 ,已 , 则 A CDE 是 等 边 三 角形 . 

证 明 设 ZXAAB = 3a,ZB BA = 
38, 则 a + 8 = 60. 

如 图 2.268(b) , 作 AA'B'C 2 AABC, 
在 人 4'B'C' 外 再 作 公 A'C'N 和 公 B'C'M, 使 

LCAN =a, ZA'CN = 60 + B 

ZCB'M = B,ZB'C'M = 60 + a 
此 时 显然 有 

LA'NC = Z B'MC' = 60P 
联结 NM, N, MEER! la E 
LNNM = 6 +a ZM MN = 6 + B 

从 而 有 P, / la tA, B EHR) a 使 之 都 与 1 平行 . 

过 C 作 直线 FG, 分 别 交 N4' ,MB' T F,G 两 点 ,使 得 人 4'C'F = B, WJ 
人 LB'C'G = a, 从 而 人 NC'F = 人 MC'G = 60. 


由 上 述 作法 易 知 
AFA'C' CO A GAB' NAGCB 
w CE = tE 
GC x AC 
CB AB 
即 FC' = GC' 
故 ANFC O A MGC' 
从 而 NC' = MC' 
又 ZMC'N = 180 - LNC'F - ZMC'G = 60 
则 全 MNC' 是 等 边 三 角形 . 
EK A'N Xl, FH, A 
NC = NM 


LA'NC’ = Z HNM = 60 
LA'CN = ZHMN = 60 + B 

则 ANA'C' LANHM 
Bp A'N = HN 
故 Pi, P, P, 是 等 距 平 行 线 组 ， 

同 理 可 得 la, la, la 也 是 等 距 平行 线 组 .由 

ZA A'N = ZNHM = 人 N4'C' = a 

知 ZLZMB'B'I = B 
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从 而 由 A'B' = AB 可 推 得 NA' = EA 
又 由 和 NA'C' = ZEAC,A'C' = 4C, 则 
ANA'C' 2 A EAC 


即 EC = NC' 
同 理 有 CD = CM 
因 LECD = 360 - (Z ECA + Z DCB + ZACB) = 


360 - (LNC'A + Z MC'B' + 120) = 
360 - (6P + B + 6P + a +120) = 60 
则 A CDE 是 等 边 三 角形 . 
将 上 述 命题 与 莫 利 定理 对 照 , 易 知 它 是 莫 利 定理 在 一 种 极限 情形 的 推广 . 
为 了 介绍 后 面 的 结论 , 先 看 一 条 引 理 :中 
引 理 。 对 任意 人 A48C, 如 果 存 在 6,7, 使 4+ LB + y = 180, HAE = 
sin 8 
kn y™ 
LB=ß,LC=7 
ME R ZA + ZB + 7 = 180, 故 可 构造 和 4'BC' ELA = LA, 
LB' =p,ZC' = 7, 则 在 公 4'B'C' 中 由 正弦 定理 有 
AC _ sin B' _ sing 
4B sin C” ` sin y 
4C in 
XI846 = Seea), 


š 


a AG 
= A'B' 
Ti ZA = ZA (WB), BI 
AABC A A AB'C' 

故 LB = LB = B,ZG = Z@ = y 

定理 3 ”如 图 2.269, 外 接 圆 半径 为 尺 的 全 4BC 每 边 相 D 
邻 的 每 两 个 优 角 (大 于 平角 而 小 于 周 角 的 ZA, LB, LCE 
为 人 4BC 的 优 角 ) 相 邻 的 三 等 分 线 的 反 向 延长 线 的 交点 构 
成 正 人 DsEsFa， 且 边 长 是 :Laps,r, = 8Rsin(60” + 
全)sin(o + F Janto + £). 

证 明 ”如 图 2.269, 设 和 BAC = 3a,ZABC = 38， 


Es R 


O 梁 卷 明 . 三 等 分 角 构成 的 三 角形 的 性 质 [了 ]. 中 学 数学 .1997(7):32-35. 
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SO 
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ZACB = 37y, 则 
ae + B+ y = 6° 
X LBCD; = 6 + y, Z DsBC = 6P + B, 故 Z BD C = a. 由 正弦 定理 
BC sin LDaBC _ 


DC = — Sin ZBDeC 
8Rsin(60 + a)sin(60 — a )sin(60° + 8) 
同 理 得 
EC = 8Rsin(60 + B)sin(60° — B)sin(60 + a) 
故 有 DaC - sin(60° =a) 
EsC ™ sin(6® - B) 
而 DCE; + (60 - a) + (60% - B) = 180 


由 前 面 引 理 有 CEsDs = 60 - a, 人 LCDsEs = 6P - B 

又 由 正弦 定理 有 

DiE, = LCsin Z Ds CB r = 8Rsin(60° + a)sin(6 + B)sin(60° + y) 
此 式 关于 ,8,y 具有 对 称 轮换 性 , 故 必 有 

DsFsa = EsFs = 8Rsin(60° + a )sin(60° + B)sin(60p + y) 

故 A D, E, Fs 是 正三 角形 且 边 长 如 上 所 述 . 

定理 4 ”如 图 2.270, 外 接 圆 半径 为 尽 的 人 48C 任意 一 4 
个 优 角 与 另 两 个 劣 角 ( 小 于 平角 的 LZ4, 人 ZB,LC 称 为 RAAY 
A ABC 的 劣 角 ) 中 ,与 每 边 相 邻 的 每 两 个 角 相 邻 的 三 等 分 K. 
线 (或 其 反 向 延长 线 ) 的 交点 构成 正三 角形 , 且 边 BC,4C， 
48 所 对 的 正三 角形 的 边 长 分 别 是 r — 


Laner, = 8Rsin 2 sin Esino +4) 


CS 
Z 


Lamr, = 8Rsin 4 sin 全 sn(6o +2) 


Laros, = SRsin sin Gsin(6 + <) 
证 明 ”如 图 2.270, 易 知 
LECB = ZD,CA = 6P+7 
E AAD C 中 由 正弦 定理 易 求 得 
AD, = 8Rsin Bsin(60 - B)sin(60p + y) 
同 理 在 A AFB 中 ,有 
AF = 8Rsin Bsin ysin(60 + 7) 
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则 AD, T sin(60° = 8) ia sin(120° +8) 
AF sin y sin y 
而 LDIAF + (120 + B) + Y = a + (120 + B) + Y = 180 
由 引 理 有 ZAFD, = 120 + 8, ZAD,F = y 
又 在 人 4FDi 中 ,有 
D.F = en Sp = 8Rsin asin Bsin(60° + y) 
同 理 得 E,F = 8Rsin asinfsin(60 + y) 
Z BFE, = 12P + a 
则 DIF = EF 
易 知 LAFB = 180 - (a + B) 
而 
LAFB + Z BFE, + ZAFD, - LD, FE, = 360 
则 


180 — (a + B) + (120° + B) + (120 + a) - ZD, FE, = 360 

Bp LD, FE, = 6 
故 信访 有 不 是 正三 角形 , 且 边 长 如 上 所 述 . 同 理 可 证 ADE, F,, À ED, F, 也 是 
正三 角形 且 有 相应 的 边 长 公式 ， 

类 似 于 上 述 两 定理 的 证 明 , 亦 运用 前 述 引 理 可 证 得 下 述 定理 ( 公 ABC 的 外 
接 贺 半径 均 为 RR). 

定理 5 ”如 图 2.271, 与 任意 全 4BC 任意 一 边 相 邻 的 ,两 个 优 角 相 邻 三 等 分 
线 的 反 向 延长 线 的 交点 ,及 与 这 边 相 邻 的 劣 角 与 外 角 相 邻 的 三 等 分 线 (或 其 反 
向 延长 线 ) 的 交点 构成 正三 角形 . 且 边 BC, AB, AC 所 对 的 正三 角形 边 长 分 别 是 


Lan,s,r, = BRsin 6Psin(60 + 4)sin(60 - 4) 
i i ysi < 

Lap,s,r, = 8Rsin 60°sin(60° + 3 )sin(60? - 3 ) 
f ” Biz B 

Laner, = 8Rsin 6(°sin(60° + 3 )sin(60 — 3) 


定理 6 ”如 图 2.272, 与 任意 A ABC 任意 一 边 相 邻 的 两 个 外 角 相 邻 三 等 分 
线 的 交点 ,及 与 这 边 相 邻 的 劣 角 与 优 角 相 邻 三 等 分 线 ( 或 其 反 向 延长 线 ) 的 交 
点 构成 正三 角形 , 且 点 A, B, C 所 对 的 正三 角形 的 边 长 分 别 是 


(m) p< o EEEE] 


NO 
oN 


Etapa asia 


A 
3) 


Lanre, = 8Rsin 6Psin Š sin(60° - 2) 


Laner, = 8Rsin 60°sin 2 sin(60° - 


Lapis s, = 8Rsin 6Psin Ssin(60° ~ €) 

定理 7 ”如 图 2.273, 任 意 A ABC 没有 

公共 项 点 的 任意 一 个 劣 角 ,一 个 优 角 及 其 来 

边 所 对 的 另 两 个 外 角 中 ,与 每 边 相 邻 的 每 两 

个 角 相 邻 的 三 等 分 线 (或 其 反 向 延长 线 ) 的 

交点 构成 正三 角形 , 且 六 个 正三 角形 的 边 长 
分 别 是 


Laner, = 8Rsin Asino + P Jein(oe a $) 


Lanre, = 8Rein £ sinto - Ë )sin(60 + £) 


Lapys,r, = 8Rain 多 sin(6 + §)sin(60 - 4) 
Laner, = 8Rsin Z sino - Sainte + 4) 
Lanre, = 8Rsin Ç sin(60 + $ )sin(60° - 4) 


Lange, = 8Rein Goin(60 ~ 全 )sin(60 + 4) 


定理 8 ”如 图 2.274, 任 意 A ABC 任意 两 个 优 角 及 其 夹 边 所 对 的 两 个 外 角 
中 ,与 每 边 相 邻 的 每 两 个 角 相 邻 的 三 等 分 线 (或 其 反 向 延长 线 ) 的 交点 构成 正 
三 角形 , 且 边 BC, AB, AC 所 对 的 正三 角形 的 边 长 分 别 是 


Laner, = 8Rsin(60 — 全)sain(6 十 名 )sin(6m + $ 


Lang, = 8Rsin(60° — Baino + Eain + 4) 


Geometry 


Treasure 


Lanes, = BRsin(6P - §)sin(6 + 4)sin(60 + 2) 


定理 9 ”如 图 2.275, 与 任意 A ABC 任意 一 边 相 邻 的 两 个 劣 角 的 相 邻 三 等 
分 线 的 交点 ,及 与 这 边 相 邻 的 优 角 与 外 角 的 相 邻 三 等 分 线 的 交点 构成 正三 角 
形 , 且 点 4,B,C 所 对 的 正三 角形 的 边 长 分 别 是 


Lao = 8Rsin 60°sin £ eint + 4) 


Lanse, = BRsin Psin 全 sin(6o + È) 


Lans, = BRsin 60sin 人 sin(6p + £) 


党 内 莫 利 三 角形 定理 


将 任意 A ABC 各 内 角 三 等 分 ,每 两 个 角 的 相 邻 三 等 分 线 相交 得 A POR 称 
为 内 莫 利 三 角形 . 
定理 1 + A ABC 的 英利 三 角形 为 APOR , 则 AP, 4 


BQ, CR 三 线 共 点 ,如 图 2.276 所 示 . A 
证 明 ”在 公 ABP 和 人 入 4CP 中 运用 正 艾 定理 ,有 做 


J 
n2 PER EA 3 B 
icmp ihe iSite wt LAN 


sin CAP cpsn3c soinsin2c cost 
同 理 可 得 


c 
sin CBQ _ °? 3 sin LACR _ °% 
sin Z ABQ ` Asin Z BCR ` 

Sa 


NO 
ON 


CI- 


Fi B mtsm 8 Inm 


A m 8 < 


则 sin < BAP _ sin < CBQ _ sin LACR _ 1 
sin Z CAP sin ZABQ sin X BCR `” 
由 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 的 角 元 形式 , 知 AD, BQ , CR 三 线 共 点 . 


:分 线 定理 有 由 _ AQ 等 二 BR LB S oaa 
Ë 由 角 平 分 线 定理 有 和 做 = AR S=. XUBIEBOEBII R = g 等 三 式 ,有 
% 


D YP ` 20 = TE. 


且 定理 1 中 的 交点 称 为 第 一 莫 利 点 ， 

定理 2 # A ABC 的 内 莫 利 三 角形 为 A POR ,延长 BR, CQ 交 于 点 己 , 延 
长 CP,AR 交 于 点 Q1, 延 长 40 ,BP 交 于 点 Ri, 则 AP, , BQ, CR, 交 于 一 点 (此 点 
称 为 第 二 英利 点 ). O 

《证 略 :可 类 似 于 定理 1 而 证 ) 

定理 3 若 和 48C 的 内 葛 利 三 角形 为 人 POR, 公 P101Ri 同 定理 2 条 件 , 则 
PP1, QQ1, RR. 交 于 一 点 (此 点 称 为 莫 利 中 心 ). 

证 明 ”如 图 2.277, 并 借 看 莫 利 定理 证 法 4 图 , 知 

LAQR = 60 + y, ZARQ = OF + B 

x LAQPI = a + Y, ZARPI = a + B 
则 见 LPR = 人 PIOR = 6 - a 
从 而 知 PP, 垂直 平分 QR. 

同 理 QQ, 垂直 平分 PR , RR, 垂直 平分 PQ. 

故 PP1, 001, RR, 交 于 正 A PQR 的 中 心 . 

定理 4 APOR 为 AABC 的 内 英利 三 角形 ， 
AX | RQ,BY | RP,CZ L PQ,X,Y,Z 分 别 为 五 足 ， 
则 PX,QY,RZ 交 于 一 点 .@ 

证 明 ”如 图 2.278, 在 ABPC 中 ,由 正弦 定理 有 


BE BC _ —_ 2Rsin A 
sng sin ZBPC ing g) 


而 sin A = 4sin Asin E + 4)sia( g - 4) 


所 以 BP = 8Rsin &sin( E + 4)sin < 
同 理 BR = 8Rsin Gsin( Z + E) sin £ 


° | f. M. Morley 三 角形 中 的 共 点 线 [ 习 ,数学 通讯 ,1997(6):33. 
© BAA A SIWAY MAREE Sere a. 
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PR = 8Rsin 4sin $sin < 


B ZBR = 9, 则 
sid E + sir?( 玉 + $]-s [4 , z) 


到 x 
PE 2sin 全 sin( Z + £) = [3 + 
从 而 0 < z +4 
同 理 ZLPQC = Z. 4 
LBPR = LAQR = $ + 
ZARQ = LQPC =- n. 3 
F; AABC 为 锐角 三 角形 ( 钝 角 、 直 角 类 似 可 证 ), 则 
PY _ BP co( 3 $ $) sn [3 2 $)ee( $ + 5) 
YR = BR E + 4) 和 sin( E + E) oos $ + 4) 
Rx _ sin( $ + £). [Z + 2) 
XQ ` si [£ + $) cos( Z + £) 
oz l3 + 34]s6[3 2) 
AA sin( £ + A) eof Z +2) 
有 Oa er? 


故 PX, QY, RZ 三 线 共 点 . 


定理 5 APER 为 AABC 的 内 葛 利 三 角形 ,4XK, BY, CZ 分 别 是 A ARQ, 


ABRP, ACP 的 周 界 中 线 , 则 PX, QY, RZ 三 线 共 点 . 
证 明 PY = +(- BP + PR + BR) = 


4Rsin Š sin S (= si (E + 4) + sin B + sin( + + S) PA 


sin( 子 十 4) + sin Ë + sin( 本 $ = 


z A+C,. C-A B 
2cos( + 6 )sin 6 + sin $ = 


Zoin Bain C = A Di 有 Ë À 
sin 6 6 + asn Gs = 


NO 
ON 


(e) pacos =====—=s 


NO 
AN 


Eira B mamami 


几何 瑰宝 
2sin B (sin EA + sin(# - Ë) = 
asin sin(a a CAB ool E = B= Ct A 
at, =B-C+A __ z =A+B-C sx -4-B+C 
4+ n seg t a baia E 
7, 则 


PY sinacos y RX _ cos Bsin y QZ _ sin Bcos a 
YR sin ycosa XQ ` cos ysin B’ZP ~ sin acos 8 


PY , RX , QZ 

从 而 YR ` XQ ` # =1 
故 PX,QY,RZ 三 线 共 点 . 

党 外 英利 三 角形 定理 


将 任意 三 角形 的 外 角 三 等 分 ,以 分 别 接近 于 三 条 边 的 外 角 的 三 等 分 线 的 交 
点 为 顶点 的 三 角形 称 为 外 英利 三 角形 , 
定理 1 i A PQR J A ABC 的 外 莫 利 三 角形 , 则 AP, 
BQ, CR 三 线 共 点 (图 2.279)， z 9 
证 明 “分别 在 AABP, A ACP 中 ,用 正弦 定理 得 


有 C 
BPsin( 3 + 2B) 
sin Z BAP = A y 
CPsin( $ + 2o) 图 2.279 
sin LCAP = ——— 
nE? 
s sin ZBAP _ BPsin(3 + 3 9) Š 
sin Z CAP CPsin( +20 
再 在 A BCP 中 ,由 正弦 定理 知 
BP = 8Rsin Asin £ z Aoin z $) © 
CP = 8Rsin Asin z A oin -2) G 
由 加 ,@,@ 得 
in( 开 + 之 Bysin( 开 -人 
sin ZBAP sin(3 + 38)sin(3 - 3) 
sin Z CAP ` B 


nE, 2 cyÁn 2 
sin( + 3C)sin(3 — 3) 


Treasure 


同 理 可 得 

和 

sin ZCBQ _ sin( 3+3 C)sin( 3-3) 

sin ABQ sin( $ + Asing - $) 

WE a 2 iy £ (= B 

sin ZACR _ Mn(3 + 34)sin(3 - 3) 

sin Z BCR sin(# + 2 pi (£: - 4 

所 以 sin ZBAD , sin CBE . sin ZACF _ | 


sin Z CAD ` sin ZABE ` sin Z BCF 7 
再 由 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 的 角 元 形式 知 ,4P, BQ , CR 三 线 共 点 . 
定理 2 ”将 OABC 的 各 外 角 三 等 分 ,每 两 个 外 角 的 相 邻 三 等 分 线 相交 得 
APQR,ZA,ZB,Z C 的 平分 线 分 别 与 OR, RP, PQ 交 于 点 X,Y,Z, 则 PX, 
QY, RZ 三 线 共 点 . 
证 明 ”类 似 于 定理 1 中 的 证 明 , 有 
AQ = 8Rein 全 sin( 了 于 - $ )sin( 2 = 
AR = 8Rsin Csin( - C )sin( £ - 


C 
3) 


QR = 8Rsin( $ — 4 )sin( É ~ E )sin( 2 = 


在 A AQR 中 ,由 正弦 定理 有 
40 AR QR 


sin ARQ ™ sin ZAQR = si (£ x: 4) 
I PE: e 1 
易 得 sin Z ARQ = sin 3 ,sin ZAQR = sin + 
AQ _ sin 3 
从 而 有 AR "= 一 C 
sin 
3 
m i$ cp $ 
na BP " AGB 
n 3 sin $ 


因 AX F4} Z ABC, X. Z RAB = 人 04C, 则 4 平分 人 EMR, 故 由 角 平 分 线 
定理 知 


QX _ AQ 
XR AR 


NO 
ON 


{wjCOJO< I 


Frias B msnm g =m 


A 何 瑰宝 


i RY BR PZ _ CP 
同 理 P BP'Z0 ` CQ 


KB CA 
QX. RY PZ AQ BR cp 03 Sm 3 .m3 
XR `YP ` ZQ “AR BP CQ ” CLA 

sin 3 sin 3 
因此 据 塞 瓦 定理 逆 定 理 得 : DX, EY, FZ 三 线 共 点 ， 
定理 3 ”如 图 2.280, 设 全 PCOR 为 A ABC 的 外 莫 利 p 
三 角形 ,4D | QR 于 点 D,BE | RP 于 点 E,CF | PQ T+ 
点 下 , 则 PD, QE, RF 相交 于 一 点 ， 
证 明 ” 同 定理 2 中 证 明 有 4Q ,4R , 且 


C B 
ZAQR = F LARG = 3 


而 QD = AQcos ZAQR 
DR = ARcos Z ARQ 
则 g = tan Foot § 
同 理 RE = tan Lord 
PE = tan 和 cot 8 
FQ ` s $ 
H O,@,@ 即 得 
QD, RE, PEF} 
DR ` EP ` FẸ = 


故 PD , QE, RF 相交 于 一 点 . 

定理 3 的 对 偶 定 理 如 图 2.281, 设 全 POR 为 全 4BC p 
的 外 莫 利 三 角形 , PD | BC 于 点 D, QE L CA 于 点 尼 , RF L 
AB T.A F.W] AD, BE , CF 相交 于 一 点 . 

此 结论 可 类 似 于 定理 3 的 证 明 而 证 ( 略 ). BR 

定理 4 如 图 2.282, 设 人 APOR 为 人 ABC 的 外 莫 利 三 
角形 ,4D, BE, CF 分 别 是 公 AQR, 全 BRP, 公 CPQ 的 周 界 中 
线 , 则 PD, QE, RF 相交 于 一 点 .中 

证 明 ” 同 定理 2 中 证 明 , 有 QR 的 式 子 ,又 


QD + AQ = (AR + QR + AQ) 


O 尹 广 金 .外 莫 莱 三 角形 的 几 组 对 偶 性 质 []. 中 学 数学 ,2002(10):39-40 
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则 QD = (AR + QR- AQ) = 
4Rsin(60P — P Ysin 一 Ean E + 


sin(60P — $) - sin) 


而 


B 


NO 
A 


sin ç + sin(60P — A) -sin $ > 2si (Ë + C eos 6 - 2sin oos Ë = 


2eos B (sin(Ë + £) - sin 2) 
4cos(30 — A Joos Byin E 


6 
则 QD = 16Rsin(6 - Ë )sin(60° - 和)eos(30 š A Joos Being 


同 理 DR = 16Rsin(60 - Z )sin(60 - 2)cos(30 - A Joos Csin £ 
则 g = cot Blan E 
同 理 全 = cot Stan & 
A = cot tan Š 
@,@,G 即 得 
QD , RE , PF 


DR EPFO”! 
故 PD, QE, RF 相交 于 一 点 . 
类 似 可 证 : 


(e)rg<so<—=—axgm= arz = 


e 


定理 4 的 对 偶 定 理 ”如 图 2.283, 设 A PQR 为 A ABC 的 外 莫 利 三 角形 ， 
PD,QE, RF 分别 是 全 BPC, 公 CQA4, 全 ARB 的 周 界 中线 , 则 AD , BE, CF 相交 于 


一 点 


定理 5 如 图 2.284, 设 和合 POR 为 和 4BC 的 外 莫 利 三 角形 ,个 4QR, 公 BRP， 


ACPE 的 内 切 圆 与 QR, RP, PQ 分 别 切 于 点 D,E,F, 则 PD, QE , RF 相交 于 一 


点 . 


Erpa B mim arama 


图 2.283 图 2.284 
证 明 H 
QD = (AQ + QR + AR) - AR = 3 (AQ + QR - AR) = 


4Rsin(60° ~ 2)sin(60 - £) (sin $ + sin(6 - £) - sin $) 


B 


ReinB + sin(60 - 4) -sin £ = 2sin( Ó + C )eos E — 2sin oos Ç = 


2eos E (sin (Ë + A - sn $) = 


4cos(30 ~ sin r £ 


MD QD = 16Rsin(60 - Ë )sin(60° ~ §)ooe(30 - £ )sin Zoos 


FI DR = 16Rsin(60 - 8)sin(60 - É )oos(30 — 4 )sin € co 


Bp gp = tan Bog 
同 理 = tan oo 入 


PF Aot Ë 
FQ = tan 6 cot £ 
# O,@,Q 即 得 
QD | RE PF |] 
DR ` EP ` FQ 
故 PD,QE,RF 相交 于 一 点 . 
类 似 可 证 : 
定理 5 的 对 偶 定 理 。 如 图 2.285, 设 入 PQOR 为 人 4BC 
的 外 莫 利 三 角形 ,全 BPC, 公 COA4, 公 ARB 的 内 切 圆 与 BC， 
CA ,4B 分 别 切 于 点 D,E, 下 . 则 AD, BE , CF 相交 于 一 点 . 


C 


6 


6 


图 2.285 


e 


党 优 英利 三 


将 任意 三 角形 的 优 角 三 等 分 ,以 分 别 接近 于 三 条 边 的 优 角 的 三 等 分 线 的 反 
向 延长 线 的 交点 为 顶点 的 三 角形 称 为 该 三 角形 的 优 莫 利 三 角形 . 

定理 1 ”如 图 2.286, 已 知人 DEF 为 人 4BC 的 优 莫 
利 三 角形 , 则 AD, BE, CF 交 于 一 点 ,中 

证 明 ” 令 4D,BE,CF 分 别 交 BC,CA,AB 于 点 DD'， 


E', F WJ 
LAR- ppsi (Z _ 28 
BD _ IA 748 BDsin(3 š 3) E F 
D'C =- Sasco tac ; CDsin( $ j 26, 图 2.286 
fE A ABC 中 ,有 
AB _ sin Ç 
AC si B 
在 全 BDC 中 ,有 
BD sin(+ + £) 
sin( + 2) 
in Csin( © 4 C€ y in (= _ 28 
i pp _ sin Csin( 3 + 9 )sin( 2 - 3) 
DE ii DnE +E yaa (2 2 2Cy 
2 3 ”3 3 3 
同 理 CE É sin Asin( 3 + Dsi (Z = 22) 
EA sin Can( + E)sin(E - 24) 
ap _ sin Bsin( $ + Esini 2 24) 
EB sin Asin( + + Aa (2 - 28, 
# Bp’ | CE' .4P _ | 


D'C ` E'A ` F'B 
于 是 AD' ,BE' , CF' 交 于 一 点 , 即 AD, BE, CF 交 于 一 点 . 


O 孙 玉 虽 . 优 莫 勒 三 角形 中 的 共 点 线 []] .中 学 数学 研究 ,2002(12):24-25 


NO 
AN 


(CAET EEE] 


NO 
ON 


Fer Bm 8 arama 
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定理 2 ”如 图 2.287, 设 人 DER 为 A ABC 的 优 莫 利 
三 角形 , BF 与 CE 交 于 点 D1, CD 与 4F XFA E, AE 与 
BD 交 于 点 Fi, 4D1, BE), CF 交 于 一 点 . 

证 明令 4D1,BE1, CF, 分 别 交 BC, CA,4B 于 点 
D',E',F', 则 有 


AB > BDisin( $ + 5) 


1 

BD' SAAD, 2 
1 

2 


D'C 7 Sasco, AC + CDisin( $ + $) 
在 人 4B8C 中 ,有 
AB _ sin C 
AC sin B 
# ABD, C 中 ,有 
sin( 亚 ~ 26) 
BD, 
CD, ` int 28 
sin( 3 = 3 ) 
in Csin( 开 - 2C y (t + B 
ii BD _ sin Csin(3 -3 )sin(- + 3) 
DC in Bsin(T - 2B)sin( + £) 
PEA 3 3 
om sin Asin( $ ~ Asin E 4 £) 
同 理 
EA sin Csin( 于 - 2E)ain( E + 4) 
3 3 3 3 
A 


apro sin Bsin(3 - 2B sin T + 3) 


sin Asin( 3 ~ 3 )sin(3 + 3) 
BD’ CE' AF’ 
故 D'C EA FBT 
于 是 AD' ,BE' ,CF' 交 于 一 点 , 即 4D BE,, CF, 交 于 一 点 . 
定理 3 ”如 图 2.288, 设 人 DEF 为 人 4BC 的 优 莫 利 三 角形 , BF 与 CE 交 于 
点 Di, CD 与 4F 交 于 点 1,AE 与 BD FA Fi, M) DD1, EE, ,FF 交 于 一 点 . 


并 Au St 
证 明 由 于 人 EAC = G + 4, ZECA = 村 + 号 ,而 有 
ZAEC = x - ZEAC - LECA = Š 


同 理 LAFB = 


vla 


由 题 设 知 
E AE 
LAEF = 3 -3 LAFE = 3 - 9 
而 有 ZLDiEF = ZAEF - ZAEC = $ 
LDIFE = ZAFE - ZAFB = 4 


故 ADIEF = ZD FE 
于 是 DE = D1F, 从 而 知 点 D 在 EF 的 中 垂 线 f 
E; 

再 由 入 DEF 是 等 边 三 角形 , 知 点 刀 也 在 BE 2258 
的 中 垂 线 上 , 故 DD, 垂直 平分 EF, 同 理 , 知 EE, EAF FD , FF, 垂直 平分 
DE ,于 是 DD1, EE, , FF, 交 于 一 点 . 

定理 4 如 图 2.289, 设 全 DEF 为 人 4BC 的 
优 莫 利 三 角形 , BF 与 CE 交 于 点 D1, CD 与 4F 交 
FA ,AE 与 BD 交 于 点 Fi, DD1 交 BC 于 点 D'， 
EE, 3E CA FA E' , FF, 3E AB 于 点 牛 , 则 AD', 
BE' , CF 交 于 一 点 . 

证 明 ”由 定理 3 的 证 明 , 知 DDi 的 延长 线 平 
分 和 ED1F, 从 而 知 DiD' 平分 全 BDIC , 同 理 , 知 
E, E' 平分 人 CE1h, F, F' 平分 人 AF1B. 

在 全 BDIC 中 ,有 


in( Ë 
BD, Sin(3 ~ 


€. sin(+ - 


由 三 角形 的 内 角 平 分 线性 质 定理 , 知 


于 是 HE 


同 理 , 也 有 


QO 
Ë: 
z. 
Z 
四 
1 
加 
> 
ki 
AE-S 
a 
o 
t 
N I 
|Ë |Ë 


NO 
ON 


(e) aoa nzo =-= 


No 几何 A 瑰宝 


ON 
BD' . CE’ AF' 
É DC’ PA ` PB ° 
于 是 AD',BE',CF' 交 于 一 点 . 
平 定理 5 ”如 图 2.290, 设 人 DEF 为 人 4BC 的 
E) 优 莫 利 三 角形 ,DD1, EE1, FF, 分 别 是 人 DBC， 
何 公 ECh, 公 FF4B 的 中 线 , 则 4D BE1, CF, 交 于 一 
500 
g|) AO 
š 此 结论 是 显然 的 . 
定理 6 ”如 图 2.291, 设 人 DEF 为 人 4BC 的 
= 优 莫 利 三 角形 , DD, , EE, FF, 分 别 是 A DBC , 
Ë) AECA, A FAB 的 内 角 平 分 线 , 则 AD, , BE, , CF, 
RFA 
证 明 由 于 DBC = 6 + B,ZDCB = 
@ Trh 


BD, _ DB _ sin(6op + y) 
IC DC ™ sin(6 + p) 


同 理 , 有 
CE, sin(6P +a) AF, _ sin(6 + 0) 
EA ™ sin(60 + y)’ FiB 7 sin(60 + a) 
故 BD, , CE, , AF, 
D,C ` EA FiB 
于 是 4D1,BE1, CF 交 于 一 点 . 
定理 7 如 图 2.292, 设 公 DEF 为 人 4BC 的 
优 莫 利 三 角形 , DD, EE, FF, 分 别 是 全 DBC， 
公 ECh, 公 FA4B 的 高 , 则 4D1,BE1, CF, 交 于 一 
证 明 IH BD, = DBcos(6¥ + B),DiC = 
DCceos(60° + 7), 所 以 
BD, _ DB .cos(6P + 9) _ 
DIC ` DC cos(6P + y) ` 
sin(60° + 7) . cos(60° + 8) _ 
cos(60° + B) cos(60° + y) ° 
tan(60° + y)ceot(60° + 8) 


O KES .涉及 三 等 分 角 线 的 几 组 对 偶 结 论 [中 .中 学 数学 研究 ,2002(11) :17-18. 


同 理 ,有 
各 = tan(€0 + a)cot(6® + y) 
把 = tan(60 + B)cot(60° + a) 
BD, . CEL. AF, 


DE S P B 
于 是 4D1, BE,, CF, 交 于 一 点 ， 

定理 8 ”如 图 2.293, 设 ADEF 为 人 ABC 
W R R E= f JÉ, DD, EE, FF, 分 别 是 
ADBC,AECA,A FAB 的 周 界 中 线 , 则 AD, 
BE,, CF, 交 于 一 点 . 

证 明 ”运用 正弦 定理 可 求 得 
DB = 8Rsin(60 + a)sin(60° — a)sin(60 + y) 
DC = 8Rsin(60 + a)sin(60 — a)sin(60 + 8) 
BC = 8Rsin(60 + a)sin(60° — a)sin a 


X BD, + DB = 去 (BC + DC + DB), 则 
BD, = +(BC + DC - DB) = 
4Rsin(60° + a)sin(60 — a)(sin a + sin(60° + B) — sin(60° + 7)) = 
16Rsin(60° + a)sin(60 ~ a)sin 号 sin(30 + $ )eos(30 + Z) 
同 理 
DiC = 16Rsin(60° + a)sin(60° — a) > sin 号 sin(30 + Z )eos(30° + 8) 


则 = tan(30 + É Joot(30 + Z) 
同 理 ka = tan(30p + Z oote + £) 

FE = tan(30? + 县 )eot(30 十 2) 
m BD, CE, AF, 


DC EA FiB 7 
于 是 AD1, BE,, CF, 交 于 一 点 . 


NO 
ON 


(m) paso amu =m = 


NO 
ON 


Fishia B wiae g ama 


几何 现 宝 


定理 9 如 图 2.294, 设 人 DEF 为 人 4ABC 的 
优 莫 利 三 角形 ,全 DBC , À ECA , À FAB 的 内 切 圆 
分 别 与 BC, C4,48 切 于 点 Di, Ei, Fi, W 4D,， 
BE,, CF, 交 于 一 点 . 
证 明 BA 
BD, = (BC + DB - DC) = 
4Rsin(60 + a)sin(60 — a)(sin a + 
sin(60 + y) - sin(6OP + B)) = 


图 2.294 
16Rsin(60 + a )sin(60° — a)sin Feine + F )eos(30 + £) 


同 理 
DiC = 16Rsin(60 + a)sin(60 - asin 号 sin(30" + 县 )cos(30 + Z) 
则 D3- = tan(30P + Zoae + 8) 
同 理 4 = tan(30 + 号 )cot(30 + 1) 
f3 = tan(30P + EJee + > 
k BD, CE, AF, _ 


D.C ` E,A ` FB 
于 是 AD1, BE,, CF, 交 于 一 点 . 

定理 5 ~ 9 分 别 有 下 面 的 对 偶 定理 (证 略 ). 

定理 9 设 人 DEF 为 AABC 的 优 葛 利 三 角形 ,4Di, BE, CF, 分 别 是 
AAEF ,ABFD, A CDE 的 中 线 , 则 DD EE, , FF, 交 于 一 点 

定理 6 W ADEF J OABC 的 优 莫 利 三 角形 ， ADI, BE CP, 分 别 是 
全 hEF, 公 BFD, 公 CDE 的 内 角 平 分 线 , 则 DD, EPE , FF, 交 于 一 点 . 

定理 7 i ADEF 为 和 4BC 的 优 葛 利 三 角形 ,4Di, BE1, CF, 分 别 是 
AAEF,A BFD ,A CDE 的 高 , 则 DD, , EE1, FE 交 于 一 点 . 

ERY 设 ADEF 为 A ABC 的 优 莫 利 三 角形 ,4Di, BE, CF, 分 别 是 
AAEF,ABFD, A CDE 的 周 界 中 线 , 则 DD1, EE1, PP 交 于 一 点 . 

定理 9 i A DEF J A ABC 的 优 英利 三 角形 ,全 4EF, 和 人 BFD, 和 人 CDE 的 
内 切 圆 分 别 与 EF, FD ,DE YFA D, E, Fi W DD, EE,, FF, 交 于 一 点 . 


rn 


定理 ”如 图 2.295, 设 和 XYZ, 人 D1E,F3 
分 别 为 A4BC 的 内 、 外 英利 三 角形 ， 
ADIEIFI,SEDFy, 人 FE3D; 分 别 为 
AABC 中 ZA, LB, ZC 所 对 的 旁 莫 利 三 角 
形 , 则 ® 

O) 四 点 Fi, Di, E2, F, 共 线 于 h; 四 点 
Dz, E2, F3, Ds 共 线 于 ly; 四 点 E3, F3, Di, E). 
RRF b. 

(2) YZ // E, F, // l2, XY // DsEs // h, 
Zx // D.F, // b. 

证 明 (1) Æ A ACE, H, KEREM 

CE; 四 AC 


sin(+ - 4) É si (2F 一 $) 
A 


bsin( 3 - 3) _ 2Rsin Bsin( + - 4) 


据 三 倍 角 公式 sin B = dsin( $ - $ )sin Sai ( E + 2) 81 
CE; = 8Rsin S sin( É - B)ain( E - 4) 
XE ABCD, # AACE, 中 , 同 理 可 求 
CD, = 8Rsin sin($ - )sin($ - 
CE, = 8Rsin Aeng - Paing ¥ 
E A D, CE, 中 ,由 余弦 定理 及 四 ,@ 得 
D,E} = CE2 + CD1 ~ 2CE, - CDicos(x - G - $) = 


G4R2si (E -A(Z -Blit 4 + 


D FER FJ fj sha 0042 PR26388 [1] PERE ,1995(2):27-28. 
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n A 瑰 宝 


sid È + 2sin Gain 县 cos( 扫 + £ 


(HH sin(a + 8) = sina + si? 8 + 2sin asin Beos(a + B)) = 


Rsi E -AiE -Beita + B) = 
A 


Rit E -Psi -PiE - E) 


则 
DiB = 8Rsin( £ - Asi (2 £ B ysi (2 u £) 
# AD, E, 中 ,由 余弦 定理 及 四 ,@, 同 理 有 
D,E, = 8Rsin Aent Š 2)sin( 子 š $) 
# ACD, E, 中 ,由 正弦 定理 及 中,@ 得 


CE, +: sin < Ey CD. 
š PP in 2 
sin Z E,D Ç = —2 T" 1 = sn 各 


X. Z E,Di C 为 锐角 , 则 


ZE DC = È 
Æ A CD, E, 中 ,由 正弦 定理 
DE _ CE _ _ D, 
mA - É) ` sin CDE; = sin ZCE,D, 
sın! 3 3 


K @,@,@ SI 
sin Z CD IË, = sin(+ + 
sin 人 CEID = sin( $ - 
# LCE, D, 为 钝 角 , 则 
LCBDI=r- (村 - 3) 
LDE 
从 而 AD, CE, 的 内 角 和 为 
Gahaa- Eaa 
矛盾 . 故 Z CE, D, 不 是 钝 角 . 从 而 


则 


为 一 


易 见 
故 


即 
故 
同 理 


z 工 _4)_( 工 -C) 2 B 
一 CDIE = x - (3 - 93) - (3 - )=% -3 


3 
XADE, F, 为 正三 角形 , 则 由 轿 ,@O I 
LBDiF = LEDIC+ LCDE + E,D, F, = 


B Z By x 
3+(3- 3)+3 = x 


平角 . 故 三 点 Ez, D1, Fi RR. 
同 理 , 三 点 D1, Es, F> 共 线 . 
则 四 点 Fi, Di, E,, F, RRF h. 


同 理 可 证 ,四 点 Dz, Ez, F3, Ds 共 线 于 hs; 四 点 Es, F3, Di, E, RRF b. 


(2) 仿 式 D 易 得 
AY = 8Rsin Šin Caint + 2) 


AZ = 8Rsin $sin Saa + £) 


AE, = 8Rsin( $ — Bein $ - $) sing + 2) 


AF; = 8Rsin(3 - ysi (E - £) ` sin( + S) 


X ZD iB, P, = 3 LD FE = 了, 则 
E, F, // E:F, 

BF / b 
YZ // EFi // h 


XY // DsEs // lx, ZX // ED: // l3 
以 上 定理 表明 ,三 类 莫 利 三 角形 的 对 应 边 共 线 或 平行 . 
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三 角形 的 莱 莫 轧 线 。 过 三 角形 的 顶点 作 它 的 外 接 圆 的 切线 与 对 边 相 交 ， 
这 样 的 三 个 交点 在 同一 直线 上 .中 

上 述 结论 是 由 莱 英 恩 首先 发 现 的 ,所 以 这 样 的 直线 被 命名 为 三 角形 的 莱 英 
BR. 

证 明 ”如 图 2.296, 过 4 作 A ABC 的 外 接 圆 的 切线 
AF 交 BC 于 点 X, 过 B 作 外 接 圆 的 切线 BY 交 AC FAY, 
过 C 作 外 接 圆 的 切线 CF, 交 AB 于 点 Z. 我 们 要 证 明 X, 
Y,Z 三 点 在 同一 直线 上 . 设 BY % AF 于 已 , 交 CF T. D. 

根据 梅 涅 劳 斯 定理 ,由 直线 XEF 截 公 BCD, 有 


由 直线 YDE 截 人 4CF, 有 
YC , EA , DE 
YA EF DC 
由 直线 ZDF 截 AABE, H 


Ox Q x 0,4 


XC ` YA ` ZB ` DC FA ` EB "l 


又 IDCI=iDBI,IFCI=IFAI,IEAI=lI EBI 
# m CA, 


YA ZB 
HF X,Y, Z 分 别 在 A ABC 的 三 边 之 延长 线 上 , 故 根据 梅 涅 劳 斯 定理 知 ， 
X,Y,Z 三 点 在 同一 直线 上 . 


党 三 角形 的 内 接 三 角形 的 面积 问题 


定理 。 如 图 2.297, 设 D, E, F AF3 A ABC 的 三 边 BC, C4,4B 上 的 点 ， 


O 单 境 . 数 学 名 题词 典 [M] .南京 :江苏 教育 出 版 社 2002:424-428. 
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Hı, H, H; 分 别 为 人 4EF, 公 BDF, 人 CDE 的 恒心, W A 
Saner = Sannu, ® E 
证 明 ”联结 HE, HF, HD, HF, HD, HE, 记 1⁄2 
2 ABC 的 外 心 为 0. 由 已 知 得 EH, // DH,, FH, // EH， ë 
DH; // FE 所 以 2 
(OH; - OË) x (OH, - OD) = 0 图 2.297 
(OH, - OF) x (OH; - OË) = 0 
(OH; - OD) x (OH; - OF) = 0 
aaa ， | o S n m. 
OH, x OH, + OH, x OH, + OH; x OH, = OD x OË + OË x OF + OF x OD 


则 H.H, x HR IH, = DË x DF 
从 而 2San ny, = 2S 和 ApEF 
即 Saner = San n,n 
兴 圆 的 切割 线 问 题 


定理 1 如 图 2.298,P7,P7, ÆA 0 的 切线 ,过 P T 
的 圆 0 的 割 线 交 贺 于 0,R, 交 T T FT, WAO 


(CDPre | — 
1)PT2 = PQ- PR - TQ > TR. 5 
L 1 2 Par 


(2) PO + PR = PT g 
证 明 (1) 对 AT PT: 应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 及 相交 
弦 定 理 ,切割 线 定理 ,有 
PT? = PT - T,T - TT, = PQ ` PR - TQ + TR 
(2) 因 PT,, PT, 是 圆 O 的 切线 , 则 
PT, = PT,,PT1 = PQ ` PR ° 
又 因 在 AT, PT, 中 ,根据 斯 特 瓦 尔 特定 理 , 有 
PT2 T.T, = PT} -© TIT + PT TT, - TIT TT TiTa = 
PR TiTi- TYT - TT, TT72( 因 为 PT, = PT) 
即 PT = PÑ - T.T `: TT, 四 


图 2.298 


[J]. t r ah 2005(4):42. 
8 hPa Ae ua E BITI, 中 学 数学 (苏州 )1994(3):19-20. 
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几何 瑰宝 
而 在 贺 0 中 ,有 
T.T - TT, = RT - TQ = (PR - PT)(PT - PQ) @ 
H O,@ ÇA @ 8 
PT? = PQ > PR - (PR - PT)( PT - PQ) 
即 sl. l 7 2: 
PQ * PR ` PT 


注 ”此 定理 的 结论 (2) 即 为 ; PT 是 PQ, PR 的 调和 平均 . 
定理 2 ”如 图 2.299, PT, PT, 是 圆 0 的 割 线 , R. 1, 
PT, = PTa, àt P HARKIMO + Q, R, X TiTa, SS, F R 
T, S, WA 


Ne EAEE AO Ñ 
PQ * PR © PS t PT 7, 
证 明 因 PT, = Pri PT, PS = PT, PS:, 则 Bl 2.299 
PS, = PS, ° 
由 此 有 Ti T, // 5152, 即 
PS, _ PT. 
S © PT 
而 PT, © PS, = PQ ` PR 
PS 
则 PSI = pr ` PQ ` PR © 


HE ASi PS, 中 ,根据 斯 特 瓦尔 特定 理 ,有 
© 
PS? + S.S; = PS?. SIS + PS} + S,S — S18 + SS, ` SS; = 
PS} + S1S2 - S18 : SS, ° S.S; 


Bp PS? = PSR - S.S ° SS; 
又 在 圆 0 中 ,有 
SiS + SS = RS + SQ = (PR ~ PS)( PS - PQ) @ 
四 ,@ 代 人 图 得 


P3? = ESPO . PR - (PR - PS)(PS - PQ) 


即 A L CL E: 
PQ * PR © PS t PT 


E ASNS $27 交 于 点 6, 应 用 线段 的 调和 分 割 问题 中 的 有 关 定 理 , 则 有 


Treasure N Geometry 


NO 
ON 


定理 3 ” 设 过 圆 外 一 点 的 切线 PA 切 圆 0 FA, WR 
PCD 交 圆 0 + C, D, AB 为 圆 的 直径 , 弦 CB , DB 与 割 线 PO 
ZFA E, F, WOE = 0F.® 

证 明 ”如 图 2.300, 设 6 为 CD 中 点 , 则 0G | CD. 过 4 
C 作 直线 平行 于 EF ,分 别 交 AB, BD 于 H,K, 联 结 HC ,AG， 
AC. 因 为 


LOGP = LOAP = 95 
所 以 0,G,A, P 四 点 共 圆 ,从 而 
Z GPE = ZGAH 
又 由 于 CH // EF,Z GCH = 人 CPE, 则 
ZGCH = LGAH 
从 而 G,H,C,A MAS, HGC = 人 HAC. 

但 同 弧 上 的 圆周 角 相 等 , 么 HAC = 和 人 CDB, 从 而 人 HGC = 人 CDB, 于 是 
HG // KD. 

因为 6 是 CD HHA, BDA H FE CK 的 中 点 . 

又 由 于 CK // EF, 易 知 0 是 EF 的 中 点 . 

如 果 直 线 PO 与 过 B 的 切线 相交 于 Q ,那么 PO = 
OQ. C, D 是 过 P HARSH O 的 交点 ,B 是 过 Q 的 切线 
5A 0 的 切 点 , 这 个 切 点 可 以 看 成 是 两 个 交点 重合 为 
一 ,E, 下 分 别 是 BC, BD 与 PQ 的 交点 ,于 是 ,更 一 般 的 ,有 

定理 4 如 图 2.301, 设 圆 0 的 圆心 0 在 过 P,0 两 点 
的 直线 上 ,并 且 OP = 00. 过 P,Q 各 作 一 条 割 线 , 分 别 
XE 0 于 C,D 及 4,B,4C,B8D 分 别 交 PQ T E, F, WJ 
OE = 0F. 


党 三 角形 属 类 判别 法 则 


(e]|rergao— amam = 


设 a,b,c 分 别 表示 公 ABC 的 边 BC,C4,4B,a > b,a > cymeyte = AD $Y 
别 为 a 边 上 的 中 线 和 ZA 的 平分 线 ,R AIRNE, WAO 


> 0 < 9° 
判定 法 1 waa- af- oaf 
<0 > 9 


.一 个 几何 命题 的 探讨 与 推广 [了 ,中 学 数学 教学 ,1984(4):9-10. 
8 PE 学 数学 教学 参考 ,2006(9) :54. 


x h 
si 
< 9° 
判定 法 2 md = heel- op 
平 
面 1 > 90P 
JL <> 
何 
2 ( 设 边 BC 的 中 点 为 W ,以 M 为 图 心 ,二 < 为 半径 作 圆 W, 由 4 SIL M fg 
Ë 。 关系 即 可 证 得 ,) 
ri 判定 法 3 V ZA 的 平分 线 与 边 BC 的 交点 为 D, 记 BD = d,CD = 。, 则 
< 9° 
二 十 = henl- 90? 
2 > 90? 
e <£ 


判定 法 4 
> 8R? < 90 
arb, e| = sral = 9° 
< 8R? > 9 
设 0 为 外 心 ,4 为 最 大 角 , 联结 40 并 延长 交加 0 于 
A' ,联结 BA' , CA' ,如 图 2.302 所 示 , 记 BA' = m, CA' = n, (Ñ 
则 
bre imi n = embana B c 
(2R} + (2R} = 8R? /7 
Á b? + e? + a2 > 8R2 b tem Hn h, m H 
m2 - a? < 0, 由 判定 法 1,4' > 9p, 则 4 = 180 - A' < 90. 图 2.302 
类 似 证 另外 情形 . 


学 含有 45° 角 的 三 角形 的 性 质 定理 


定理 1 含有 45° 角 的 三 角形 中 ,其 外 心 与 45? 角 所 对 的 边 的 两 端点 构成 直 
角 三 角形 的 顶点 , 且 外 心 为 直角 顶点 . 


O 沈 文选 .含有 45" 的 三 角形 的 性 质 及 应 用 [中 .中 学 数学 ,2009(8):26. 


Treasure "s Geometry 


定理 2 含有 45° 角 的 三 角形 中 ,其 甜心 与 45 角 的 顶点 的 距离 等 于 45 角 
所 对 的 边 长 . 

事实 上 ,由 重心 组 的 性 质 即 证 得 . 

定理 3 在 锐角 公 AMN 中 ,人 4 = 45°,fE ME l AN T E fE NF | AMF 
FF, 则 EF 平分 人 ABC 的 面积 , 即 

SA4EF = SMNEF 

事实 上 ,由 ZMAN = 45°, 知 ZAME = 45°,ZANF = 45, 则 AE = EM, 

AF = FN, Ë. ME 与 FN 所 成 的 锐角 为 45°. 于 是 


Saner = 44E - AF . sin 45° = tem + FN + sin 45° = Suner 


故 线段 EF 平分 A AMN 的 面积 . 

定理 4 在 钝 角 全 4MHN 中 , 作 ME | AN T. E,fE NF L AM 于 下. 设 天 为 
A AMN 的 外 心 , 则 ZA = 45° 的 充 要 条 件 是 K 为 人 AEF 的 垂 心 . 

事实 上 , 设 ME 与 FN 交 于 点 C, 则 C 为 全 4MN 的 垂 心 .联结 4C ,4K ,MK， 
ANK, 则 4,F,C,E 四 点 共 圆 , 且 由 三 角形 垂 心 与 外 心性 质 , 知 

LFAK = LEAC 
于 是 人 CFE = 人 CAE = 人 FAK, 而 人 CFA = 90, 从 而 人 AFE 5j L FAK ER, 
#k AK | FE. 

我 人 ZA = 455 Z MKN = W, Z MFN = WM, N, K, F I < tE 
意 由 人 MNC = 人 KNE 有 MNK = 人 FNE, 此 时 有 4ME = FNE = 
人 LMNF = 人 AFKesFK // ME FK | A4E ,其 中 注意 到 ME L AEK 3 A AEF 
的 重心. 

定理 5 在 锐角 公 AMN 中 ,人 4 = 45, 作 AH 上 MN + H , WJ 

(HA4MN 可 内 接 于 一 个 以 4 为 一 个 顶点 , 边 长 等 于 AH 的 正方 形 4BCD. 

(2)AAMN 可 内 接 于 一 个 以 4 为 直角 顶点 ,48 为 斜 边 上 的 高 的 直角 
AABC. 

事实 上 ,(1) 分 别 以 AM, AN 为 对 称 轴 , 作 AH 的 对 称 线 AB, AD ,延长 BM, 
DN 交 于 点 C, 则 可 证 得 ABCD 为 正方 形 , 且 边 长 等 于 48. 

(2) 分 别 以 AM,AN 为 角 平 分 线 , 作 人 BAM = Z MAH, E LCAN = 
Z NAH ,得 AB, AC 与 MN 两 端的 延长 线 交 于 B,C, 则 可 证 A ABC 为 直角 三 角 
形 . 
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定理 ! ”一 个 三 角形 为 直角 三 角形 的 充 要 条 件 是 两 条 边 长 的 平方 和 等 于 
第 三 边 长 的 平方 ( 色 股 定理 及 其 邀 定理 ). 

定理 2 ”一 个 三 角形 为 直角 三 角形 的 充 要 条 件 是 一 边 上 的 中 线 长 等 于 该 
边 长 的 一 半 ， 

定理 3 AABC 为 直角 三 角形 , 且 C 为 直角 顶点 的 充 要 条 件 是 当 C 在 边 4B 
上 的 射影 为 D 时 ,下 列 五 个 等 式 之 一 成 立 . 

(1)AC? = AD . AB. 

(2)BC? = BD - AB. 

(3)CD2 = AD - DB. 

C? _ AB 
(4) 你 = AD: 
(5 ba = Ds. 
2 2 2 

gaa C. AB. BC- CD. AB AD. DE DB p cp: = 
AD - DB. 即 可 证 得 (4) 的 充分 性 . 

其 余 的 证 明 略 ， 

定理 4 {JEE A ABC AEAN C 为 直角 项 点 的 充 要 条 件 是 当 C 


4D 
在 边 AB 上 的 射影 为 D 时 ,4 45 Sp: 
证 明 ”必要 性 显然 ( 略 ) ,只 证 充分 性 .由 
AD _ AČ? _ AD? + CD? 


B 7 BC T CD? + DB? 

有 (CD? - AD - DB)(AD - DB) = 0 
Tü AD zz DB, 即 有 CD? = 4D，DB. 由 此 即 可 证 . 

定理 5 AABC 为 直角 三 角形 , 且 C 为 直角 项 点 的 充 要 条 件 是 当 C 在 边 4B 
上 的 射影 为 点 D, 过 CD 中 点 P 的 直线 4P( 或 BP) 交 BC( 或 4C) F E, EAB 
上 的 射影 为 时 , EF? = CE + EB( 或 EF? = CE + EA). 

证 明 ”必要 性 .如 图 2.303, 过 D 作 DC // 4E 交 BC 于 6, 则 CE = EG, H. 
AD 


AD _ EG 
DB = GB ' 即 有 


O 沈 文选 .平面 几何 证 明 方法 全 书 [MI]. 哈尔滨 : 险 尔 滨 工 业 大 学 出 版 福 ,2006:351-354. 
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AD EG E 


AD + DB ` EG + BG E 
即 4D CE ° Z< 
AB = EB LA 
X EF // CD, 有 4 5 b 
m. @ Bl 2.303 
fz RA ABC 中 ,有 
CD? = AD : DB,BC2 = DB > AB © 
将 加 代入 @@: 得 
2 
EF? = EB AD @ 
将 四 代 和 人 图 得 
EF? = CE ， EB 
充分 性 .由 EF2 = CE - EB ,注意 到 @? 及 ,有 
BC _ AB 
CD? ` AD 


再 注意 到 定理 3(4) 即 证 . 
对 于 EF? = CE - EA 的 情形 也 类 似 上 述 证 明 . 


定理 6 人 4BC 为 直角 三 角形 , 且 c 为 直角 顶点 cA 
的 充 要 条 件 是 当 D AHAB 上 异 于 端点 的 任 一 点 时 ， SR 
(AB © CD} = (4C，BD)2 + (BC > ADY. Y 、 
证 明 ”必要 性 .如 图 2.304, 作 BK // DC 交 4C 的 N 
延长 线 于 K, 则 Ç. ia p+ 
BK = MB. cp,ck = ËD .hc 图 2.304 


由 BK = CK + BK. 将 前 述 式 代 和 人 上 式 化 简 即 可 证 . 
充分 性 . 令 BC = a,AC = b,AB = c,CD = L,AD = n,DB = m, 在 人 ABC 
与 全 4DC 中 ,应 用 余弦 定理 得 
omb- _ +. P - 2 
2ml izé 2nl 
注意 到 m + n = ,化 简 得 
cl + cmn = na? + mb? 
所 以 c'l + czmm = (na? + mb2)(m + n) = mn(a2 + b?) + b2m2 + a?r? 
而 已 知 有 ĉl? = bm? + azn2, 从 而 c = a? + b? BE. 
定理 7 设 m.,h, 分 别 表示 三 角形 顶点 x 所 对 边 上 的 中 线 长 ,高 线 长 . 
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[e)r gas aZmx= am = 
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几何 瑰 室 


公 4BC 为 直角 三 角形 , 且 C 为 直角 顶点 的 充 要 条 件 是 下 列 两 式 之 一 成 立 . 


(1) ma + m$ = 5mb. 
(2)à, ` ha = hc ` V hÀ + hh. 


证 明 提示 (1) 注意 到 三 角形 的 中 线 长 公式 (如 m= (26 + 2c2 - o2)) 
及 定理 1 即 证 . 
h, 


(2) 注意 到 面积 关系 如 = 如 = Ëe 及 定理 1 即 证 . 
a b c 

定理 8 AABC 为 直角 三 角形 , 且 C 为 直角 顶点 的 充 要 条 件 是 下 列 两 个 条 
件 之 一 成 立 . 

(1) ZC 平分 线 平分 边 4B 上 的 中 线 与 高 线 所 夹 的 角 . 

(2) 设 me, hc, te 分 别 为 <C 所 对 边 上 的 中 线 长 ,高 线 长 及 ZC 的 平分 线 
长 时 , (me + hc)tc = 2mç * hg. 

证 明 (1) 必要 性 , H B = ZACH = 人 MCB 及 
ZACT = TCB HHE. 

充分 性 . 作 A ABC 的 外 接 圆 ,延长 CT 交 圆 于 了 ,联结 
AD , BD ,如 图 2.305 所 示 . 由 4CT = ZTCB,# AD = DB, 
从 而 DM L 4B. 又 CH L AB, $% DM // HC. 由 和 MCT = 
ZTCH = Z TDM ,# MD = MC, 即 知 M 24 A ABC itik E 
心 , 即 有 MA = MB = MC, 由 此 即 证 . 

(2) RtA CMH 中 ,由 角 平 分 线 的 判定 与 性 质 知 , CT 平分 Z MCH 的 充 要 条 


图 2.305 


MH ` CH 
件 是 TH = CM ca TÑ 
_ MH: CH ja _ ,2 2 _ 2m hh 
定理 8(D)e TH = MC YX EC = hà + TH = mi 


(ma + ha) © tàe2m, 网 
定理 9 在 和 4BC 中 ,D 在 48 上 ,4D = 44B,BC = a, CA = b,CD = m, 
MJ C = 90 的 充 要 条 件 是 m? = A?a? + (1 - 1)282(0 < à < 1 .0 
证 明 BCA = b,CË = a, 则 
AB = a - b,AD = AAB = A(a - b),Cb = CÁ + AD = ùa + (1- A)b 
(CD)? = (àa + (1 - À)5)2 
则 m? = 222 + (1 - 2252 + 22 (1- à)a -b 


O 刘 定 勇 .直角 三 角形 若干 判定 条 件 的 统一 []] .中 学 数学 教学 参考 ,2006(9) :54- 
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C = W 的 充 要 条 件 为 a. b = 0, 即 
m = Aa? + (1-A) P 
定理 10 ”如 图 2.306, 在 人 4BC 中 ,7 为 48 上 异 H 
于 4,B 的 点 ,47 = d,BT = e,CT = t,ZCTB = a, a 
则 一 4CB =90 的 充 要 条 件 是 D Š 3 
t+t(d-e)coa-de=0 D; J = > T 
证 明 ”必要 性 . 设 AC = b,BC = a, BRZE Y 
理 , 得 图 2.306 
a? = t? + e — 2tecos a 四 2 
b? = É + d + 2tdcos a @ |z 
©, 两 式 相 加 ,由 于 ACB = 90, 得 = 
(d+e)?= a+b? = d +e +2t + 2t(d - e)cos a 
整理 即 得 四 . 
充分 性 .由 O 出 发 ,得 © 


(d +e)? = d? + eè +21? +2t(d — e)cos a 
应 用 余弦 定理 ,得 
(dd+e)2 = a2+ 2 

故 LACB = 90 

定理 11 如 图 2.307, A ABC 中 ,CD 上 AB T+ D, 
和 4BC 的 内 切 圆 半径 为 r; 和 AhBC,A4DC,ABCD 的 内 A 
DAMX Ih, hAlhh 的 外 接 加 半径 为 Ro, M| 长 
AABC 为 直角 三 角形 的 充 要 条 件 是 Ro = .中 i s 

证 阴 ”必要 性 . 设 A4DC,A BCD 的 内 切 图 半径 “ 
aA ri, r2, ACB = 90p, 则 


ZAIB = 90 + + ZAGB = 135 


X hh = / DÅ + DB = V 2(ri + rå), THEM ZACB = W 时 ,rf + 
=r, W 


图 2.307 


Br 
sin 135° 


hh = VY2r,2Ro = 
故 Ro = 
充分 性 , 作 IK | AB FK, hM | AB FM,I,N 1 AB + N WJ 


O 杨 鼓 平 .判定 直角 三 角形 的 又 一 充 要 条 件 [站 .中 学 数学 教学 参考 ,2006(9) :54. 
© PAME = 角形 的 一 个 性 质 []] .中 学 数学 ,2003(5):49. 
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AK = (AB + AC - BC),AM = 3(4D + AC - DC) 


则 MK = (BD + DC- BC) = ra = hN 
同 理 KN = r = hM 
又 LIUMK = ZX KNI, = 9 , 则 
ANMK LQ AKNI) 


即 hK = Kl,,Z KM = ZKhN 
从 而 ZI KM + AKN = Z LKN + ZX KI,N = 90 
故 AIRKD =% 


H Kh = KL 知 K 在 Lb 的 中 垂 线 上 ,又 AK = r,H AIh AMN 
径 Ro =7, 设 外 心 为 KK . 则 


IÉ 


H AIB = 90 + y ZACB > 90 J] K, K' 都 在 ZA Ñ. 
因 K Enh PERE, H IK = IK =r, W K 55 K' 重合 , 即 
ZAB + + ZK, = 180 


从 而 ZAIB = 135° 
XH ZXAIB = 90P + T ZACB = 135°, 故 
LACB = 9 
定理 12 ”如 图 2.308, 公 4BC 中 ,CD | AB TD, C 
AACD, ABCD 的 内 切 圆 分 别 切 4C, BC 于 EE,F, 则 E, 
A ABC 为 直角 三 角形 的 充 要 条 件 是 Z EDF = 9.0 F 
证 明 ”必要 性 .因为 ACB = 9P, CD L 48, 所 = ` N 
以 
AACD o^ A CDB 图 2.308 
所 以 


AC _ CD _ AD _ AC + AD - CD 
BC © BD " CD 7 BC + CD - BD 


因为 4E = + (AC + AD - CD), CF = 去 (CD + BC - BD), 所 以 
AE _ AD 


CF = CD 


O 多 黎明 .数学 问题 1591 题 [月 .数学 通报 ,2006(2): 封 3， 
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X ZA = 人 DCB, 所 以 


AADE ^ A CDF 
所 以 LADE = Z CDF 
所 以 LEDF = 人 4DC = % 


充分 性 .在 人 EDP = 90 的 条 件 下 ,假设 Z ACB # 90, AACD 内 心 为 五 ， 
联结 E, 过 C 作 4'C L BC, 设 CA' 交 4B 于 4' ,fE AA'CD 的 内 切 圆 圆 六 UJ 4' C 
于 到 ,联结 P F. 

由 前 知 Z E'DF = 90 ,因为 EDF = 90, 所 以 D,E,E' suan. 

X D, h, l, 在 一 条 直线 上 , 则 

Dh = V2nE, DI, = Jr  E' 
f ALDE 中 , 设 公 IDE = a, 所 以 
nE hD IE rip 


sina ~ sin ŻIED’ sina © sin ZT IED 


sinC ED = sinZ l, E' D 
X LEID = 360 - 9P -43 — A = 225° -4 > 9, ZE'T'D > 90, 所 以 
LNED = ZP E'D 

所 以 RE / E 

X hE LAC,P IE |. 4'C, 所 以 

C4' LE 

矛盾 ,所 以 假设 不 成 立 , 所 以 人 ACB = 90. 

定理 13 公 ABC 为 直角 三 角形 的 充 要 条 件 为 A ABC 可 以 被 分 成 两 个 彼此 
无 公共 内 点 且 都 与 A ABC 相似 的 小 三 角形 .中 

证 明 ”必要 性 . 设 C = 90, 则 由 C 引 边 4B 上 的 高 ,就 把 人 4BC 分 成 了 两 
+ A ABC 相似 且 彼 此 无 公共 内 点 的 三 角形 . 

充分 性 . 设 全 4BC 被 直线 PQ 分 成 了 两 个 彼此 无 公共 内 点 且 都 与 人 4BC 相 
似 的 小 三 角形 ,我 们 要 证 人 4BC 是 直角 三 角形 . 

首先 ,直线 PQ 必 过 A ABC 的 一 个 顶点 (不 妨 设 为 点 C) ,否则 A ABC 将 被 
分 成 一 个 三 角形 及 一 个 四 边 形 , 由 题 设 知 A BDC co A ADC cn 人 4BC ,因为 
Z ADC > Z DBC, ZADC > 《人 DCB ,所 以 由 上 式 推出 只 能 有 Z ADC = ZX BDC, 
亦 即 CD | 4B ,再 根据 上 式 知 C = 90,8 A ABC 是 直角 三 角形 . 


O 南 秀全 .三 角形 的 剖 分 及 应 用 []]. 中 学 数学 ,1992(3):44-47. 
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学 直 角 三 角形 的 性 质 定理 


定理 1 Æ RAABC 中 ,CD 是 斜 边 上 的 高 , 记 1,1,71 分别 是 2 ADC, 
ABCD , A ABC 的 内 心 ,7 在 48 上 的 射影 为 0,, 乙 C48 ,一 4BC 的 平分 线 分 别 交 
BC,4C 于 P,Q,P0 与 CD 相交 于 0,, 则 四 边 形 11011,0; 为 正方 形 .中 

证 明 ”如 图 2.309, 不 妨 设 BC > AC. 由 题 设 ， 


有 
RtA ADC co RtA CDB 
AC _1D 
所 以 BC ~ hD 


又 人 hiDlh = 92 = 人 4CB, 从 而 

RADIO RA CAB,ZLIB = ZCAB @ 

i AADC, ABCD 内 切 圆 半径 分 别 为 rrz,4B = c,BC = a,CA = b, 
AD =x,BD = y, CD = z, 则 


n= Att n a LHES Ao = StS 


(注意 01 为 人 4BC WHITE AB 上 的 切 点 ) ,从 而 


DO, = 40 -4D = HE8 -re rn 


EO, = ri + (r — ri) = r> FO) = r, 
由 勾 股 定理 ,有 


hO} = hE} + OF = rl + 
同 理 L = ñ + 
M hÜ = (m - r)i+(r +n) = (i+) = hD + RD, AAO L I, 
为 等 腰 直 角 三 角形 , 且 D, 0,12, 1 四 点 共 圆 , 则 
Lh0B= ZXhhD 四 
由 四 ,@ 可知 
Lh01B = LCAB, O11 // AC 
AM o, 1, / BC, 所 以 


1 
Ah _ AO _ Fea) payaa 
TP ` BO, ` 


cra-b) ta- 


O 羊 明 亮 , 沈 文选 .数学 问题 666 题 [了 .数学 教学 ,2006(4):48. 
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由 角 平 分 线 定理 ,有 


另 一 方面 


1 y: 
QO, Sawo, ZCO COrin ZACD behe) 


OP Saco, Lep. Cosin geep “(+ e) 
Al QO b+c-a blb+e) 

因此 Onl CAS T p = OPP c+ a-b notoro) 
因为 a(a+c)(b+c-a)-b(b+c)X(e+a- b) = 


a2b — a? + ac? — ab? + b’ -b= 
a?b - a? + ala? + b?) — ab? + b) - b(a? + b?) = 0 
故 Ozh, // C4. 同 理 Ozh // BC ,四 边 形 10, h0, 为 平行 四 边 形 ,又 
h0, = h0, h0, L 0, 
故 四 边 形 1101120; 为 正方 形 . 
定理 2 ”如 图 2.310, 在 RtA4BC 中 , CD 为 
SHA 48 上 的 高 ,1, 12 731A AACD FU A CDB 
BIAC, È h. 1 WER ACFM, ZX BC TN: 
延长 Ch 交 AD 于 P, 延 长 Ch 交 DB 于 Q; 设 I 
为 A ABC 的 内 心 , 则 @ 
(1) Z PCQ = 45. 
(2) AQ = AC,BP = BC. 
(3) CM = CD = CN, ËB. MÂ + bhN = hÉ. 
(4) 三 直线 Ph, Qh, CD 共 点 . 
(5) CTL NI, CI = hh. 
(6) LPI = %, 


证 明 (1) ZPCQ = LZACD + + ZDCB = + ZACB = 43 


(2) h ZACQ = LACD + + ZDCB = B + ZDCB = 人 4QC, 知 
AQ = AC 
同 理 BP = BC 
(3) 由 RtA4DC cn RtA CDB, 有 


@@” 田 永海 .由 一 个 简单 图 形 构造 的 若干 命题 [中 .中 学 数学 月 刊 ,1988(11);16-18. 
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几 何 = 宝 
Dh _ AC 
DI, ` BC 


X ZhDh, = 1 ZADB = 90 = 人 4CB, 则 
ALDRA AACB 
即 ZhhD = ZA 
故 M,A, D, I SE], J 
Z CM = ZADI, = ZX CDI, = 45 


于 是 MI, = Dh, hN = DI,ACMI 2 ACDh 
即 CM = CD,MI, = DI, 
同 理 CN = CD, hN = DI 


E RADR 中 ,有 
hD + hÈ = hB 
由 此 即 证 得 M+ hN = hÉ, 
(4) 由 AQ = AC, K h fE ZA 的 平分 线 上 , 则 在 CQ PERE, BD 
Ch = hQ, X Z PCQ = 45°,W| Z CI, Q = 90. AE ZCP = 9 ,Ëk Ph 与 Qh 
相交 于 全 CPQ 的 垂 心 ,而 CD | PQ , 故 CD 过 此 重心 , 即 三 直线 Ph, Ql, CD 共 
点 ， 
(5) 联结 AI, BI, 易 知 ,1 分 别 在 41, BI 上 , 且 有 AIL CQ,BI | PC, 即 
123 ACIL, 的 重心 ,得 CIL hh. 
X LhCh = 49, 设 站 7 交 Cf F G,# CÇ = 6, 则 
RtACIGC LQ RA IjI,G 
故 CI = hh 
(6) 延长 41 交 CQ 于 CG, 延长 BI 36 CP FH, 71 六 分 别 在 4C, BH E. 
H AC = AQ, BC = BP, 可 知 AG 为 QC WHER, BH 为 CP 的 中 垂 线 ,有 
IQ = IC, IP = IC 


即 IP = IQ = IC 
故 7 为 人 CPQ 的 外 心 , 于 是 

Pio = 2 人 PCQ = LACB = 90 
即 ZPR =% 


定理 3 在 Rt 和 4BC 中 ,C 为 直角 .O 
(1) 设 内 角 A,B, C 所 对 的 边 长 分 别 为 ,8,c, 记 p = 去 (a + b + c), M 


O 沈 文选 .平面 几何 证 明 方法 全 书 [M] .哈尔滨 :哈尔滨 工业 大 学 出 版 社 ,2006:354.357. 
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Saase = plp = c) = (p - a)(p - b) = Fab 


(m)paoco<— Zx gr 


(2) 设 AB 被 内 切 圆 切 点 忆 分 为 两 段 , 则 Saygc = AD + DB. 

证 明 (1) 赂 . 

(2) 设 内 切 圆 半 径 为 ,由 

(AD + r)(DB + r) = +(AB + BC + AC)r = (AD + DB + r)r 
Bp AD + DB = (AD + DB + r)r = Sangc 

定理 4 如 图 2.311, 在 Rt 人 4BC 中 ,一 C 为 直角 ,CD LAB FD,AACB, 
AADC, A CDB 的 内 心 分 别 为 1, 卫 ,了 12; 加 1 与 加 [的 男 一 条 外 公 切 线 交 CD 于 
G, 交 AC 于 E, 交 BC 于 F 忆 ;111, 所 在 直线 交 CD 于 K, 交 AC +M, BC T N; Ë 
BA n E ;, 的 半径 分 别 为 rr ,rz, 则 

(1) AL Dh AACB. 

(2) hG = hG. 图 


(3) A CEF cn A CBA. 
(4) + rj = 2. 


图 2.311 

(5) 4 AABC, AADC, A CDB 的 半 周 长 分 别 为 p,Piypz 时 ,(Pi + ri)? + 
(ptn) = (p + r)2. 

(6) C.I, h, h 为 一 垂 心 组 . 

(7) Saase > 2SAwcw， 

(8) 以 边 AB 上 的 中 线 HC 为 直径 的 贺 必 与 内 切 贺 圆 1 相 切 . 

(9) CC =pPp-c=rritr+r= CD. 

(10) ZALC = Z BIC. 

(11) 设 A DI, L, 的 内 心 为 03, 则 T, O, 1, 为 平行 四 边 形 . 

(12) 延长 O,1, % AC 于 5, 延 长 0h X BC 于 7, 则 $,1,7 三 点 共 线 . 


Fir Bm g AS 
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(13) HA 1 SJ AC T P ,E] 1, J BC 于 0, 贺 1 与 加 ,的 另 一 条 内 公 切 线 
(不 同 于 CD) X AB FL,W P, 了 h, 工 及 Q, 了 ,上 分 别 三 点 共 线 . 
(14) 延长 AT 3 BC 于 上 ,延长 BI 交 4C 于 V, 则 Siu = 2Saws. 
as) -+b L. 
BC * AC © CK 
证 明 (1) H RAADC o RA BDC #l 
hD _ AC 
LD ` BC 
m Z DI, = 90?, 故 
RtA DI, RtAACB 
(2) 由 和 nDl = 9 = /hGh,® h, D, h, G 共 圆 ,从 而 
ZNh6 = ZhDG = 45 = ZhDG = ZhhG 


故 hG = hG 
(3) H Lh hG = 45 = 人 LNC, 知 
hG // NC 
故 LCFE = LFGh = LPGCD = 人 PHD = À 


F, Z CEF = B, 故 A CEF cn A CBA. 
H E3FME2Z A,B, F, E 四 点 共 圆 . 
(4), (5) 由 Rt 人 ACB cO RA ADC cO RIA BDC, 知 


Same _ ri _ pl Sac _ r È 
2 
p 


Saa © rè 7 p2'SAACB 
而 Sawpc + Saapc = Se4cs, 从 而 有 
i+ ri = r, pi + p3 = pripi + rapa = p 
前 两 式 之 和 加 或 减 第 三 式 的 2 倍 即 证 得 (7) . 

(6) 设 应 的 延长 线 交 Cn T T, H Xh, = 1356, %9 Z IIT = 45 = 
ZChl,)AW NU L Ch AHIL Ch BAIX A Chi WJ D B C.I h, 
为 一 重心 组 . 

(7) 设 互 为 48 中 点 , 则 CD < CH. 由 (2), 则 


Sauc = +AB - CD = AH - CD > CD? 


Sancy = + CM * CN = + CD2 


故 Saase 2SAwcw 


(8) F H 28 AB 的 中 点 , 则 妞 为 RtA4BC 的 外 心 . 设 HC 的 中 点 为 5, 则 
Bl FAS H eS? = (r - SC)? = (r - BGU R 3 A ABC 的 外 搂 阅 半 


Treasure N Geometry 


径 ) ,注意 到 S 为 A IHC 的 中 线 , 则 
4IS? = 2CP + 218? - CH = 42 + 2(R2 -2Rr) - R = (R - 2r)? 
JEP, IH? = R? -2Rr, 即 IS? = (Ë - 7)?, 由 此 即 证 . 
(9) 利用 切线 长 关系 即 可 推 得 前 式 ,后 式 由 内 切 圆 半径 与 边 长 关系 即 可 推 
得 . 
(10) 由 
LARD = % + + ZACD = 90 + $ ZABC, ZABI, = + ZABC 
知 Z Ant, + ABl = (Z AND + Dih) + Z ABI, = 
90 + ABC + ZBAC + | ZABC = 
90° + Z ABC + Z BAC = 180 
从 而 知 A,B, l, I 四 点 共 圆 , 则 有 
ZARB = LANB 
又 ZBhC = 92 + 二 人 BDC = 9 + 2 ZADC = Ch1C, 故 
ZAt,C = 36 - ZAhB - LBhC = 
360 - ZANB - LANC = ZBINC 
(11) 由 CM = CD = NC 及 (5) 知 ,411 / DN( 因 DN | Chi, II L Ch). 


又 

ADp0 = ŻZhhD = +B = ZNBl, = ZNDI, 
从 而 DN V 0s1, 
即 有 hI // 0h 


同 理 , 0h /121. 故 I 03h 为 平行 四 边 形 . 
(12) 因 M 0h 为 平行 四 边 形 , 则 H, = h0, = Sh = 037 = LT, 
ZShI = Lh = ZIhT, Ai ASKIL ALI 2 AIT, # 
ZSI = Zh Tih = Ihh 
Bp ZSI + hih + ZLIT = 180 
故 5,1,7 三 点 共 线 . 


(13) h ZhLh = 十 x 180 = 90?, 知 h, L, D, 1, WAIE, Z ILD 或 


LhDL= Lhl,D = A,B hL // CA.X AC L BC,W L| BC. X. I,Q L BC, 
M) L, ,0 三 点 共 线 . 同 理 P, h, L 三 点 共 线 ， 


(14) 注意 到 ab = 2pr = 2p(p - c). CU 


Sb+e’ a+c 


C-E- a E= =m = 


NO 
ON 


Fena B mam 2ramida 


JA 何 瑰宝 


Wp _ 
Saw = Saase ~ Saow = y = er 


即 证 . 
(15) 证 法 1. 令 ZACD = a, 则 和 DCB = 9 - a, 由 张 角 定理 ,有 
sing _ sin(9 ~a) , sin a 


CK ` CM CN 
而 sin(gp -a) = sin A = S2 = M 
ina = sin B = €D _ CN 
sna = sm = BC = BC 
ey E T E 
于 是 CK = AG * BC 
证 法 2. 延 长 4C 至 R, 使 CR = CB. 
由 AM = AN, 知 
ABAR A KCN 
从 而 AR » CK = AB > CN 
即 (AC + CR) ° CK = AB + CD 
亦 即 (AC + CB)，CK = AC - CB 
L L 
故 CK = AC t BC 


定理 5D ”如 图 2.312, 设 Rt 人 4ABC(4 为 直 
角 ) 的 内 切 圆 圆 1 与 A ABC 的 三 边 分 别 切 于 也 ， 
E,F,ADEF,A BDF , A CDE WEDA IA Hl， 
Hı, Ha. 则 OH, H,H; 是 等 腰 直 角 三 角形 ， 

证 明 ”延长 41 交 BC 于 6G, 联结 BI, CI H 8 
已 知 得 H, Hy 分 别 在 BI, C 上 . 其 余 连 线 如 图 
2.261 PS. 

易 知 AEIF 是 正方 形 , 所 以 

LEIF = 90 

H Al = EF 


又 因为 人 EDF = + ZEIF = 45, H, Ë A DEF 的 春心 ,由 含 45 角 的 三 角 


形 性 质 定理 2 知 DH, = EF, 所 以 41 = DH). 
另 一 方面 


LAGC = 人 B4G + B = 45° + B 


O 囚 飞 .数学 问题 1712 号 .数学 通报 .2008(2) :64-65. 
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s 
AN 


LHDC = LHIDE + LEDC = (9 - Z DEF) + (pm ~ $) = 


P 

(90 - + ZDIP) + 90 - (48 - È) = y 

1 B v 

9P - (180 - B) +49 + > = B 

45 + B T 

所 以 AGC = ZH,DC 1 

即 得 AI // DH, q 

从 而 AIDH, 是 平行 四 边 形 ,所 以 D 

AH, JL DI © £ 

又 因为 
<D = Š + ZHDB = Ž +90 - B = 9% - Š 

© 


LBD = 9 - E 


所 以 DI = DH, 
且 因 为 HR, 是 等 腰 A DBF 的 重心 ,所 以 DH, = FH, FRV DI = FH. 
同时 因为 D1, FH, 都 垂直 BC ,所 以 
DI JL FH, @ 
h @,@ #I AH, /FH2, 所 以 AH HF 是 平行 四 边 形 , 所 以 AF JL H, H,. 
FIH AE JL H Hy. 
结合 A AEF 是 等 腰 直 角 三 角形 . 知 AH Hh 是 等 腰 直 角 三 角形 . 
定理 6 设 AD 是 RA ABC EHA BC 上 的 高 ( 设 AB < AC), h, h 分别 是 
A ABD, AACD 的 内 心 , 公 A111 的 外 接 圆 圆 0 分 别 交 4B ,4C FAE, F, 直线 
EF 与 直线 BC 交 于 点 到 , 则 11, h AAE A ODM 的 内 心 与 旁 心 , 
证 明 如 图 2.313, 因 
< BAC = 9, WZ A Al 1, 的 
外 接 圆 圆心 0 在 BF E. 联结 
0h,0h,hD, hD, W H h, h 
为 内 心 , 知 Z Al, = 45°, 所 以 
Lhoh = 2Z AL, = 9% = 
ZhDh 
FË 0,h,D, h 四 点 共 圆 ,所 以 
Zhh0 = Zhh0 =45 


NO 
AN 


Mire eErS ISHK 


几何 A 现 宝 


又 因为 APDO = 人 0 = 45 = 和 12D4, 则 知 点 0 在 4D 上 , 即 0 为 EF 
与 AD 的 交点 . 
设 AD 与 圆 0 的 另 一 交点 为 N, 由 一 En = Z AN, Z NAI, = 人 FAL, 可 
知 h, IA EN , NF 的 中 点 ,所 以 
ZE0h = Z D0l,, DOR = LFOh 
因此 ,了 ,了 分 别 为 人 OMD 的 内 心 与 旁 心 . 


注 ”由 定理 6 知 EF 为 圆 上 与 图 r, HAR, ATIE N AD h 的 内 心 . 


角形 的 加 比 定理 


s 
kd 


这 里 讨论 三 角形 中 的 一 般 点 所 分 有 关 线 段 的 比 的 问题 ， 
三 角形 的 加 比 定理 ” 设 P 为 人 4BC 内 任 一 点 ,射线 AP, BP, CP 分 别 交 边 
BC, CA,AB 于 D,E,F, 则 MO 
AP _ AF AE 


D 7 FB * EC 
证 明 ”如 图 2.314, 由 于 直线 CF, BE 分 别 与 全 4BD 和 
AACD 相 截 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


AF, BC, PD AE CB.PD | E 
FB ` CD ` AP 7 'EC BD AP 7 
Bp AF , PD _ CD B D E 
FB ` AP = BC 
AE. PD _ BD 图 2.314 
EC ` AP ` BC 
两 式 相 加 ,得 
(经 AE) PD -i 
FB * EC’ AP 
` AP _ AF AE 
所 以 PD 7 FB * EC 
PD PE PE _ 
推论 1 D+BE+CF=1 
论 AP BP CP _ 
推论 2 3D t BE t CF -2 


李 根 友 =E E FT L pk 00 EBR ALII. PERE) ,1994(12): 16. 
8 AS CAAS UI FSB WI) 262 
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ON 
推论 1 可 由 加 比 定理 及 梅 涅 劳 斯 定理 导出 ,推论 2 可 由 推论 1 导出 .下 面 给 
出 推论 1 的 一 种 面积 证 法 .由 面积 知识 ,有 p 
PD _ Sase PE _ Sacm PF _ Sase J 
AD © Sase’ BE = Saase’ CF 7 Saase 8 
F PD PE PF Sagpc + Sac + Sase B 
所 以 AD * BE * CF ` Sai Rah N 
这 两 个 推论 与 下 列 结论 等 价 ， 1 
BAI P E: A ABC 内 任 一 点 ,过 P 分 别 作 BC, CA, AB 的 平行 线 DE, GF, HI, Q 
则 D 
L 
MEE, E., z 
HI DE FG 
(2 AB t BC t AC ° 2 
事实 上 ,联结 AP 并 延长 交 BC TM ,如 图 2.315 所 示 . 因 
X APIF A ABC, R. PM 5 AM 分 别 是 两 相似 三 角形 的 对 @ 


应 线段 ,所 以 人 = JE , 故 由 推论 1 可 证 式 (1) 成 立 .由 式 (1) 


也 可 证 推论 1 成 立 .又 
AP _ AD _ DE 
AM = AB = BC 
所 以 由 推论 2 可 证 式 (2) 成 立 ,由 式 (2) 也 可 证 推论 2 成立. 


党 三 角形 的 加 比 定理 的 推广 ” 


定理 ” 设 P 为 人 4BC 内 任 一 点 ,射线 AP, BP, CP 分别 交 边 BC, CA, AB + 


AP BP CP BD CE AF 
D,E, F, pp = Popp = Popp = Pope = AVEA = NFB = às WA 
2 = Bu =l ep _ L+ ps @ 


© l+p pp -l l+p 
a a Papa-1l- l+p _l+p 
25 lpm pp-l 1+Pl 


© 
a PaplL-1 _ l+p _l+p © 
35 1+pa  ppa- 1 1+pz 

@ 


PıP2P3 = Pi + p2 + ps + 2 


加” 沈 文选 .完全 四 边 形 的 优美 性 质 [J] .中 等 数学 ,2006(8) : 19-20. 


AlM2A3 = 1 


pi = àiàa + As 


" 
2 
+ 


= Ài tÀ = À + 


= 
S 
s 


1 
ps = àsa + àz = ht 


Saare _ À2(1 + À2)(1 + A3) 
Saree ÀAs(1 + 2À2 + 1213) 
证 明 ”如 图 2.314, 过 P 作 MN // BC % AB FM, Z AC +. N , IJ 
BC BE _ BP + PE _ 1 
PN PE ° PE “P+ 
DC _ AD _ AP + PD 1 


PN AP AP “lt 
以 上 两 式 相 除 得 和 = PL+ py 


a, = BD _ BC - DC _ pip2 = 1 
1 DC DC 7 l+p 
BC _ FC _ FP x PC _ 

2 MP FP Fp “lt 


Eunpa B mis g asia 


则 有 BC _ pC +p) 


从 而 -2D_-_L+Pl 


对 ABCP 及 点 4 应 用 塞 瓦 定理 ,有 


BD CF, PE _ 1 
DC FP EB 


BD _ EB, FP _ l+ px 
从 而 ài = DC = PE ` CF "” 1+ p 


y pip. - 1 l+p 
同 理 ,可 证 @ ,@ h l+ pu pip- WA 


(1 + pi)? = (pipa = 1)(pips ~ 1) 
即 Pipap3 = Pi + P2 + pa + 2 


e° © 9 ee 


Geometry 


Treasure 

Pip2 -1 1+pz l+p te 
同样 ,由 45 o Rpp = irp 亦 有 上 述 式 子 @， 
由 塞 瓦 定理 即 可 得 式 @. 


XL pipaps = pi + pz+ps+2 有 
pip2pa - pa — pa -2 = Ppi 


上 式 两 边 同 时 加 上 pipzpa + pipa + pips 整理 即 得 pl = 


1 
p= àt, = 


HATE O, @. 


下 面 证 明 式 @: h BE = p = 


BP 
BE 


Ep Àzà3 
pp = T+ A ; 则 


1 
43 + I 


Às + A 


1 +à 
l+ À +A 


Es 


EB ` l+ N+ Azs 


CE _ 32 AF i 
BALA = L+ AB = V+ Ay 


Sapcg _ Saroa , Sancos _ 


于 是 
EP .CE À2à3 àz 


Saase — SABE Sac 


则 Saare SapcE 


= EB CAT l+ 242 + +A 


À; 2225 àz 


T Saase 


"l1+A 


Y+22 +) 1+À 一 
Às(1 + 222 + A243) 


(1 + A2)(1 + Às)(1 + À2 + A2A3) 


Saare- Sapoe _ Sappe 


从 而 Saare _ Sape x 
Saase Saase 
A3(1 + 222 + 4225) 


SAABC ”SA4ac 


(T+ ja)CL+ A5)(1 + À; + A225) 


x SAapc _ Saapc , Saacg _ BP .CE _ Àz 
Sac  Sagee Saase BE CA ` 1+ à+ àz; 
以 上 两 式 相 除 ,得 


SAapc 
Sarpe 


2(1+ A2)(1 + À) 


= Às(1 + 222 + Àzà3) 


NI 
ON 


CET- ag = =-= 


NO 
AN 


Feme Bima g gonak 


三 角形 的 希 帕 旧 斯 定理 设 5,R 分 别 为 一 三 角形 的 面积 和 外 接 贺 半径， 
a,b,c 为 三 角形 的 三 条 边 , 则 $ = He, 


希 帕 霍 斯 (Hipparchus, 约 前 190 一 前 125) 生活 于 罗 德 斯 和 亚历山大 里 亚 ， 
长 期 从 事 天 文 观察 和 研究 ,由 于 天 文 研究 的 需要 ,他 成 为 三 角 术 的 葛 基 人 . 


证 明 ”如 图 2.316, 由 S = Labsin C, 及 正 总 定理 : 


" E 
sin C = zp” 


S= tab. abe 
=. 2. 2R = 
KmRnimtitu=fTmiuyupiE, MIRNE 44' 与 BC 图 2.316 
EKIP AH, ,于 是 i 
AAB o AAH C, E = i 

即 bc = 2Rh; 
从 而 abc = 2R(hia) = 4RS 

g = ae 

= 4R 

学 三 角形 面积 公式 


用 a,b,c 分 别 表示 AABC 三 边 长 ,h。, hss he 分 别 表示 边 长 为 a,5,c 的 三 
边 上 的 高 , ma, mi, m, 分 别 表示 过 顶点 4,B,C 的 A ABC HERPE, ra, Thore 
分 别 表示 与 边 a,5,c 相 切 的 旁 切 圆 半径 ,p 为 人 4BC 半 周 长 , SA 表示 公 4BC 的 
面积 .从 
公式 1 已 知 公 ABC 某 一 边 长 和 此 边 上 的 高 , 则 
Sa = Faha = Ebh = + oh, 


公式 2 已 知人 4BC 的 某 两 边 长 及 其 夹 角 , 则 


O 曹 新 .三 角形 面积 二 十 式 []]. 数 学 教学 研究 ,1988(2):17-22. 
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NO 
ON 


Sa = 去 obsin C = 二 acsin B = F besin 4 


[m] a Z= = 


公式 3 已 知人 4BC 的 两 角 与 其 夹 边 长 , 则 
Sa = Žin Bsin C _ bĉsin Asin C _ c2sin Asin B 
^ = 2sin(B + C) 7 2sin(A + C) = 2sin(A + B) 
证 明 由 4 gpt = in 得, 又 由 公式 2, 有 
Sa = Labsin C = Zir Bsin C _ a?sin Bsin C 
2 一 2sn4 = 2sin(B + C) 
同 理 可 证 其 余 二 式 成 立 . 
公式 4 (RIM - 海伦 公式 ) BA OABC EHK a,b,c, M 
Sa = Vp(p - a)(p - b)(p = c) 
ARS 已 知 公 4BC EHK a,b,c 及 内 切 贺 半径 7, 则 Sa = m. 
证 明 42.317, HAWAA O, D,E, F AEA e 


7 的 切 点 , 则 


SA = Saam + Saat + Sapc = 
1 1 1 
2 + Pid + >r = mp 
公式 6 EA A ABC 中 某 两 角 及 处 接 圆 半径 只 , 则 
Sa = 2R2sin Asin Bsin C 
证 明 ”应 用 公式 2 及 正弦 定理 即 得 . 


公式 7 已 知人 46C 中 某 两 角 及 内 切 贺 半 径 7, 则 
C 


Sa = rzcot r: Poot = 


证 明 如 图 2.317, 设 AD = x,BE = y,CF = z, 则 
x=(x+y+z)-(y+z)=p-a,y=p-b,z=p-c 


A F. B a: c r: 
于 是 n =; n -Bn = 
C P 公式 4 rip ARS r 
tan tan 2tm2 = Cp- a)(p = B) (p = e Sh Sa 
故 Sas reot foot Z . oo 


公式 8 已 知 售 48C 中 两 角 及 外 接 加 半径 尺 , 内 切 圆 半径 +, NJ 
Sa = Rr(sin A + sin B + sin C) 

证 明 ”应 用 公式 5 及 正弦 定理 即 得 . 

公式 9 已 知 公 4BC 中 两 边 及 外 接 圆 半径 尺 , 内 切 圆 半径 7, 则 


Wp B mmn Š ar =a 


Ë 


几何 瑰宝 
s abr(a + b) acr(a + c) ber(b + c) 
a 5 2(ab — 2Rr) 7 2(ae — 2Rr) ` 2(be ~ 2Rr) 
证 明 ECA OABC 中 某 两 边 长 为 a,6, 由 公式 5, 希 帕 堆 斯 定理 可 得 
abei r. 工 (cryb+e) 
4R ` z 
则 ¿= 2Rr(a + b) 
z 人 2Rr 
Ss abr(a + b) 


i = Aab -2Rr) 
同 理 可 证 其 余 二 式 成 立 ， 
公式 10 已 知人 4BC Zi KHIR ha, hs, he A 


1 ¿Ë 1 
J(ż- ht th M 
证 明 D ha, ho, he 分 别 为 al ENR 由 公式 1 得 
2Sa , ,25a ，_ 2Sa 
eS TETRI = T 


则 Za +b + e) = Sa + 了 + 


H 
bh he 
并 且 有 


p-b s Salh 


" 

in 

a 
[ 


p-a= 
应 用 公式 4 即 可 得 公式 10. 


注 ARH hh AMEk EE EO E+E 
存在 . 


公式 12 已 知 公 4BC 三 条 中 线 m。, ms,m,, 则 
z 2mš + 2m2 — m 
+ 2m? + 2m2 - mà 


b 


Tene Geometry 


° = 2 VI ran mà 

即 可 用 Sa = V plp - a)(p - b)(p - c) RIẸ A ABC 的 面积 . 

证 明 ”如 图 2.318, A ABC 中 线 长 为 mm,m,， 

D,E,F AZAHAR, ZPRZFA G. 延长 AE 到 以 ,使 
ME = PC, 联结 BM , 则 


BM = GC = $m, MG = 2 2 m, BE = 
XE A BMG 和 人 入 BCE 中 应 用 余弦 定理 
2 2 2 
(Fm) + (mi) - (Zm 2 
cos BGM = 2 2 = 
2. (F ma) ` (3m) 


may GB = 


(Gm)? + (m)? - Ga} 
UF m) Chm) 
化 简 得 


同 理 有 
b = Imi ram = mà © 
c = 2 /2m2 + 2mh = mà @ 
AARIA - 海伦 公式 即 得 结果 . 
注 ER m,m, m 必须 使 式 D,D, O 表示 的 a,b,c 三 数 为 正 实数 , 且 a +b > c, 


a+c > b,b + c > a,AABC 及 其 面积 才 存在 . 
公式 12 已 知人 4BC 的 三 个 旁 切 圆 半径 mm ,rm W 


Talit, 
Bay a = a 
V ras + Tore + Tore 


证 明 ”如 图 2.319,4' 为 与 边 BC 相 切 的 旁 切 圆 的 圆心 . 因 ah, = bh, = 
ch, =2SA,BIJ 


m m ER 


NO 
AN 


(m) aoa axms === 


FEisgspa B misi arnamia 


联结 44', B4' , C4' , 则 
Sumac = Sawee + SAhBC = Sas + Saaw 


则 an + Se = Lor, + 二 cr 
1 28S. 1 2S. 1 28. 
Bl ne ra + Sa = 也 he natz’ k Ta 
二 
故 一 
1 1 1 L 1 1 1 1 
BE OBIRIN e th eT 
由 公式 1044 
Sa = V rra. 
和 
又 由 7 + E 六 得 
rarere 
O Talh + rare + Tre 
故 Sa = 一 一 人 一 一 


公式 13 EA A ABC 三 边 长 及 其 一 角 所 对 的 旁 切 圆 半径 , 则 
Sa = rn(p - a) = r(p - b) = r.(p - c) 
证 明 ”如 图 2.268, 若 已 知 a,b,c 及 rm, 则 


Sa = Sawac + Sawe - Sawee = For + Jor E Far, = 


Fro +e a) = r.(p = a) 
同 理 可 证 其 余 二 式 成 立 ， 
公式 14 EA A ABC 在 平面 直角 坐标 系 中 三 顶点 坐标 : A(x1,y1), B(x2， 
y2), C( xə, ya) , HI] 


sr yt 1 
SA = |= m 1 的 绝对 值 
x3 y 1 
x y 1 
证 明 ”在 平面 直角 坐标 系 中 ,过 4,8 两 点 的 直线 方程 为 | x yi 1|= 
nn l 


0. 其 中 x 项 系数 为 yi - yz, y 项 系数 为 - xi + 和 ,点 C 到 直线 48 WER H 


d= 
V (yi = y2)? + (— zi + x2)2 
I AB | = V (xa = x) + (ya = 71)? 


x= y lj. 
SA = 二 14B1.d= 十 za y2 1| 的 绝对 值 
x3 y3 1 
公式 15 H OABC 的 三 边 由 方程 ax + by + ci = 0(i = 1,2,3) 给 出 , 则 
p al b c) 2 
š 2 1 
Sa = 3p, D,D, 的 绝对 值 , (其 中 D = a b, c|,D; = un is Dı = 
a, b, c 
b a b, 
D; = 
bi d a b; ) 
ax + biy +c = 0 D, D, 
证 明 afost te E 0—mamms[Ps Ds]. (其 中 p = 
ax + bay + cx = 0 D,’ D; 
b b, c ce q. 
jp -| 二 e, P ur 
b; i b, c> y c2 a 
G2x + bxy + cx = 0 i D, D, 
afortit aTa gpa (2 Da]. OOP D = 
G3x + bxy + cx = O D,’ Di 
b b, c, c, a, 
|, D, = x. s 
bs $ b3 c ” c3 as ) 
x + by + cs = 0 A D, D, 
由 人 和 tT, 得 一 顶点 坐标 为 { 2 人] Geh Da = 
ax+by+c=0 Dz’ D, 
b; b3 c c3 as 
Das Da 
b| fba al 2 fa a ; 
由 公式 14 得 
D. D, D 
L.R D | 的 绝对 什 


D, D, Ds 


(ma)|ë#pao<— E= =m = 


NO 
oN 


kp B mis a= 


E 


几何 ~ 瑰宝 
D, D, D. 

又 可 证 D, D, D, = p 
D. D, D, 


2 
# Sa = zp po, 的 绝对 值 . 
公式 16 BAI A ABC 三 边 长, 则 A ABC 的 垂 三 角形 (定义 以 A4BC 的 三 
条 边 上 的 高 线 的 重 足 为 顶点 的 三 角形 为 重 三 角形 ) 的 面积 为 
Saa = VP = ar) (p -bp = e) 


其 中 必 = 下 VB C ASK, = £ alt 48k, = Eads, p = 


L 2535. IT, 
F +b +e). 
证 明 ”如 图 2.320, H EÙ, D,E, F 306500 3 
m. 
I HDA = 人 HFA = 90,0) A, D, H, F fED1 HA ,为 E 
直径 的 圆周 上 . 设 R 29 A ABC 的 外 接 贺 半径 , 则 
DF B £ 
an á = HA 
W 2.320 


而 一 和 一 = 2R, 则 


sin A ~ 


同 理 
EF = HC- 
X. RIA BFC cO RIA BEH , Wi] 


Fa = HB. 
2R'DE = HB 3R 中 


h _ BE 


HB =, V- ha 


同 理 HA = P ' V P - b 
HC = Èy- © 
25a 25a 25. 


Xh = = 由 四, 加 有 


Trees Commery ve 
ON 
a = DF = -SPPA b = 二 VE C ask. = Ved - ask 
ac ab P 
应 用 公式 4 即 可 得 证 . M 
公式 17 已 知人 ABC 的 外 接 贺 半 径 RR, 人 4BC 的 垂 三 角形 的 三 边 长 为 ， |À 
b, Ml u 
1 M 
Sa = FRA +b + e) T 
WIA 设 O 3 A ABC 的 外 心 (以 锐角 A ABC 为 例 š 
WA), 在 锐角 A ABC 中 ,0 在 A ABC 内 部 , 联结 OA, 
OB, OC ,如 图 2.321 所 示 , 则 工 
Sa = Saogc + Saoc + Sao = s 
去 R2(sin 24+ sin 2B + sin 2C) = 
L R(2Rsin Acos A + 2Rsin Boos B + 国 292 图 


2Rsin C + cos C) = 


QL R(acos A + beos B + ccos c) ®© 
又 B,C,F,D 四 点 共 圆 , 则 
ZADF = LACB 
AADF ^ AACB 
DF AD _ 
Bp Bc = ac =A 
得 DF = acos À 
同 理 DE = bcos B, EF = ccos C 
WARO 


Sa = FRCDF + DE + EF) = + R(a' + W + c') 


公式 18 已 知人 4BC 三 边 长 , 则 A ABC 的 角 分 三 角形 (以 A ABC 三 条 角 
平分 线 与 三 边 的 交点 为 顶点 的 三 角形 为 A ABC 的 角 分 三 角形 ) 的 面积 为 


2abc 
Smaa = (a + b + (e + a) ` Sa 


证 明 ”如 图 2.322, 以 顶点 8B 为 原点 ,x 轴 沿 BC 方向 ,点 4 在 * 轴 上 方 ,三 
个 顶点 坐标 分 别 为 4(x,h), 8(0,0),C(a,0).AE,BF,CD 分 别 为 ZA, LB, 
< C 的 角 平分 线 , 公 DEF 为 A ABC 的 角 分 三 角形 . 

由 角 平 分 线 定理 ,得 


NO 
ON 


Etisnpa B masm aramqa 


R fü 瑰宝 
AD AC b h 
DB CB? a FN 
BE -< CF a 
EC = b FIFA = ç A 
= za _ah 
则 角 平分 线 与 三 边 交点 为 D(t) 
ac ac + ax _ah 
e(r 0), |+. a). 
应 用 公式 14 得 
xa ah 1 
a+b a+b 
San = 2 | pe 0 “1 的 绝对 值 = 


he 
{atb)(b+re)(c+ta) 一 


2abc .8 
(a+b)b+ce+a 人 
推论 # AABC 为 正三 角形 , 则 
Sea = Sma, = 二 SA 
公式 19 已 知 公 4BC 的 三 边 长 , 则 A ABC 的 旁 心 三 角形 (人 46C 的 三 旁 
切 圆 圆心 为 顶点 的 三 角形 为 OABC 的 旁 心 三 角形 ) 的 面积 为 


s _ abc(a+b+c) 
Wans 4Sa 


证 明 ”如 图 2.268, 联 结 4'B',B'C',C'4', 易 知 4',C,B' 共 线 ;A' B, C 
共 线 ; B'A, C 共 线 , 则 


Sagre = Saxe + Sapac + SACAB + SAABC = 
L l, . lr, = 
Dr + y rb + y re + pr = 
1 1 
PCat + r - r) - ra (p - a) - 


公式 13 


去 mp- 6) drtp- c) + 1 了 mr 


ÑTp(n +n += n) = 


1 ($2 Sa Sa Sa) - 
2Pp-atp-btp-c 7 p7 
Deti abc s 
2AP ` alp- alp - b)(p - c) 7 


Treasure N Geometry 


NO 
ON 


abc(a+b+e) 
4Sa 


党 三 角形 中 的 面积 关系 定理 


定理 1 设 AD,BE,CF 是 公 4BC 的 三 条 高 线 , 记 公 AEF, 人 BDF, 人 CDE， 
A ABC 的 面积 分 别 为 $1,52,53,5, 则 有 中 


— = cos24 e° 


lajn g3ao<— agua x= 


Z = co B © 


co? C 


e 


证 明 ”下 面 给 出 式 O 的 证 明 . 
当 4 = ZS = cos 4 = 0, 结 论 显然 成 立 . 
当 0 < 4 < F) A 

AE = ABcos A,AF = ACcos A 


MF < 4 < x 时 ,如 图 2.323 所 示 , 有 


AE = 4Bcos Z EAB = ABcos(n - A) =- ABcos A 
AF = ACcos Z FAC = ACcos(z ~ A) = - 4Ccos A 
故 在 这 两 种 情况 下 , 均 有 


s, GAE. AFsin A 


2 _4E-AF _ 
S Ap.aca a AB. AC 
AB = ACco®A L aA 

故 式 @ 成立. 

类 似 地 ,可 证 明 式 四 ,@. 

定理 2 在 人 4BC 中 ,4D,BE MZTE, WAE =m, = ,SE 

m 
m+m+l 


2 几何 ”瑰宝 


证 明 ”如 图 2.324, 作 EH // BC 交 4D + H,WJ K 
EH _ AE _ AE © 
CD 7 AC ` AE + EC E D 
BF _ BD _ BD DC @ 
FE © EH " DC ` EH 


FE ` m m 图 2.324 


SAABE m 


Senc ` mn + m + 1 
定理 3 如 图 2.325,P 为 公 4BC 内 一 点 ,4P,BP， 
CP 分 别 交 对 边 于 D,E, F, iÈ APBD, APDC, APCE, 
全 PEA, 全 PAF, 公 PFB 的 面积 分 别 为 $1,5;,S3, 54, Ss， 
Se WAD 


RERE misma arama 
Ea 
Un 
b 
Š = 
图 
Ej 


1.1.1.1,.1L,L 
S t S, f S; “= S, * S, * S; 
S. S. 
证 阴 AASS = SS ,所 以 
Saroe  Sarc 
Si _ Ss + S6 
S S3 + $ 
53 _ Sut S, Ss _ Sy+ S, 
4 Ss+S6’Sse S +S 
S,Ss + S, S, = S285 + S256 
SsSs + S386 = S1S4 + S284 
31S5 + S;Ss = S386 + S4S6 
S1938s = 5254S6 


从 而 


eeə 


0+0+0,44 
S1S3 + S38s + S185 = S254 + S456 + S256 
上 式 左边 除 以 51535s, 右 边 除 以 5,5456 得 
AUS aD U sya: 


Sr t Sy t S; Sy t-S: t Sá 
定理 4 在 人 48C 中,D,E 分 别 是 边 4C,4B 上 的 点 ,BD 与 CE 相交 于 点 FF， 


O 沈 才 . 关 于 三 角形 面积 的 一 个 有 趣 结 论 [中 .中 等 数学 ,2004(4):21. 


Treasure "s Geometry 


BE - m,4 - n, AABC 的 面积 为 S, 则 
L 1 mn. 
aatras 


证 明 ”如 图 2.326, 联 结 AF, 则 


Sauc _ AE Sanc AE _ AE _ E 

Samce = AB'SAac ~ Samce — AB - AE ” EB "` ™ F D 
II =. LN 
则 Sanc = nis N 


1 Ë 


Sum = 


n 
同 理 Sarm = — + TS 图 2.326 


H Saser = Sis Saar = S2 M 
S 


Sı 
Saser = 出 ,Secop = > 


J Saner + Sı + S2 = Saan Sacor + S2 + Si = Seahgc, 则 


S 
21 eRe s 
+S +$ = Ars 
S. m 
j PE 
且 n f S+ SI = yis 
mn. 
4 Si = (Z r D(m + n + 1) 5 


mn. 
S2 = (z + D(m + n + 5 


故 sum = + = (aitari asari 

定理 5 ”两 个 三 角形 的 顶点 ,都 在 一 个 已 知 三 角形 的 边 上 ,并 且 到 边 的 中 
点 距离 相等 , 则 这 两 个 三 角形 面积 相等 .中 

证 明 ”如 图 2.327, 点 P, 55 Q, 在 AAAA 的 边 ⁄ 
A243 E, H AP, = Q142, P>, Q2, Ps, Qs 也 类 似 地 放 在 
ME. 

令 AP; = Q1h3 = mi, AP; = Q2h1 = m, AP; = P 
Q342 = ma,4243 = aly4341 = a2,A1A2 = as. 

由 于 有 公共 角 的 两 个 三 角形 的 面积 与 夹 角 两 边 的 积 ” ^ 0 9 
成 比例 (或 共 角 比例 定理 )， 有 Saupm = 图 2.327 


(aa ~ ma)ma 
PPS Sam: FF. 


Q, 


O ” 约 输 逊 . 近 代 欧 氏 几何 学 [M] . 单 坪 , 译 .上 海 :上 海 教育 出 版 社 ,2000:66-67. 


NO 
AN 


(a)r g So E= am = 


Eipp B mam 8 ASHK 


几何 瑰宝 


日 = 5 = = m 
但 Sap pp, = Saase - Saapa, Saar, ~ Saa P,P, = 
Sall (ea - ma)ma _ (as — ms)mi Car = m) m, 
all- - - = 
ma asa) Q192 
m m; m3 masm, mim: 
s A - (M + 22 + za mams ama i 
al a as ar83 asa) aja, 


用 完全 同样 的 方法 求 出 Sagoo, 的 面积 ,得 到 的 是 同样 的 式 子 ， 


Ë ” 当 三 角形 的 三 边 被 分 为 同样 的 此 时 ,QD 这 两 个 三 角形 有 共同 的 重心 (三 角形 重心 
的 帕 普 斯 定理 );@@ 则 这 两 个 三 角形 有 相同 的 布 洛 卡尔 角 . 

Hie BAP, PiP, WIF AA A243, X P101// hz41 交 A143 于 Q>, 
等 等 , 则 SAP P.P, = Seooo'， 


心 有 关 


s 
*%* p 


定理 1 ”锐角 三 角形 各 顶点 与 外 心 的 连 线 的 延长 线 交 三 角形 外 接 贺 于 三 
点 ,这 三 点 分 别 与 三 角形 相 邻 的 顶点 构成 三 个 三 角形 的 面积 之 和 等 于 原 三 角形 
的 面积 .中 

证 明 ”如 图 2.328, 在 锐角 公 4BC 中 ,0 是 人 4BC 外 c 
REBO, AA, 8B1, CC, ÆN 0 的 直径 . 设 人 4BB = Y, 
LBBC = a, ACC, = B, 则 

ZA0B, = 2y, Z B,0C = 2a, ŻA0C; = 28 B, 

设 人 4BC 中 BC = a, AC = b,AB = c, 圆 0 半径 为 R， 4 = 

MA 图 2.328 
a = 2Rcos a,b = 2Rcos B,c = 2Reos y 

所 以 


Saase = SAaoc + Sacos + SA408 = 
Ñ rasin a+ 去 Risin B+ TResiny = 
R2sin acos a + Risin Beos 有 + Rĉ?sin ycos y = 
+m * (sin 2a + sin 28 + sin 27) 


Sagaca, CB, = Saso, + Sag oc + Sacos, + 


O 陈 长 明 . 关 于 锐角 三 角形 的 一 组 有 关 面 积 的 性 质 []]. 中 学 教研 (教学 ) ,1990(10):31-32. 
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Saajos + Sapos, + Saco, = 
2SAhom + 2SAaoc + 2Sax0c, = 


2 2 
2. Eoin2y 2. sina + 2. Banag = 


R? (sin 2a + sin 28 + sin 27) 


所 以 Saagc = T Syam, o, 
Bp Saase = Sagac + Saca + Saase 

定理 2 ”锐角 三 角形 各 顶点 与 垂 心 的 连 线 的 延长 线 
交 三 角形 外 接 加 于 三 点 ,这 三 点 分 别 与 三 角形 相 邻 顶点 
构成 三 个 三 角形 的 面积 之 和 等 于 原 三 角形 的 面积 . 

证 明 ”如 图 2.329, 设 垂 心 为 刀 , 外 心 为 0, 联结 40 
XE 0 于 41, 则 由 

LBAA = LACB, /2 = ZABA, = 9 


可 得 ZIS ZA 

联结 418,41C, 因 

BA, = CA; 

则 L5 = L6, L1 = Z8 
故 AAIBCSO AACB 
即 Saage = Sanc 
同 理 Sacag = Saca» Sanae = Sanae 
由 定理 1, 有 


Saage + Sapac + Sacap = Saase 


Saase + Sanace + Sacas = Saa 

定理 3 ”锐角 三 角形 各 顶点 与 内 心 的 连 线 的 延长 线 交 4 
外 接 图 于 三 点 ,这 三 点 与 三 角形 相 邻 的 顶点 构成 的 三 个 三 
角形 的 面积 之 和 不 小 于 原 三 角形 面积 . 

证 明 ”如 图 2.330, 设 443 是 过 内 心 7 的 弦 , 则 人 1 = e. 
2. 即 4 有 = 43Ċ. 4s 是 弓形 BA3C 的 最 高 点 ,而 这 弧 上 任 
一 点 到 弦 BC 的 距离 不 大 于 弓形 的 高 ,所 以 这 时 己 形 上 的 三 
角形 面积 最 大 ,得 mai 


Saage + SApac + Saca > Sassc 


(ajr papas Z= =m = 


NO 
oN 


ikpaBmma Sarma 


Ë 


定理 1 ik P E: A ABC 所 在 平面 内 的 一 点 ,全 DEF 是 P 关 联 A ABC 的 内 
接 三 角形 ,车 有 向 线段 的 比如 = a, SE = Aa fE = a WAO 


Sane _ 2 o 
Sac I(1+4600-+22)(1 + àa) i 


证 明 RB = X14, 所 以 


Wm CE. b... 1. AAF. h. EB. 1 
CA -1+haC4 ` I+ 42 AB  1+2524B ` 1+ 25 
而 且 依 塞 瓦 定理 知 XiA2A3 = 1. 
先 证 P Æ A ABC 内 的 情形 .如 图 2.331, 由 于 4 


Sdin tar. EAsin A = 


Lota) + (一 cd)sin A 


1 + AM3 1 + À; 
43 Í aE: E D 
DeM Ta 42 z 4B CAsin 4 = 图 2.331 
À3 s 
(1 + A2)(1 + A3) 48C 
À 
同 理 


Sase = (I+ AG + Aa) Sc 
S. == ns 
ADF CV AU + AP Se 


所 以 有 
Sara Saue = Sas Sag Saa Š 
As 
(1 rT ~ 


O 张志华 .一 类 内 接 三 角形 的 面积 的 统一 公式 []]. 中 学 数学 ,1997(6):30-31. 
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ài àz 2 
rA Aa) O (I+ ADG1 + Aa) Sas = 


1 +AIA2A3 s. 
A +A) + A2) (1 + A3) 2486 = 


ETE E 
(1+ AD(L + A2) (1 + A3) 和 人 48C 
故 式 @ 成 立 . 
次 证 P fE A ABC 外 的 情形 .如 图 2.332, 因 人 4BC = 
边 所 在 直线 以 及 过 人 48C 三 顶点 与 三 边 的 平行 线 ,六 条 
直线 将 A ABC 外 面 的 部 分 划分 为 15 个 不 同 的 区 域 
Ui(i =1,2,…,15). 这 些 区 域 可 归结 为 四 类 : U, ~ Us 为 
第 一 类 ; U, ~ Us 为 第 二 类 ;U， ~ Un 为 第 三 类 ; Un ~ 
Us 为 第 四 类 . 
(1) 当 P 在 第 一 类 区 域 时 ,如 图 2.333, 对 ABCP 和 


入 DEF TR, 8 PD = ,经 PE 
证 结果 ,有 


Sapgr _ 2 
Saser 1 +A) +A’) + A 


mgee -= 1 DP | 记 为 4, 于 是 有 


Saase 


SApEF _ 21241 
Sac _ | (1+À0010+29)(1+2S)1 


对 A BCF 和 截 线 PAD ,根据 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


BD,CP,FA__I 
DC ` PF 4B = 
CP ao 
pi at pr’ OTe T! 
CP _ l+; 
于 是 PF = Ais 
„n CE l+ A + Àd; 
从 而 2 = FP = 0 
l+à 
这 是 有 1 + A’2 =— 
Aiia 
同 理 对 A BCE 和 截 线 PAD ,可 得 
1+43 = AtA) 


I+ Ài + A 


= ËB = 和 时 ,依照 上 述 已 


图 2.333 


NO 
ON 


(m)|rrg—aos— a Zx =m— = 


NO 
ON 


hians B masna Š IDEK 


对 A DCP 和 截 线 BAF ,可 得 


DP AIA2 
A'a = DA = Taai Ni © 
#00, O0 RAR 加 ,注意 到 X142X3 = 1, 即 知 @ 成 立 . 
(2) 当 P 在 第 二 类 区 域 时 ,如 图 2.334, 延长 4P X 
EF 于 Q, 则 
Saa = FAF + EAsin A = 


1 3 


uwa ‘pig | obsin A 
SAAEF Àz 
m Sasse "| (l+ As) (Tr Aa) | 
; Saoer _ DO 
而 Saam =140 1 
- SADE _ àz . DQ 1 
于 是 Sasse = I (l +42(1+2) 40 |! 
根据 塞 瓦 定理 ,有 
AB.FO.EC | 
BF ` QE ` CA = 
即 -Gy R Can) -1 
- Fg lth 
于 是 QE = ull + 条 
这 时 QF - (l+) 


E 7 1+ À + Àx(1 + 25) 
对 A AQE 和 截 线 CPF ,利用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


AP, QF, EC | 
PQ ` FE ` CA `” 
即 AP. - (1 +à) a 
PQ l+ A + àl + àa) I+ 22” ” 
AP _ l+2àz+ À 
于 是 PQ = 2; 
AP _ 1 +2À2 + AoÀ5 
因而 AQ ` l+ 2 +A 
AD 1L+Ah2+AM2A3 
同 理 AP = l+ 
这 样 AD _1L+2A2+A243 


AQ ` 工 + 12)3 


Treasure "s Geometyy 


Bis 22122 


所 以 AQ  1+À2 ità 


( 因 àià2à3 = 1). 


Saper _ | àz .202 _ 
Sac (1+h)(1I+As) 1+2À T 


2 
1 (E+ AC + A2) (1 + A3) 1 
(3) 当 P 在 第 三 、 四 类 区 域 时 , 同 理 可 证 ,我 们 将 证 明 留 给 读者 (参考 图 
2.335,2.336, 定 理 证 毕 .) 


图 2.335 图 2.336 


附注 ” 设 公 4BC 的 边 长 , 半 周 长 与 面积 分 别 为 a,5,c,p 与 5, 则 当 P 为 人 4BC 的 一 
些 特殊 点 时 ,我 们 不 难 求 得 定理 要 求 的 41,42,43, 如 下 表 所 示 , 


EAR | to c| æd a| 内 心 了 | e o| Bè | Pb h 
比值 
à 1 |sesB| e |sn2c| e |p-e 
' bos C| b |sin28| + |p-b 
1 1 [sec a | sn24 a | p-a 
a ceos A c sin2C | 7e | p-e 
2: 1 [|b5esa| b | sin2B b | p-b 
x acos B a sin24 | “a |p-a 
于 是 ,我 们 可 得 : 


(1) 重心 三 角形 的 面积 Sç = + S. 

(2) 垂 心 三 角形 的 面积 Sy = 25 1 cos Acos Beos C |. 
2abc 

《3) 内 心 三 角形 的 面积 S = Tr + ce a5 5° 

(O 外 心 三 角形 的 面积 S, = 2 1 coca DE = QC 2) ! S- 
pt 2ab 

(5) 旁 心 三 角形 的 面积 S, = KEPEIT 


(6) 界 心 三 角形 的 面积 S, = 二 


NO 
oN 


[| ga ag; axr = 


FEisaB mima g asa 


几何 瑰宝 


人 党 正 三 角形 与 圆 的 问题 


定理 1 正三 角形 外 接 贺 上任 一 点 到 三 边 降 高 的 平方 和 为 定 值 则 边 长 的 
平方 . 
证 明 ”如 图 2.337 所 设 , 正 A ABC 外 接 贺 上任 一 点 
P F) BC, AC, AB 的 距离 分 别 为 如 ,各 ,入 ,正三 角形 边 长 
为 。, 由 维 维 安 尼 定理 有 
B 


ha th - h = ya 


两 边 平方 得 
h2 + hl + h? + 2(hjhu - hç — hahe) = fa 
下 证 hahs - hohe - hahe = 0, 因 


i = sin PAC = sin Z PBD = H 


有 haPA = hsPB 
同 理 可 得 haPA = hePC 
所 以 有 h.PA = hsPB = hPC e° 


又 由 P,F,E,A 共 圆 ,P,D,B,P 共 圆 , 则 
LPFED = LPBD = ZPAC,Z PDF = LPBF = ZACP 


得 A PFD V APAC 
PA = fea 

同 理 PB = Bea, DC = Ba 

均 代入 式 四 得 


DF ` DE ` EF 一 
注意 到 西 姆 森 定 理 , 知 D. E, F 共 线 ,所 以 
hohs ~ hh, ~ = (DE - EF - DF)k = 0 


AT M + h + 外 = GEE). 


Treasure N Geometry 


定理 2 正三 角形 内 切 加 上 任 一 点 到 三 边 的 距离 的 平方 和 为 定 值 子 边 长 


平方 , 且 Chaho + hohe + hh) = FAREN. 

证 明 ”如 图 2.338, 正 AABC 边 长 为 a,D,E,F 
为 切 点 , 则 A DEF 为 正三 角形 , 且 边 长 为 名 ,人 4BC 
的 内 切 圆 为 ADEF 的 外 接 圆 ,由 定理 1 有 

2 2 
(Š. 一 he) + [x | + 
6 ”_ 3[ay2 
Ga- r) = 1[2) 图 2.338 


则 M aM hè o Balha + Ma t he) - a? 


又 mahi he 5, @ 
BO + h + Mb = 时 ax( 定 值 )， 
将 式 @ 两 端 平方 得 
Cha + h + he)? = +a 
故 X(+ hahe + hh) = $a? ~ qa = Za 


定理 3 设 P 为 正 公 4BC 内 切 圆 上 一 点 ,P 关 
于 三 边 的 对 称 点 分 别 为 Pi, Pa, P3, 如 图 2.339 所 
示 , 则 Sarpe, = T Sean: 

证 明 过 忆 向 三 边 作 垂 线 , 垂 足 分 别 为 D, 
E,F,PD = hi, PE = hx, PF = js3, 设 正人 4BC 的 
边 长 为 a, 依 维 维 安 尼 定 理 , 有 

hi + hz + hs -Baha M, t = $ 


x LDPE = Z EPF = Z FPD = 120 
又 设 全 DEF 边 长 为 x,y,z, 则 


Saper = 二 sin 120P(xy + yz + zx) = 


Geyt r+ m) = 


NO 
OA 


(e) g al mu = m— = 


Etsnpg Bs arama 


几何 瑰宝 


(C. yT 2 (e + P + 2) = 


16Se4ac 


从 而 Sar p,p, = 4Saner = 2 Saase 


他 三 角形 定形 内 接 三 角形 个 数 定理 


设 E,F,G 分 别 是 人 4BC 三 边 48, BC,4C 上 的 内 点 (不 与 顶点 重合 ) , 称 
A EFG 为 全 4BC 的 内 接 三 角形 . 

定理 ”任意 三 角形 都 存在 无 数 个 内 接 三 角形 与 同一 个 给 定 的 三 角形 相 
w.o 

证 明 it AABC HI AA'B'C' 是 任意 给 定 的 两 个 三 角形 (图 2.340) ,我 们 
证 明 : 公 ABC 存在 无 数 个 内 接 A PMN ,满足 人 PMN cm A A'B'C'. 


图 2.340 
不 妨 设 人 4 > LB > 人 C, 人 Ah' > LB' > 人 C'. 按 任 一 方向 作 一 直线 与 
AC, AB 二 边 分 别 相交 于 M' ,N' ,使 人 CM'N' 和 BN'M' 均 为 钝 角 (这 样 的 直线 
MN 显然 可 作 无 数 条 ,它们 的 方向 互 不 相同 ). 以 MN 为 一 边 作 
会 PM'N' OA AB'C' ,使 P 和 4 分 居于 M'N' 的 两 侧 . 作 射线 AP 交 BC FP, 
过 点 P 作 线段 PM // P'M' 交 4C 于 MM, 作 PN // P'N' 交 4B 于 N. 联 结 MN, 则 
APMN N AP'M'N' DAA'B'C’ 
这 就 表明 A ABC 存在 内 接 A PMN 人 4'B'C' .注意 到 人 PMN 的 边 MN 的 
方向 ( 即 M'N 的 方向 ) 具有 任意 性 ,所 以 在 全 4BC 中 ,这 样 的 内 接 A PMN 有 无 


O 能 曾 润 . 浅 谈 三 角形 的 定形 内 接 三 角形 的 个 数 [可 .中 学 数学 ,2000(2):20. 


J 
! 


数 个 .命题 得 证 . 
由 这 个 定理 显然 可 得 : 
推论 ”任意 三 角形 都 存在 无 数 个 内 接 正三 角形 . 


党 倍 和 角 三 角形 定理 


在 三 角形 中 , 若 一 个 角 是 另 一 个 角 的 整数 倍数 , 则 称 这 样 的 三 角形 为 倍 角 
三 角形 . 
定理 1 在 全 4BC 中 ,人 4 = 2 人 B 成 立 的 充 要 条 件 
是 a? = b? + bc. 
证 明 ”必要 性 ,如 图 2.341, 延 长 CA 至 站 ,使 4D = 
4B ,联结 BD , 则 易 证 A DCB co À BCA ,从 而 
DC _ CB 
BC = CA 
m 二 
故 a = b? + bc 
充分 性 ,由 上 述 证 明 逆 过 去 即 证 ， 
定理 2 在 公 48C 中 ,人 4 = 3 一 B 成 立 的 充 要 条 件 
是 (a + b)(a - b) = be. 
证 明 ”如 图 2.342, 必要 性 . 若 ZA = 3⁄B, fE 
Z CAD = LB, 交 BC 于 D, 则 和 人 BAD = 2Z B, HEM 1 


(ajnos oxunur 


知 BD? - AD? = AD . 4B, 即 a p: e 
BD’ = AD(AD + AB) W 2.342 
$ BD = m,AD = n, 则 

m = nln + c) 中 
易 知 AACD o^ ABCA 

AC _ AD _ DC 
则 BC = AB = AC 

í _ n _ a-m 
即 人 

be a-b? 

故 n= 如 @ 


@@ 南 秀全 . 倍 角 三 角形 的 性 质 及 其 应 用 [中 .中 学 数学 ,1992(3):13-14. 


Fisum B mim Inak 


HORA, KE m 与 4, 得 
(ob h (Ée +c) 


a? a 

化 简 得 (a? - b?) = be (a + b) 
充分 性 .车 be? = (a + b)(a - 5)2, 则 

(È = bya z 如 (如 


He m = EË - 如 ,代入 得 


a a 
m = n(n + c) 
2 = 
a-m ” L b 
X po eip Pua 
be 
n a b 
c c a 
a-m n 
7 n. a. 
即 AACD A ABCA 
从 而 ZB = ZCAD 
由 定理 1 得 
m = n(n + c) 
所 以 ZBAD = 2Z B 
则 Z BAD = 2 CAD 
故 < BAC = Z BAD + Z CAD = 3LB 
即 ZA = 3⁄B 
类 似 地 ,我 们 有 
在 人 4BC 中 


ZA = 4LBe(o - b’)(a? - b? — be) = be2(b + c) 
Æ A ABC 中 
ZA = 5ZBe(a - b)((a2 - b?) — b(a + 2b)) = bet 
在 人 4BC 中 ,人 4 = nZ B(n E N), J£=i8082C 33 Ala, b,c) = 0 表示 . 
由 已 得 的 结果 有 
万 (agec) = a~ b ° 
fy(a,b,c) = a? - b? _ bc @ 
(a,b,c) = (a B2)(a — b) —- be? © 


Treasure ~ Ceometry 


fala,b,c) = (a? = b?)(a? - b?— be) — bre? — be? @ 


RA, fala, b, c) 有 怎样 的 表达 式 呢 ? 
借助 定理 2 的 证 明 方法 , 知 若 有 -1(a,b,c)(n > 2) 为 已 知 ,要 求 f.(a,b, 


c) 只 需 交 换 
ob bc (x) 


&— —— k = e 
a a 


RA f. (a,b,c) 中 , 便 得 (a,b,c). 于 是 有 
定理 3 在 和 48C 中 , 若 A4 = nZB(n € NN), 则 三 边 a,b,c, 满 足 a,b， 
c HERRA, b,c) IE fla, b,c) 有 递归 关系 
fila,b,c) =a- b 


farbe) = £ (2 e 


人 党 三 角形 外 角 平 分 线 三 角形 定理 


, e) 


ANPE 2.343, A ABC 是 一 任意 三 角形 , 公 DEF 是 其 外 角 F. £ E 
平分 线 三 角形 . 设 A ABC 的 面积 为 8, 外 接 圆 半径 为 R, = le 
内 角 A,B, C 所 对 的 边 分 别 为 a,b,c; 公 DEF 的 面积 为 Su， 

三 内 角 D,E, F 所 对 的 边 分 别 为 4,e,f. 我 人 有 
定理 1 人 4FB CADCB NAACE.D D 
证 明 ”由 于 EF 是 人 4 的 外 角 平 分 线 , 因 此 


图 2.343 
LBAF = LEAC = 9p - $ 
同 理 
LFBA = 9gp - Ë, ZACE =% - Ê 
则 ZF = 180 - ZX FBA - LBAF = 9 -£ = LACE 
即 AAFB ^ AACE 
同 理 可 知 


AAFB C A DCB cn AACE 


O 张 敬 坤 , 纪 保存 . 三 角形 外 角 平 分 线 三 角形 的 性 质 [j]. 中 学 数学 ,2002(6):43-44. 


NO 
AN 


(me)rpao<— a Z= a=x=— =s 


NO 几何 /瑰宝 

ON 
定理 2 下 + 二 + 上 < 去 二 + 二 + 二 
证 明 ”由 定理 1 易 知 

平 AF + AE = be,BF + BD = ca, CD - CE = ab 

W w 

& d = AF + AE > 2 / AF - AE = 2 / be 

名 即 | 

š 4 S, k 

ID i 1 1 1 

条 | MER + Sra f Eada 

Ë) 则 L yd E L E u ku Lela L s Ly 
dt et f 2Va 2Vb 2Vca 2 a b c 

当 且 仅 当 a = b = ,等 号 成 立 (下 同 此 ,不 另 作 说 明 ). 


由 定理 2 的 证 明 , 我 们 可 立 得 


@ 定理 3 def > Babe. 
定理 4 d+ etf aset tA. p Har s nt C. 
证 明 ”在 公 4FB 中 ,由 余弦 定理 得 
c = AF? + FB? -24F + FBcos(9® ~ Ê) = 
(AF + FB)? — 2AF ° FB(1 + sin $) > 
2 
(AF + FB -2 x (AFB + sin £) = 
3 
LAE + EBY sin§) = 
( 法 
AF + FB leos £ ~ sin £)? 
则 AF + FB a — HG = ese HE 
Cos 4 - sin4 
同 理 BD + DC < asec HA 
CE + EA < bsec E 
则 d + e + f = (AF + FB) + (BD + DC) + (CE + EA) < 


m +A z+ B m+ C 
asee 4 + bsec 4 + esee 4 


定理 5 So < 4V2R2. 


Treasure N Ceomety 


证 明 Ú 人 48C 的 内 心 为 0, 易 知 
LOAF = LOBF = XP 
所 以 O,A,F,B 四 点 共 圆 , 设 此 圆 的 半径 为 R, 
2R = OF 
因 


1 


Saos = 二 04 + OBsin(90 + 1 


) = OA - OBoos £ 


) = ZAF . FBoos $ 


则 Smumoses = (OA : OB + AF ` FB)cos Š < 


T V (042 + AF)D(0B* + FB?)cos Š = 
T /GR GR) Š = 

2o08 È 
2Ricos 2 


XR = er = Rin CG a Jin S k 
2sin(90° — 2) cos $ 


Sasra = FAF FBsin(9 ~ 


3 四边 形 OF < SR?sin Foos $ = 4R?sin Csin $ 


同 理 可 得 Smigonpc < 4R2sin Asin 4 


Snuboces < 4R2sin Bsin A 
故 So = 5 四 边 形 04FB8 + Swmgoppc + 3 四 边 形 OCE4 < 
4R?(sin Asin & + sin Bsin Z + sin Csin £) < 452 
这 里 我 们 用 到 了 如 下 不 等 式 
sin Asin 24 + sin Bsin Ë + sin Csin £ < 
2 z 2 
定理 6 So>4S 


证 明 i AARC 的 内 切 圆 半 径 为 r, 半 周 长 为 p; 人 Ah4FB, 人 ABDC, 人 CE4 


的 面积 分 别 为 51, S2, 53. 则 


Si = FAF csin(90? — £) = LAF .cco 
S; = FAE - bsin(9P - $) = AE - beos Á. 


NO 
zx 


lajn onor=unuzudr = 


NO 
AN 


Taype B mim Imk 


AR ü / * = 


MAF- AE = bc Roog = Rea , 立 得 
SiS, = pp -a) 

同 理 SiS: = 十 oop(p = b) 
S253 = atp(p - e) 


再 由 恒等式 由 + bc + ca = p?+4Rr+ r’, abc = 4Rrp 和 S = pr 及 格雷 特 森 不 
等 式 p > 16Rr - 5r? 和 欧 拉 不 等 式 R > 2r, 则 有 
(S, + S> + S3)? > 3(S18S2 + S253 + S351) = 


p(se(p ~ a) + calp — b) + ab(p — ¢)) = 
Pp(p(ab + bc + ca) ~ 3abc) = 
(plp? + 4Rr + r°) ~ 12Rrp) > 


2 
3PŠ(8Rr -4°) > 


2 
35 x 127 = 98? 
故 Si + S; + S3 > 35 
即 So = Si + S; + Sy + S > 48 


*# =E kaR22 5510 = fü P) 


为 讨论 问题 的 方便 ,约定 0,1,G,p,R,r,a,b,c 分 别 表 示 公 4BC 的 外 心 ， 
内 心 ,重心 , 半 周 长 ,外 接 圆 半 径 ,内 切 圆 半径 及 三 边 长 . 
先 给 出 几 条 引 理 中 
引 理 1 过 公 4BC 的 内 心 1 作 边 BC 的 平行 线 分 别 交 边 4B ,4C 于 M,N, 则 
有 
MN = BM + NC e° 
证 明 HA BM = MI,IN = NC, 由 此 即 知 O 式 成 立 ( 图 赂 ). 
引 理 2 2 人 4BC 的 顶点 4 与 内 心 1 的 连 线 交 其 外 接 圆 于 另 一 点 DD, 则 有 
aAD = (b + e)ID © 


证 明 ”如 图 2.344, 联 结 8D , DC, 则 由 著名 的 托 勒 密 定 理 , 有 


O 冰 振 网 .三 角形 三 边 成 等 差 数 列 的 若干 特殊 性 质 [中 .中 学 数学 月 刊 ,1999(9);21-23， 


Treasure "s Geometry 


a4D = bBD + cCD 


A 
又 不 难 知道 CDB1 = 人 BID, 由 此 可 知 
BD = CD = ID 


故 式 ORY. B c 
引 理 3 在 全 48C 中 ,有 SAL 


cat 4 = Pt eot E = Pb,oo = s 图 2.344 
证 明 略 . 
引 理 4 fE AABC 中 ,有 
2 a -a)(p-b)(p- c) @ 
p 
ñ = ca = (p = bp- @ 
工 4&p-a -b = 
F 让 abc © 


WE W 人 4BC 的 面积 为 5, 由 S = p 及 熟知 的 海伦 公式 即 得 式 加 ,又 
p= 0p I ~ o) -APDO 


(P -bXp- 0) -alp-b)+ es 


- (p-b)? + ca - we 


因而 由 式 @ 即 知 式 @ 成 立 ;再 由 4RS = abc, S = 六 及 海伦 公式 易 知 式 @ 成 
t. 
现在 给 出 三 角形 的 三 边 成 等 差 数列 的 九 个 不 同 的 特征 性 质 . 
定理 1 三 角形 的 三 边 长 度 成 等 差 数 列 的 充 要 条 件 是 其 重心 与 内 心 的 连 
线 平行 于 三 角形 的 一 边 . 
证 明 ”如 图 2.345, 过 公 ABC 的 内 心 1 作 边 BC 的 平 
行 线 分 别 交 边 4B ,4C 于 M,N. 设 AM = AAB, AN = AAC, 


则 有 
MN = ABC, BM = (1 - 4)AB, NC = (1 - 1)4C 
因而 由 引 理 1, 有 É 
MBC = (1 - A)(AB + AC) 图 2.345 
于 是 


AB, BC, CA 成 等 基数 列 o 2(1 - à) = Acà = Fe 
MN 过 A ABC 的 重心 CI ] BC 


NO 
AN 


(m)rp3ao a Eu sr 


NO 
ON 


Cisop B msn =r==da 


nA x 宝 


定理 2 ”三 角形 的 三 边 长 度 成 等 差 数 列 的 充 要 条 件 是 其 某 个 顶点 与 内 心 
的 连 线 垂直 于 其 外 心 与 内 心 的 连 线 . 

证 明 ”如 图 2.346, 延 长 47 交 人 入 4BC 的 外 接 圆 于 D, 联 
t 04,0D, 则 OA = 0D. 由 引 理 2 

a- AD = (b + c)ID 

于 是 
c, a, b REŽII es AD = 21D= RAD HPR 01 L Al 

定理 3 OABC 中 ,a,b,c, 成 等 差 数 列 的 充 要 条 件 是 


cot £ eot B oot € 成 等 差 数列 . 
证 明 ”由 引 理 3 立即 可 知 


a+c= 2bescot 4 +e £ = Zeot Ë 


定理 4 AABC H, a,b, c 成 等 基数 列 的 充 要 系 件 是 cot Goot = 3. 
证 明 ”由 引 理 3 与 式 @, 有 


A C (p-a)(p-¢) _ p _a+b+te 
a Sai a R Sp-b7c+a-b 


于 是 
a,b,c 成 等 差 数列 局 c + a = 2bes3(c +a- b) = a + b + ces 
cot cot £ 3 
定理 5 公 4BC 中 ,a,b,c 成 等 差 数 列 的 充 要 条 件 是 6? = 4r(2R - r). 
证 明 由 4Rrp = 4RS = abc 及 式 @, 有 
2p(4r(2R - r) - b?) = 16Rp - 8pr? - 2pb° = 


4abc — 8p(ca - (p - b)? - = -2pb? = 


12abc ~ 8pca + 2p(4(p - b)? — b?) = 
4ca(3b - 2p) + 2p(2p - b)(2p - 3b) = 
(2p -3b)((a + b + c)(c + a) - 4ca) = 
(a +c -2b)(b(c + a) + (c - a)2) 
于 是 
a,b,c 成 等 盖 数 列 sa + c -25 = 0c4r(2R - r) - b? = 0b? = 4r(2R - r) 


定理 6 AARC, a,b, e REZRIINKEREE = Toa - +P. 


4 
证 明 ”由 式 @, 有 
2p(4ca - 3b? - 12r2) = 8pca - 6pb? - 24pr? = 


Treasure "s Geomety 


Bpea ~ 6pb? - 24p(ca - (p — b)? - We) = 

24abe ~ 16pca + 6p(4(p - b)? — b?) = 

~ 8ca(2p — 3b) + 6p(2p ~ b)(2p - 3b) = 

(2p - 35)(6p(e + a) ~ 8ca) = 

(a +c -2b)(3b(a + c) +4ca + 3(c - a)2) 
由 此 即 知 定理 6 成 立 . 


L Ë £ 

定理 7 人 4BC P, a,b, e 成 等 差 数列 的 充 要 条 件 是 sin Ë = m. 
证 明 ”由 三 角形 的 半角 正弦 公式 ,sin 旦 = | =p- a) 及 式 @, 有 

B br 

sn 2 =N 4R(p - b) 

于 是 。 a,b,c 936801 eo2(p - b) = besin Ë = 和/ 起 
定理 8 AABO, a,b,c 成 等 基数 列 的 充 要 条 件 是 os Ë = Beta, 
2" Va 

证 明 。 由 三 角形 的 半角 余 驴 公式 ,cos 号 = PP 2) ,有 


coe s V3(c+ a) 
4V ca 
则 p(p- a) Ble +a) 
ca 4 ca 
得 16p(p - a) = 3(c + a} 
则 4(a+b+e)(c+ta-b)= 3(c+ a) 
得 Ale + a)? -4b = 3(c + a)? 
即 (e+ a)? = 4Ë 
即 c+a=2b 


故 定理 8 成 立 . 
3ca 


定理 9 AABC H, a,b,c 成 等 差 数列 的 充 要 条 件 是 4 = ER, i 
为 和 B 的 内 角 平 分 线 长 . 


cos 2 
2 


2ca 
证 明 ”三 角形 的 内 角 平分 线 长 的 公式 为 。= 一 一 一 ,于 是 由 定理 8 即 


c+a 
知 定理 9 成立. 
定理 10 OABC 中 ,a,b,c 成 等 差 数列 的 充 要 条 件 是 外 切 于 4C 的 旁 切 贺 


NO 
ON 


C- eE EEE 


NO 
AN 


mempr miam g arama 


半径 是 内 切 圆 半径 的 3 倍 . 
证 明 ” 设 内 切 圆 ,外 切 于 边 4C 的 旁 切 圆 分 别 切 边 BC 于 D, 切 BC 的 延长 
RTF E,W 
BD = À (AB + BC - AC), BE = 二 (4B + BC + CA) 
设 1,1s 分 别 为 内 心 、 旁 心 ,于 是 
DB = 3ID&BE = 3BDes2AC = AB + BC 
定理 11 三 角形 三 边 长 度 的 倒数 成 等 差 数列 的 充 要 条 件 是 其 某 顶 点 与 重 
心 的 连 线 垂直 于 内 心 与 外 心 的 连 线 ， 
证 明 ” 设 C,1,0 分 别 为 人 4BC 的 重心 .内 心 和 外 心 , 令 BC = a,CA = b, 
AB = cvp = + (a + b+c). 延 长 4G 交 BC 于 点 村, 设 内 切 圆 切 BC 于 D, 切 4AC 
于 ,其 半径 为 r, 则 
0A? - OM? = BO? - OM? = BM? = La 
IA? = AE? + ° = (p- a)? + 
IM? = DM +P = (2 - (p - b) 
AG | IOƏ AM L lOl? - IM? = 0A? - OM? 


Q-a} - (H = 二 ce 二 + 二 = 二 


他 三 内 角度 数 成 等 差 数列 (或 含有 60 角 ) 


定理 1 三 角形 的 三 内 角 的 度数 成 等 差 数 列 的 充 要 条 件 是 其 含有 60 的 内 
角 . 

定理 2 ” 非 钝 角 三 角形 的 顶点 到 其 垂 心 的 距离 等 于 外 接 圆 半径 的 充 要 条 
件 是 该 顶点 处 的 内 角 为 60.0 

证 明 ” 当 三 角形 为 直角 三 角形 时 结论 显然 成 立 .下 面 设 互 为 锐角 A ABC 
的 重心 , 记 A ABC 三 内 角 为 4, B,C, 如 图 2.347 所 示 . 

充分 性 . 设 A = 6O, OABC 的 外 接 贺 半径 为 ,直线 AH 交 直 线 BC T D, Ë 
线 CH 交 直 线 4B 于 E., 由 垂 心性 质 知 ,8,D, ,EE 四 点 共 圆 ,有 人 人 AHE 与 DBE 


相等 或 相 补 .在 R A AEH tH, 4E = cos Z EAH = cos(90 - Z DBE) = sin B( 图 


O 沈 文 选 .含有 60* 内 角 的 三 角形 的 性 质 及 应 用 [J] .中 学 教学 ,2003(1):47-49- 


图 2.347 
2.347(a)) B cos Z EAH = cos(90 - Z AHE) = cos(90 — (180 - Z DBE)) = 
cos(¿DBE — 9P) = sin B( 图 2.347(b), 即 有 AH = 4E. 


NHE RA AEC H, $E = cos ZBAC = +Ë AE = 十 4C, 注 意 到 正弦 定理 
_ AE _ AC _ 2Rsin B 


必要 性 . 设 CE 为 边 4B 上 的 高 ,4D 为 边 BC 上 的 高 ,由 4 = R( R 29 A ABC 
外 接 圆 半 径 ) ,注意 到 B, D, H, E 四 点 共 圆 ,有 AE = Rsin 人 AHE = Resin B( 注 
意 sin(180° - B) = sin 8), 则 
CE = AEtan A = Rsin Btan A 
又 CE = BCsin B = 2Rsin Asin B, 从 而 
2sin A = tan A 
求 得 A = 60 


注 ”必要 性 可 由 人 BOC = 24 及 三 角形 顶点 4 NEC H KERS FA O 到 对 边 BC 
的 距离 的 2 倍 来 证 明 ， 

定理 3 ”三 角形 的 两 顶点 与 其 内 心 、 外 心 、 垂 心中 的 两 心 四 点 共 贺 的 充 要 
条 件 是 另 一 顶点 处 的 内 角 为 60. 

证 明 ” 当 三 心 有 两 心 重合 时 ,或 为 直角 三 角形 时 结论 显然 成 立 .下 面 讨论 
三 心 两 两 不 重合 且 三 角形 不 为 直角 三 角形 的 情形 , 记 A ABC 三 内 角 为 4, B,C， 
如 图 2.347 所 示 . 

充分 性 . 设 4 = 6D ,1,0, 昌 分别 为 全 4BC 的 内 心 \ 外 心 垂 心 ,此 时 

ZBOC = 24 = 120 


ZBIC = 18 -3(B+C) = 92 + £ 


< BHC = 18 — Z HBC - Z HCB = B + C = 120 
或 Z BHC = 9% - LHCA =9%p-(9pP-4)=4=60Dp 


= 120? 


2< 


(m) ao amu == Z= 


Ebppa Bmssn|e ó ASB 


NAAF 


故 8,H,1,0,C 五 点 共 圆 ,显然 有 B,H,1,C;B8,H,0,C;B,1,0,C 分 别 四 点 
KE. 


E PRGA HEKXMO T F W| iq GOHERA IF = FB = FC, 即 上 述 加 的 圆心 为 
F, 且 该 圆 与 人 4BC 的 外 接 圆 是 等 圆 . 

必要 性 .由 万 为 其 垂 心 , 则 
< BHC = 180 — Z HBC - Z HCB = 180 - (9p - C)-(9p-B) = B + C 


或 < BHC = WF - Z HCA =9p-(9%p-4) = A © 
由 了 为 其 内 心 , 则 
BIC = 180 - LIBC - ZICB = 180 -二 (B+ C) = 
180 - + (180 - A) = 9p + 4 © 
由 0 为 其 外 心 , 则 
ZBOC = 24 @ 


车 B,H,1,C WAJA, N BHC = BIC 或 BHC + Z BIC = 180, 即 
KOROK i 


B+C=9+ 4 
两 边 加 上 4 ,或 由 中 ,@ 有 
A + £ + SO = 180 


均 求 得 A = 6P 

若 B,H,0,C 四 点 共 圆 , 则 BHC = 人 人 BOC 或 BHC + Z BOC = 180, 
即 由 ,加 有 B+ C = 24 或 4 + 24 = 180, 均 可 求 得 4 = 60. 

车 8,1,0,C 四 点 共 圆 , 则 和 BIC = 人 80C, 即 由 加 ,图 有 

4 
90P + 2 = 24 

求 得 A = 60 

综 上 ,必要 性 获 证 . 

定理 4 ”含有 60 内 角 的 非 直角 三 角形 中 ， 

(1) 其 内 、 外 心 的 距离 等 于 其 内 、 垂 心 的 距离 . 

(2) 其 外 心 与 垂 心 的 连 线 平分 含有 60 内 角 的 两 边 上 的 高 线 所 成 的 锐角 . 

(3) 其 外 心 与 垂 心 距 离 的 /3 倍 等 于 另外 两 顶点 到 垂 心 距 离 差 的 绝对 值 或 
等 于 另外 两 顶点 到 垂 心 的 距离 和 ， 

证 阴 (1) 如 图 2.347, 设 7, 0 ,如 分 别 为 全 46C 的 内 心 . 外 心 和 垂 心 ,联结 


A1,40,0C, 则 
LOAC = LOCA = + (18 - 240C) = 9P - <406C - 
90 - ZABC = Z EAH 
或 LOAC = LOCA = 9P -~ EAC - gp _ (180 - LABC) = 
ABC - 9F = Z EAH 
X. 1289 A ABC 的 内 心 ,有 人 人 IAC = Z AE, FETE A HAI 和 公 041 中 ,AI 公 
用 ,一 HUI = 人 140 ,由 定理 2 有 AH = R = A0,, JA A HAISO AOAI, IH = 
10. 
(2) 如 图 2.348, 设 O, H IA A ABC 的 外 心 . 垂 心 .联结 OB, 0C ,由 定理 
338B,H,O0,C 四 点 共 圆 , 对 于 图 2.348(a) ,有 
LEHO = LOCB = WF,LOHC = Z 0BC = 30 
OH 平分 Z EHC 对 于 图 2.348(b) ,有 
Z BH0 = Z BC0 = ,LOHC = LOBC 
OH 平分 和 EHC ,从 而 结论 获 证 ， 


(a) 


图 2.348 
(3) SE O 的 半径 为 R, 则 
OB = OC = R,BC = V3R 
由 B,H,0,C 四 点 共 圆 ,在 此 圆 中 应 用 托 勒 密 定理 ,有 
OH - BC + BH > OC = BO:HC 
即 V3R. OH = R: BH = R> HC 
故 当 HC > BH 时 ,有 


HC - BH _ 
而 = 


注 若 4B > AC,ZA = 6, 1, HIA A ABC 的 内 心 .重心 , 则 可 推 证 有 2 AHI = 
3⁄ABC. 


NO 
AN 


(a)ep<3aeoa s Z= === 


NO 
ON 


EwaeB manga sia 


几何 瑰宝 


定理 5 BI, HAAA AABC 的 内 心 和 重心 ,4 为 全 BHC 的 外 心 , 则 4， 
1,h1 三 点 共 线 的 充 要 条件 是 Z< BAC = GP. 
证 明 ”如 图 2.349, 设 0 为 人 4BC 的 外 心 , 联结 
BA1, Ch1, BH, CH, 则 
< BHC = 180 - Z BAC 
LBAIC = 2(180 - Z BHC) = 2⁄ BAC 
因此 X BAC = 60 Z BAC + Z BA, C = 1804 
A, TE AABC 的 外 接 圆 圆 0 上 全 
AI AA 重合 SA, 1, 4 三 点 共 线 
定理 6 设 /为 和 4BC 的 内 心 ,B1, Ci 分 别 为 4C， m23 
AB 的 中 点 ,直线 B11 交 直 线 AB FB, ER C11 交 直 线 4C 于 C2, 则 Saa = 
Saas, c, 的 充 要 条 件 是 Z BAC = 6P. 


证 明 MEB 2.349,4E IP L AB 于 点 忆 , 作 IQ L AC 于 点 0 , 则 
Sam, = IP ` AB + IQ ` AB, ° 


iË IP = r(r J A ABC 的 内 切 圆 半径 ), 则 IQ =r, X BC = a,CA = b, 
AB = c, 则 


_ _2Saasc 
C a+b+e 


注意 到 


Saa, = 二 4B1 * ABzsin A © 


25 
H O,@ Z AB, = 二 ,24Bisin4 = h = 一 人 人 ,有 


c 


2Sanpc 25 arc 2S aape 
ABx( c 22 p pen b a+b+c 
be 
则 4B: = Fibs 
= bc 
同 理 AG = To 


由 Sase, = Sacc A 
Saase = Saag 
于 是 
be .be 
a+b-c a+c-b 
即 a? = b? + c - be 


be = 


Treasure N Geometry 


RRE, BAC = 6P 
定理 7 AIH AABC 的 内 心 ,直线 BI 32 AC 于 已 ,直线 CI 38 AB + F , W| 


DANES DESSE es | 
£ BAC = 60 HERREG + IC = ETIP 
证 明 TE C) = (p - a)(p - 6), 有 


sin > e E7 


其 中 p = 十 (a + 5 +c). 同 理 


a2 -RE 


1 L 1.1. B 
IB t 1C 7 IES * IÇ = EP 
£ 
sin > a e 
l+ — = be = 4(p - b)(p - c)@ 
sin > 


sin 4 =A Je b) = c) bt 二 BAC = OP 


定理 8 设 1 为 人 4BC mib, 射线 BI 交 4C FAE, ha CI 3EAB 于 点 
F il 1 fE UER3R LT EF 并 交 EF FP, X BC 于 Q, 则 IQ = 21P 的 充 要 条 件 是 
ZA = 

证 明 设 和 BEF = B,ZCFE = y,ZABC = ZB,ZACB = LC, 则 

ZC = MW + y - EE, L IEC = ZA + SE a op p EAE 


由 人 BIC = 180 - (8 + y) = 9 + 4 有 


B+y=%- <A = 人 8 +€ 
即 28 - ZB =- (2y - LC) 
R. IQ . IC IE 
于 是 IQ = 2P 2 = = € ` IE ` IP 
sin SE F 1 
2 = . == 
cos( y =- <° sin SE sin 月 


Bp 2sin 8 ° cosl y - <Ó) = cos ZG —<A 


[e] g ao a Z= ==r— = 


NO 
ON 


EwogBuma g arma 


几何 瑰宝 
E a sin 48 Pra i 
ü; eos( 8 - <B) sin <E sin y 


即 2sin y + cos( 8 - <B) = cos B= R 
sin(28 ~ <Ë) = 20in SE . sin SA sin(2y - S) = 2sin SE . si < 


5 sin 


sin(28 ~ SE) «sin SE = sin(2y - <). Eles 


cos 28 - cos(28 - Z B) = cos 2y - cos(27 ~ Z C)e 
cos 28 = cos 2Yef = YE = Fe 
sin(9P ~ GA - GB) = 2sin SE .sin Sho 
SE - 2sin 5 sin As A = Lo 
LA = 6 

定理 9 含有 60 内 角 的 三 角形 其 内 切 三 角形 也 含有 
60 内 角 ， 

定理 10 ”如 图 2.350, 若 锐角 公 4BC 的 和 BAC = 60, 
AB = c,AC = b,b > c, A ABC 的 重心 和 外 心 分 别 为 上 和 
O,OH 与 4B ,4C 分 别 交 于 点 ,了 , 则 

(1) 公 AXY 的 周 长 为 b + c. 

(2)0H = b- c. 

证 明 (1) 易 知 


sin 


Z C0B = 2⁄X BAC = 120 
Z CHB = À +2(9% - A) = 120 
因此 ,C,0,H,8 四 点 共 圆 、 
又 CP | 4B, 则 
Z AXH = 90 - LXHP = WF - LOHC = W - LOBC = OP 
故 LHXB = 120 
H Z ABH = 30, 知 和 XHB = 30, 所 以 HX = XB. 同 理 ,YH = CY, 故 
AY+YX+AX=AY+YC+AX+XB =< b +c 
(2) 设 40 = R, 则 
b - c = 2R(sin B — sin C) 


_ pp sin Z0CH ， ,sin LOCH _ 
易 知 OH = BC - i, Z CHB = 2Rsin Z CAB > Sin Z CHB = 


2Rsin LOCH = 2Rsin( B - A) 


> 


PC, 


Treasure N Geometry 


故 b-c = OHessin(120 - C) -sinC = sin(60 - C) 
Beos C + Lain C = sin € = Beos C - Lain € 

上 式 显 然 成 立 , 故 原 命题 成 立 . 

定理 11 在 锐角 公 4BC 中 ,4 = 60,H,1,0 分 别 为 A ABC 的 垂 心 .内 心 
和 外 心 , 联 结 条 并 延长 交 BC 于 已, 联结 BI 交 4C 于 8, 则 BH = IO 的 充 要 条 件 
EO 

AB + BP = AQ + QB 

证 明 ”充分 性 .如 图 2.351, 延 长 48 到 Bl 使 BB = 

BP ,在 QC 或 其 延长 线 上 取 Cl 使 QC, = QB. TE: 
AB, = AB + BP = AQ + QB = AC; 

T BAC = 60P, 从 而 公 AB1Ci 为 正三 角形 ,直线 AP 

是 AAB, C, 的 对 称 轴 , 即 有 


= PB,,ZPC,A = 人 PBI4 = Z BPB, = +ZABC = ZPBQ 图 2.351 
又 LO8C = 人 QC1B, 则 
LPCIB = Z PBO, 
当 点 P RE BC, 上 时 ,有 
PC, = PB 
从 而 PB, = PC, = PB = BB, 


Rp A PBB, 为 正三 角形 ,一 PBB; = 60 = Z BAC, X JÑ ( Z PBB, 是 A ABC 的 外 
角 , 应 大 于 和 BAC). 因 此 ,点 P AME BC E,BD c 55 C, 重合 , 故 
LBCA = + ZABC 
H X BCA + Z ABC = 180° - 60 = 120?, 知 人 4BC 的 各 角 只 有 一 种 值 , 即 
Z BAC = GP, Z ABC = 80, Z BCA = 40 

此 时 ,和 HCB = 1, Z BCO = 30, RH HI = IO Nl Z HCI = 人 ICO = 10, 故 
BH = Ol 

必要 性 .如 图 2.352, 首 先 可 证 明 H, 0,1 三 点 在 题 设 条 件 下 两 两 不 重合 . 

若 点 五 与 1 重合 , 则 由 Z BAC 及 定理 3 知 B, 有 H,0,C 共 圆 .又 BH = 01, 则 
ABOC 的 外 接 贺 上 对 应 的 弧 妥 = Ol = 08, 即 有 


LBCH = 二 ZBcO = 15° 


O 沈 文选 .数学 问题 1511 [J] .数学 通报 ,2004(10) :4647. 


(me) p3ao——a=m gm = 


NO 
A 


Fire B mia £ 24 


几何 m = 


点 0 在 锐角 A ABC HAR, H 55 1 重合 时 , CH 既是 
< BC0 的 平分 线 ,又 是 人 BC4 的 内 分 角 线 ,这 显然 不 可 
能 ,因而 点 五 与 点 1 不 重合 . 

车 点 H Sis O 重合 , 则 

LBCH = 人 BCO = W, Z B = WP - LBCH = GP 

从 而 AABC 是 等 边 三 角形 , 即 有 0,1,8 三 点 重合 ,Of = 
0 < BH 与 题 设 矛 盾 . 

又 点 0 与 点 1 也 不 会 重合 ,否则 BH = 0 也 矛盾 .下 面 
求人 4BC 和 一 4CB. 图 2.352 

又 人 BAC = 60 及 定理 3 知 B,H,1,0,C 五 点 共 圆 , 且 由 定理 4(1) 知 ， 
HI = 10, 由 题 设 BH = 01, 即 有 


BH = HI = 10 
联结 Ic, 0C, 则 知 
BH = Hl = 从 
亦 即 知 LBCH = ZHCI = ZIC0 = +ZBC0 = lo 
HFH AEO, A 


Z ABC = WF - Z BCH = 8 
从 而 LACB = 18? - Z BAC - LABC = 40 
此 时 ,由 充分 性 证 法 中 所 作 A AB, Ci 为 正三 角形 ,有 
AB + BP = AB + BB, = AB, = AC, = AC = AQ + QC = AQ + QB 


SPRETEN AERA 


定理 1 ”有 两 条 中 线 互 相 垂直 的 三 角形 ,其 面积 等 于 这 两 条 中 线 长 乘积 的 
.0 


wp 


证 明 ”如 图 2.353, BD, CE 为 中 线 , 且 BD 上 CE ,联结 DE, 则 有 
Spiwpacns = LT BD. CE 
又 因 DE 是 A ABC 两 边 中 点 的 连 线 , 则 


4 
Sa4Bc = 3 3 四 边 形 BCDE 


@” 李 杞 文 , 李 井 涛 .一 种 特殊 三 角形 的 性 质 及 应 用 [中 .中 学 数学 月 刊 ,1999(1):22-23 
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NO 
OA 


故 Saa = BD - CE 
定理 2 ”有 两 条 中 线 互相 垂直 的 三 角形 ,该 两 条 中 线 所 对 应 
边 的 平方 和 等 于 第 三 条 边 平方 的 5 倍 . Ë 
证 明 ”如 图 2.353, 联 结 DE, BD, CE 为 中 线 , 且 BD | CE. 

因 若 四 边 形 的 两 条 对 角 线 互相 垂直 , 则 一 双 对 边 的 平方 和 等 B Ç 
于 另 一 双 对 边 的 平方 和 , 则 
BC? + DE? = BE? + CD? 


又 由 BE = }4B,CD = Y AC, DE = 十 BC, 有 


图 2.353 


COLE TE ET 


s, (ECy = (By , (全 > 


SBI L ya 2 
Bp 4 = 才 (4B + AC?) 


故 AB? + AC? = 5BC? 
应 


定理 3 ”有 两 条 中 线 互相 垂直 的 三 角形 ,其 第 三 条 中 线 长 与 这 条 中 线 所 对 
应 边 之 比 是 一 个 常数 ， 

证 明 ”如 图 2.354, 设 中 线 BD , CE 交 于 点 6, 联结 AG 并 延长 
交 BC 于 点 已 , 则 由 重心 定理 得 AF = 3GF. 

又 由 BD 上 CB, 在 RIABcC 中 , 则 有 GF = 二 BC, 则 AF = 


3 AF š 
Jec mák = oigo. 


定理 4 有 两 条 中 线 互相 牌 直 的 三 角形 ,其 三 条 中 线 长 必 构 ” ” “ 
成 一 个 直角 三 角形 . 图 2.354 
证 明 ”如 图 2.354, 由 定理 3 及 重心 定理 ,得 
BC = 4F, BG = SBD,CG = 3 CE 


又 由 BD | CE ,在 Rt 全 BGC 中 ,有 
BG + CG? = BC 

即 Gay + (名 CE) = hary 
则 BD? + CE? = AF2 
故 以 BD, CE, AF 三 条 中 线 长 为 边 必 构成 一 个 直角 三 角形 . 

定理 5 ”有 两 条 中 线 互 相 垂 直 的 三 角形 ,其 三 条 中 线 长 的 平方 和 是 三 条 边 
的 平方 和 的 之 . 

证 明 ”如 图 2.354, 由 定理 2 知 


NO 
OA 


ishpa B mn S arsa 


E 
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AB? + AC? = 5BC2 


即 AB? + AC? + BC? = 6BC2 e° 
由 定理 4 知 , BD, CE, AF 可 组 成 一 个 直角 三 角形 , 则 
BD? + CE? = AF? 
Bp BD? + CE? + AF? = 2AF? 
再 由 定理 3 知 有 
3 
AF = > BC 
则 BD? + CE? + AF? = $ BC? @ 
由 式 @,@ 得 


BD? + CE? + AF? = 3(4B? + AC? + BC?) 
如 果 对 于 一 般 的 “有 两 条 中 线 互 相 垂直 的 三 角形 ”的 边 或 角 , 添加 某 些 约 
MORO ,就 会 得 到 特殊 的 “有 两 条 中 线 互 相 垂 直 的 三 角形 ”, 运 用 上 述 性 质 , 便 可 
推出 更 为 独特 的 一 些 优美 性 质 ， 
定理 6 ”有 两 条 中 线 互相 垂直 的 等 腰 三 角形 的 腰 与 底 的 比 £ 
是 一 个 常数 . 
证 明 ”如 图 2.355,4B = AC, EL BD | CE, 又 BD,CE 为 


E D 
中 线 , 由 定理 2 知 
SBC2 = AB? + AC? 
即 5BC? = 2AB? p ç 
ABR 5 图 2.355 
m Bc: = 2 
#AB - Abo. 


由 上 可 知 ,定理 6 还 有 如 下 推论 : 
推论 ”有 两 条 中 线 互 相 垂直 的 等 腰 三 角形 ,其 底 角 的 余弦 值 是 一 个 常数 


( 必 训 ) , 顶 角 的 余弦 值 也 是 一 个 常数 (全 ). 


定理 7 ”有 两 条 中 线 互 相 垂直 的 直角 三 角形 ,其 三 条 中 线 长 所 构成 的 三 角 
形 与 原 三 角形 相似 , 且 相 似 比 为 过 . 

证 明 ”如 图 2.356, 中 线 BD, CE 互相 垂直 , 设 BC = a,B = 90, HE3 
知 


3pc-3 
AF = ZBC = Ya 


Treasure N Geometry 


X AB =V VAF -BP = Gar- (ha) =V2a 
AC = V AB? + BC: =V W2a)? + a2 = f3a 


则 BC : AB : AC = 1:42:43 
由 定理 4 知 ,BD, CE ,AF 组 成 一 个 直角 三 角形 .又 
1 5 E 
BD = ZAC = Fa 
2 2 W 2.356 
CE = V BC + BE = | a? + Baj si 
则 BD: CE: AF = Ga: fa: ais 1:65: 5 
从 而 ,有 


BD : CE : AF = BC : AB : AC 


故 以 三 条 中 线 长 所 构成 的 三 角形 与 原 三 角形 相似 ， 且 相 似 比 为 好. 

由 定理 7, 不 难得 出 如 下 推论 : 

推论 1 有 两 条 中 线 互相 垂直 的 直角 三 角形 ,其 三 条 边 之 比 为 1 :V2 : j. 

推论 2 有 两 条 中 线 互相 垂直 的 直角 三 角形 ,其 三 条 中 线 的 长 度 之 比 为 1 : 
V2 : 5. 


学 等 腰 三 角形 的 一 个 充 要 条 件 


EE 在 和 人 48C 的 一 边 BC 上 任意 取 两 点 已 , Q, 过 4,P,Q 三 点 的 圆 交 
AB,AC 于 M,N, 则 AB = AC 的 充 要 条 件 是 : PA? + PM + PN = QA? + QM ` 
QN.D 

证 明 ”必要 性 . 作 MON 平分 线 交 圆 于 点 ,联结 
KA, KP , KQ , KM , KN , MN ,如 图 2.357 所 示 . 因 

2B + Z BAC = 人 Bh4C+B+C=180 = 
ZMAN + LMQN = 
LBAC + LMON 
则 


O 黄 全 柱 . 等 苛 三 角形 的 一 个 新 定理 []]. 数 学 通报 ,1997(4):24-25. 
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B = 1. ZMQN = ZMQK = LMAK = Z BAK» 
2 
KA // BC=, KPQA 为 一 等 腰 梯形 一 
£ PK = QA, PA = QK 
T 记 人 MPN = a, 则 
Ri LMKN = 180 - a, Z PNK = B 
Š 则 
5 QK 平 分 人 MQN= KM = KN— PK 与 MN 夹 角 之 一 必 为 B 
条 于 是 
ka Bsin a > PM PN + Tein(180 — a) + KM + KN = Swern = 
L PK ° MNsin B 
e " sin a (PM - PN + KM + KN) = PK + MNsin B ° 
H MN _ PK MN = sina, PK © 
sina 7 sin 8°” sin 8 
将 加 代入 中 ,得 
PM PN + KM. KN = PK = QA? 
同 理 有 QM - QN + KM - KN = QK? = PA? 


两 式 相 减 并 移 项 , 立 得 
A? + PM > PN = QA? + QM + QN 

充分 性 .用 反 证 法 ， 
假设 AB x 4C ,不 妨 设 AB > AC. WE AH J BC 于 
HH. 在 HC 上 任 取 点 0, 作 0 关于 4H 的 对 称 点 P,P 显然 
H BH E. X$ A, P,Q 三 点 作 圆 , 如 图 2.358 所 示 , 交 
4B ,4C 于 M,N. 另 取 C 22 F AH 的 对 称 点 B', 则 B' 在 
BP 上 .联结 AB' 交 贺 于 M' , 则 M, M 是 贺 上 不 同 的 两 “ 


点 .由 条 件 易 知 2.358 
PM' - PN = QM' © QN,PM PN = QM ` QN 
两 式 相 除 ,得 
a: _ OM’ 
QM 


X. ZMPM' = 人 MQM' , 则 
A PMM' co AQMM' 
故 得 人 MN'P = 人 MM'Q, 这 是 不 可 能 的 ! 从 而 证 明 AB x AC 不 成 立 . 必 有 
AB = AC. 


Treasure N Geometry 


SE 2r E= fa Joye ga 


如 果 正 整数 a, b,c 构成 含 120 角 的 钝 角 三 角形 , 则 称 这 种 三 角形 为 含 120 
整 三 角形 . 
这 种 数组 记 为 0PT(a,b,c), 如 果 a,b,c 没有 公 因 子 , 则 称 这 种 OPT(a , 
b,c) 为 本 原 的 . 
一 个 十 分 明显 的 事实 是 :(a,b,c) 是 OPT, A c RK, SRBIH o = a? + 
ab + b2, 
定理 1 一 个 自然 数 a 出 现 于 本 原 的 OPT 中 , 当 且 仅 当 o 是 不 小 于 3 的 奇 
数 或 8 的 倍数 .中 
证 明 ” 先 看 一 个 引 理 : 
引 理 (8n,12n? -4n -1,12n + 1) &(2n + 1,302 + 2n,3n° + 3n + 1) 
是 本 原 的 OPT, 此 处 n > 1 为 自然 数 . 
因为 
(8n)? + (12n2 -4n - 1)? + 8n(12n2 -4n - 1) = 64n? + 144m4 - 
96m -8n2 + 8n + 1 + 96n? -32n2 -8n = 
144m + 4n? + 1 = (127? + 1)? 
及 (2n+ 1)2+ (3n? + 2n)? + (2n + 1)(3n? + 2n) = 4n? + 4n +14+9n' + 
12m + 4n? + 6n3 + 7n2 + 2n = 
Onf + 18n? + 15n? + 6n + 1 = (3n2 + 3n + 132 
本 原 性 的 证 明 并 不 困难 , 留 给 读者 去 完成 . 
由 上 述 引 理 看 出 8 的 倍数 不 小 于 3 的 奇数 都 可 以 出 现 于 本 原 的 OPT 中 ,为 
了 证 明定 理 1, 我 们 只 需 证 明 两 点 : 
(1) 如 果 偶 数 a 出 现 于 一 个 本 尖 OPT 中 , 则 a 为 8 的 倍数 . 
(2) 1 不 能 出 现 于 OPT 中 ， 
事实 上 , 设 a 为 偶数 ,出 现 于 一 个 本 原 OPT P, U c 必 为 奇数 ,从 而 也 为 
奇数 ,否则 ,由 c? = a2+ b? + ab 知 5 为 偶数 ,于 是 (a,b,c) 不 是 本 原 的 .又 因为 
a(a +b) = è- b2 = (c - b)(c + b) = O(mod 8) 
加 之 a + 4 为 奇数 ,所 以 8 1 a. 
对 于 (2) ,车 1 出现 于 一 组 PT 中 , 则 如 +5+1= co, 由 于 刀 < co < 
(b +1)?, 这 样 的 自然 数 。 是 不 存在 的 ,所 以 1 不 能 出 现 于 OPT 中 . 


O 郑 玉 美 .120? 三 角形 数 的 两 个 性 质 [J] .中 学 数学 ,1992(2) :31-32. 
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定理 2 ”除了 1,2,4 及 8 外 ,每 个 自然 数 都 可 以 成 为 某 个 OPT 中 的 最 小 数 . 

首先 由 引 理 知 , 所 有 不 小 于 3 的 奇数 2n + 1(n > 1) 是 OPT 组 (2n + 1, 
3m +2n,3m + 3n + 1) 中 的 最 小 者 ,于 是 每 个 奇数 ( 除 1 外 ) 都 可 以 成 为 某 个 
OPT 中 的 最 小 者 . 

其 次 ,由 定理 1 证 明 过 程 知 1,2,4, 不 能 出 现 于 OPT 中 , 剩 下 要 证 :8 不 能 作 
为 最 小 者 出 现 于 OPT 中 ,6 及 大 于 8 的 偶数 作为 最 小 者 可 以 出 现 于 OPT rh. 

如 果 8 是 一 组 OPT(a,b,c) 中 的 最 小 者 ,不 妨 令 a = 8, 则 从 64 + 8b + 
b =° R48 = 0-b-8b-16=(c+b+4)(c-b -4), 由 于 c > b> 8, 
c+b+4 安 21, 只 能 有 c+b+4=24,c-b-4=2 或 c+6+4=48,c- 
b -4 = 1. 第 一 种 情况 有 = 13,b = 7 < 8, 矛 盾 ;第 二 种 情况 无 正 整 解 ,所 以 
8 不 能 成 为 OPT 中 的 最 小 者 . 

显然 (6,10,14) 是 一 组 OP7 ,而 6 是 其 最 小 者 . 

最 后 ,对 于 小 于 8 的 偶数 c ,总 可 以 将 这 个 偶数 a 写成 形式 :a = 2"a' ,其 中 
a' 为 奇数 ,a' = 2n + 1. 

当 a' > 1 时 ,由 定理 1 知 (2n +1,30? + 2n,3n2 + 3n + 1) 是 本 原 的 OPT, 
从 而 (2"(2n + 1),2"(3n2 + 2n),2"(3n2 + 3n + 1)) È OPT, B. 2"(2n + 1) X 
最 小 者 . 

4 a' = 1 时, 即 a =2">8, 有 m>3. 令 m = m-3>0, 则 a = 8x2"， 

根据 定理 1, 知 (8 x 2”" ,12 x 2 _ 4 2" - 1,22m +1) 是 OPT. 

由 于 (12x2m -4x2" -1)- 8x2” = (12x2" - 4 - 8)2” - 1 E 
12 x 2" -12 > 0,2™ > 1, 所 以 a = 8 x 2" 为 最 小 者 . 

a= m? - ne 
定理 3 ” 当 三 角形 的 三 边 分 别 由 公式 和 5 = 2mn -m (FP m,n 均 为 
c= m? ie n? -mh 
正 整 数 并 且 m > n > 2) 给 出 时 ,三 角形 的 内 角 中 必 有 一 个 (最 大 的 一 个 ) 等 于 
120. 
证 明 ”在 条 件 
c? = a? + bl + ab ° 
j|. a,b EJ Fe ,为 此 我 们 可 以 选取 正 整 数 严 ,mn Em > n,(m,n) = 1 使 
得 


e +b = c © 


成 立 . 
由 式 @ 两 边 平方 ,得 


Treasure Ceomety 
ê= (a+ žy 
Bp e= a? a ab 5. A @ 
将 式 ORAR 上 ,化 简 可 得 
mÊ 一 nê 
° = aln- m)’ ° 
将 式 @ 代入 式 四 ,可 得 
S Pas @ 


在 式 @ 中 , 令 b = m(2n - m) = 2mn - m?, 最 后 得 到 


a=m-n 


b=2m-m 


e96 
© 


c=m+m-m 
下 面 我 们 来 研究 使 O, 0,0 三 式 计算 出 的 a,b,c 都 是 正 整数 的 条 件 . 


由 a > 0, 从 式 图 可知 由 > n, b > 0, 从 式 回 可知 n > T 
由 于 m + n2 — mn = (m - n)? + ma Hm,n 均 为 正 整 数 , 故 知 不 论 m,n 
为 任何 正 整数 ,e 都 必 是 正 整数 . 


综 上 所 述 ,只 要 m,n 满足 条 件 :m > n > 县 ,由 @@,O,@ 计 算出 来 的 c,b， 
c 必 是 正 整数 . 


Ë ”类 似 地 ,我 们 还 可 以 得 到 三 边 之 长 是 整数 且 有 一 内 解 为 6F 的 三 角形 ,其 边 长 所 满 
a= m -r 


足 的 条 件 是 :1 b = 2mn + m° (m > n,m,n 均 为 正 整 数 ). 


c = m + n? + mn 


人 党 海伦 三 角形 定理 


海伦 在 其 专著 中 提出 长 度 和 面积 为 自然 数 的 三 角形 ,后 世 就 称 这 种 三 角形 
为 海伦 三 角形 . 印度 马 哈 维 拉 (Mahavira, 约 公元 9 世纪 ) 多 文集 》 D18403 38 
学 专著 《 丽 罗 娃 只 》(1150) 第 6 章 第 167 节 也 提出 对 边 长 为 13,14,15 的 锐角 三 角 
形 求 高 及 面积 问题 .我 国 南宋 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》(1247) 卷 5 第 2 题 也 是 求 边 长 


【ww 让 口 OK 于 四 本 工 一下 
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为 13,14,15 的 三 角形 面积 .人 
定理 1 义 股 数 为 边 的 直角 三 角形 是 海伦 三 角形 . 
推论 1 ”两 个 以 勾 股 数 为 边 的 直角 三 角形 ,如 果 各 有 一 条 直角 边 相 等 .这 
两 三 角形 沿 此 直角 边 分 列 左右 侧 ,就 成 为 海伦 三 角形 . 
推论 2 ”两 个 以 勾 股 数 为 边 的 直角 三 角形 ,如 果 不 全 等 , 且 有 一 条 直角 边 
相等 ,使 两 三 角形 沿 此 直角 边 在 同 侧 盔 置 , 其 余 集 也 成 为 海伦 三 角形 . 
定理 2 ” 设 正 整数 m,n,s,g 且 满足 条 件 ; 
(Da-ece=nmz-nmb=m2+n, 且 刀 -(a-ec) 为 完全 平方 数 又 均 被 
2 整除 . 
(Q)a+*c= è +4Q,b = 2sg, 且 (ao+ec)2 -5b 为 完全 平方 数 又 均 被 2 整 
除 . 
则 满足 (D) ,(2) 的 OABC 的 三 边 a,b,c 是 海伦 三 角形 ， 
证 明 ”用 边 表示 的 三 角形 面积 公式 可 变形 为 


Saase = + (b? ` (a - c2)((a + e)? - b) 


又 从 恒等式 


(miano (mion)? m (Zm)? 
(2 + Y ~ (2sq)2 = (2 -92)2 
a -与 5 同 是 奇数 或 偶数 ,等 价 于 m,n 同 是 奇数 或 偶数 ;a + c 与 5 同 奇 
或 同 偶 ,这 等 价 于 s, q 同 是 奇数 或 偶数 ， 
由 上 即 可 证 得 结论 . 
定理 3 ”面积 与 其 周 长 数 值 相 等 的 海伦 三 角形 只 存在 五 种 ， 
证 明 ”由 满足 条 件 的 海伦 三 角形 ABCA 
Sawe = YPP op -2 
设 p-a=x,p-b=y,p-c=z, 则 
x+y+z=3p-(a+b+c)=s 
另 一 方面 plp - a)(p - b)(p - c) = pxyz = 4p2 
于 是 xyz = 4p (*) 
又 不 妨 设 x > y >z M 
ayz = 4(x + y + z) 
yz < 12,2 < yz 


解 不 定 方程 ( > ): 当 z = 1 时 ,zy = 4(z + y + D,a = 4+ 了 <4' 我 人 有 三 组 满 


12x 


< 
< 12 


O 沈 康 身 . 历 史 数学 名 题 赏 析 [M] .上 海 : 上 海 教育 出 版 社 ,2002:447-453. 
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足 条 件 :6,25,29;7,15,20;9,10,17. 


当 = = 2 时 ,z = 20z+y+ zz = 2+ 了 5, 解 不 定 方程 求 整数 解 ,是 是 
海伦 三 角形 有 两 组 解 5,12,13;6,8,10, 都 是 直角 三 角形 . 

当 z = 3 时 ,从 不 等 式 yz < 12, 则 y < 4, 但 y > z = 3, 发 生 矛 盾 , 无 解 . 综 
上 ,只 有 五 种 情形 .下 表 是 = 1 时 的 情形 . 


y P z p a b c p 
5 24 1 30 6 25 29 

6 14 1 21 7 15 20 42 

8 9 1 18 9 10 17 36 

9 8 1 18 10 9 17 36 

14 6 1 xt x 15 20 42 
24 5 1 30 6 25 29 60 


ER, 周 长 是 面积 & 倍 的 海伦 三 角形 有 有 限 多 个 .k 为 正 有 理 数 . 

证 明 ” 先 看 如 下 两 条 引 理 : 

引 理 1 不 定 方程 axy + bx + cy + d = 0 有 有 限 多 组 整数 解 ,其 中 a,b,c, 
d zx 0 都 是 整数 , 且 bc - ad # 0. 

证 明 上 略 . 

引 理 2 ”不定 方程 wxyz = v(x + y + z) 有 有 限 多 组 正 整数 解 , 且 min(x,y， 


2) e% uo 为 正 整数 ,县 (wa) = 1. 
证 明 略 . 
回 到 定理 的 证 明 . 满 足 条 件 的 海伦 三 角形 ABC 
kSaasc = kVplp — a)(p - b)(p — c) = 2p © 


Wp-a=x,p-b = yp -c= XE k= T,(q.s) = 1, 则 Q) 等 价 


9g2xyz = 4S2(x + y + z) © 
由 引 理 2 知 @ 有 有 限 组 正 整 数 解 ,证 毕 . 
本 定理 中 的 是 有 限制 的 . 


结论 1 > 2 司 时 ,海伦 三 角形 不 存在 . 因为 (z,y,z) < |A 


28 。 ,与 。y,z 是 正 整 数 矛 盾 . 
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结论 2 k = 2 时 ,海伦 三 角形 只 有 一 个 :(3,4,5). 
结论 3 上 = 3 时 ,海伦 三 角形 不 存在 . 


角形 性 质 定理 


定理 1 ”所 有 海伦 三 角形 边 长 都 是 由 两 个 奇数 、 一 个 偶数 组 成 . 

定理 2 ”不 存在 边 长 是 1 或 是 2 的 海伦 三 角形 . 

定理 3 ”海伦 三 角形 的 面积 都 是 6 的 倍数 . 

定理 4 ”海伦 三 角形 至 多 有 一 条 边 是 3 的 倍数 . 

定理 5 三 个 相继 自然 数 2k - 1,2k,2k + 1(k > 2) 作为 边 长 的 海伦 三 角 
形 , 当 且 仅 当 是 不 定 方程 3m? + 1 = 好 的 正 整数 解 


k = T(G +B): + (2 -45)9) 


m = Bu +3)! = (2 - /3)') 
t 是 自然 数 1,2,…. 因此 这 种 三 个 相继 自然 数 解 有 无 穷 多 组 ,它们 是 :3,4， 
S(t = 1),13,14,15(! = 2),51,52,53(4 = 3) 
定理 6。” 边 长 为 3,4,5 的 三 角形 是 唯一 的 相继 自然 数 海伦 直角 三 角形 . 除 
此 以 外 相继 自然 数 海伦 三 角形 都 是 锐角 三 角形 ， 


(n - 12, n2- (n + 1)2 


证 明 cos C = Inn- D) = 2 O> 4)， 而 仅 当 
n =4 时 cos C = 0,C = 也,n 增 大 ,三 边 浙 趋 相等 , 当 n 一 o 时 ,cos C 的 极限 
1 
是 7，C = a 
定理 7 ”任何 相继 自然 数 海伦 三 角形 都 可 以 分 成 两 个 海伦 直角 三 角形 . 
证 明 ”如 图 2.359, 公 ABC 为 相继 自然 数 海伦 A 
三 角形 .不 妨 设 AB = 2n +1,AC = 2n, BC = 2n - sai gi 
1.8 B3|BD L 4C, 则 y TY 
BD = Saam = V3 - 1) 4 t c 
e—a J 
从 定理 3 MANKAR z: 
=V(2n 2 - (37-3) = n = 2 BI 2.359 


=V n +12- (352 -3) = n +2 
都 是 整数 . 
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定理 8 ”三 边 都 不 是 3 的 倍数 的 海伦 三 角形 有 无 穷 多 个 .例如 ,13,37,40 即 


角形 问题 


边 长 为 整数 且 周 长 值 是 其 面积 值 的 2 倍 的 三 角形 称 为 完全 三 角形 . 设 
AABC HWA A,B,C 的 所 对 边 长 分 别 为 a,b,c( 均 为 整数 ), 内 切 圆 半径 、 面 
积 \ 半 周 长 分 别 为 ,5S,p, 则 完全 三 角形 具有 如 下 有 趣 的 结论 : 

定理 1 若 公 4BC 为 完全 三 角形 , 则 @ 

(D r = 1. 


(2) p > u, 
(3) a+b- c = 20$, 
证 明 (1)S = pr, 由 完全 三 角形 的 定义 知 S = P, 所 以 r = 1. 
(2) p = 去 (e+8+e) = r(co + eo + coat S) 
H(1) 8 r = 1, 所 以 

p= e 4 toot Ë + oot £ 
X oat 4 + ca 2 + oo > 3V3, 故 

p > 3⁄5 

由 于 p 为 正 整数 . 
注意 到 , 因 3Y3 > 5.1, 所 以 p > 5.1,2p > 10.2,2p 是 整数 , 故 2P > 11. 上 


式 可 为 p > U. 


c 4 
G) un 2 = 5 得 


r = (p = c)n $ pP-c_atb-c 


由 (1) r= 1, 故 


c 
a + b — c = 2cot 2 


O 徐 希 扬 .完全 三 角形 的 有 趣 性 质 [J] .数学 通讯 ,2002(11):35- 
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定理 2 ”完全 三 角形 只 有 一 个 , 它 的 边 长 为 3,4,5. 
证 明 ”由 完全 三 角形 的 定义 及 海伦 公式 得 
p=Vp(p- a)(p — b)(p = c) ° 
令 xw=p-a,y=p-b,z=p-c, 由 于 
zm+Ty+z=3p-(a+b+c)= p 


代入 式 @, 整 理 得 
x + y +z = xyz © 

另 由 式 OK 
(b+c-a)c+a-b)a+b-c)=4la+b+c) © 


因 b+e-a,c+a-b,a+b-c 两 两 之 差 为 偶数 ,所 以 ,b+c-a,c+ 
a - 6,a + b -c 同 为 奇数 或 同 为 偶数 . 
又 因为 式 O 右 端 为 偶数 ,所 以 它们 只 能 同 为 偶数 . 
从 而 可 得 *,y,z 均 为 正 整数 ,于 是 问题 转化 为 求 方程 @ 的 正 整数 解 . 
不 妨 设 x > y > z, 则 
xyz = x+ y +z < 35 


所 以 3 > yz > 2 
即 Pas 
又 z 为 正 整 数 , 故 
z=1 
TER © 化 为 
x+y+l = xy 
显然 y z 1, 故 
st 1+ 7 


由 x 为 正 整数 可 知 ,y - 1 应 为 2 的 约 数 且 满足 y < x*, 故 y = 2, 从 而 得 
z =3, 因 此 方程 @ 只 有 一 组 正 整数 解 ,从 而 可 知 完全 三 角形 只 有 一 个 , 它 的 边 
长 为 3,4,5. 


党 分 割 三 角形 的 内 切 圆 定 


如 图 2.360,D 为 人 4BC 边 BC 上 的 点 , 若 公 4BD 5 A ADC 内 切 圆 相等 , 则 
把 线段 AD 叫做 公 4BC 分 割 等 内 切 圆 线 (简称 等 圆 线 ). 

下 面 的 讨论 中 ,p,pi, pz 分 别 是 A48C, 人 4BD, 人 4DC 的 半 周 长 ,rr 分 
别 是 A ABC 与 A ABD, A ADC 的 内 切 圆 半径 , BC = a,CA = b,AB = c. 
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定理 1 # 4D 是 A ABC 的 等 贺 线 , 则 AD? = plp- a).@ 
证 明 ”如 图 2.360, 由 
Sangp + Sehpc = SAABC 
得 np+rnp=m 
即 fa RR 


r pi+p2 
由 图 2.361 易 知 
Pi + p2 = p + AD @ 
车 1 是 公 4BC 内 心 ,过 1 作 IF | AB,IF' | 4C, 垂 足 分 别 为 玉 , 严 ,过 
A ABD 内 心 01 作 0 L 48 , 垂 足 为 已 ,过 和 4DC 内 心 02 作 02E' | ACFE, 
则 


图 2.360 


(a) ao ag = =r— = 


BE = p, - AD,BF = p - b 
CE' = p- AD,CF' = p — c 


由 BE CE n _ BE+CE _ pitp-2AD p 
r 7 BF 7 CF® r > BF + CF“ p + p = (b + co) 


_ pi + p2 - 24D @ 


a 


Sq 


# O,@,Q@ 联 立 解 得 
AD? = p(p - a) 
推论 ! HE RA ABC H, Z BAC = 3 , AD š: A ABC 的 等 图 线 , 则 AD? = 
Le, 
推论 2 fE A ABC H, Z BAC = 6, AD 是 A ABC 的 等 圆 线 , 则 AD? = 
Je. 


推论 3 ## A ABC :R,Z BAC = 120 ,4D 是 公 4BC 的 等 圆 线 , 则 AD? = 


事实 上 ,由 于 


AD? = p(p - a) = T(G + ce) a?) = 


ds + c)? — (b? + cè — 2bccos A)) = 


O 朱 冬 茂 . 三 角形 等 贺 线 的 性 质 [中 .中 学 数学 ,2001(7):38-39. 
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当 4 = 0,6, 12P 时 易 得 上 述 三 个 推论 . 

推论 4 若 4D,BE, CF E: A ABC 的 三 条 等 圆 线 , 则 AD? + BE? + CF = 
P. 

证 明 AD? + BE? + CF2 = p(p - a) + p(p - b) + plp- c) = p3p- 

2p) = P WEER. 

推论 5 # AD, BE, CF E AABC 的 三 条 等 圆 线 , 记 8 为 人 4BC 的 面积 , 则 
AD - BE + CF = pS. 

证 明 AD- BE. CF = /p(p — a)p(p - b)p(p = c) = 

p Vp(p - a)(p - b)(p - c) = pS 

定理 2 若 AD 是 人 4BC 的 等 圆 线 ,01,0, 分 别 是 
A ABD Ñ AADC 的 内 心 , 则 010, = V plp- a) -(p- 
a). 

证 明 ”如 图 2.361, 作 O,E | BC FE, 0,F L BC 
FFW 


BE = pı - AD, CF = p - AD 
010z = EF = BC - (BE + CF) = 
a = (pi - AD + p, - AD) = 
a = (pi + p2 - 2AD) = 
a — (p + AD - 24D) = 
AD - (p - a) = 
V p(p - a) - (p ~ a) 
定理 3 AD 是 A ABC 的 等 圆 线 , m, l, 分 别 是 A ABC 的 中 线 和 角 平 分 线 
(由 点 4 引出 ), 则 1 < AD < m. 
证 明 ”由 公式 


得 AD- h = Vapa) LE 0 
则 4D > 44( 当 且 仅 当 5 = c RAS). 
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X m? - AD? = (202 22 a) -atb+elb+e- oa) = 


P 
Hap 42- a? = (b + c)? + a?) = a 
H 
+G - c> 0 s 
则 m? > 4D?, 即 m, > AD( 当 且 仅 当 b = c 时 取 等 号 ), 故 1。 < AD < m. T 
定理 4 设 D 是 公 4BC 的 边 BC 上 的 任意 一 点 ,点 G fE OABC 内 部 且 是 
AABD 与 AhDC 的 内 切 图 的 外 公 切 线 与 4D 的 交点 , 则 AG = p - a.@ 
证 明 ” 设 BC 分 别 切 两 加 于 M,N,4D 分 别 切 两 圆 于 p 
@, 有 1, 两 内 切 加 的 另 一 条 外 公 切 线 为 EF, 其 中 E, F HY 人 < 
点 (图 2.362) , 则 < i 
EF = EG + GF = GQ + GH = 260 + QH Á JN 
同 理 可 得 MN = 2DH + QH B M DN È 
又 EF = MN, 则 图 2.362 @ 
GO = DH 
又 由 40 = AB+AD- BD pg - AD + DC-AC py 
AG = AQ- GQ = AQ - DH = AB: AC (BD + DC) -pa 


上 述 结 论说 明 : 动 点 6 的 轨迹 是 以 4 为 圆心 (P - a) 为 半径 的 在 全 4BC 内 
部 的 一 段 贺 弧 . 

定理 5 设 4D = h, J OABC 的 边 BC 上 的 高 , 则 271+2r, = 2h + a - 
b-c. 

证 明 ” 先 看 如 下 引 理 : 

引 理 ”Rt 全 ABC 的 内 切 圆 圆 O 的 直径 d 与 斜 边 BC 之 和 等 于 两 直角 边 AB 
与 AC 之 和 . 

事实 上 ,如 图 2.363, 设 内 切 圆 贺 0 与 48, BC,AC < 
ASIFA E, D, .显然 四 边 形 AEOF 是 正方 形 且 其 > p 


边 长 为 从, 则 OD 
OE + OF = AE + AF = d ~ > 


从 而 
AB + AC = AE + BE + AF + CF = 
(AE + AF) + (BD + CD) = d + BC 


O BWA .DSCT=fiJ Va MEMRI]. PRR OHIE), 199309) :22-24. 
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下 面 回 到 定理 的 证 明 .由 引 理 得 
2r = BD + AD - AB,2r; = CD+4D-4C 
两 式 相 加 即 得 
2ri+2r; = 2AD + BC ~ AC - AB = 2ħ, +a -b -c 

因为 引 理 的 结论 可 写成 :+ = p - a, 这 样 结合 定理 2 立即 得 到 如 下 推论 . 

推论 ” 设 DD 为 Rt 人 4BC 的 斜 边 BC 上 的 任意 一 点 ,全 48D 与 AADC 的 内 
切 圆 的 另 一 条 外 公 切 线 与 AD 相交 于 6, 则 AG = r. 

EM6 kD UE A ABC 的 底 边 BC 上 的 一 点 , 且 BD < CD,A ABD 与 


AADC 的 内 切 贺 分 别 切 妇 于 M,N 点 , 则 MN = GD — BD. 


证 明 i AADC 的 内 切 圆 与 BC, AC 分 别 切 于 点 已 ， 4 
F(E 2.364). HX 
DN = DE,AN = AF,CE = CF,AB = AC F 
所 以 pz = DN + AC 
m DN = p - AC s Sasia e 
同 理 DM = pı - AB E 2.364 
故 MN = DN - DM = p- p = PZA 


定理 7 V AD H RA ABC $M BC EHR , A ABD , AADC 的 内 切 圆 圆 0 
与 加 O, 的 连 心 线 分 别 交 AB, AC 于 M,N, 此 两 圆 的 另 一 条 外 公 切 线 分 别 交 4B， 
4D,AC 于 E,C,F, 则 

(DAM = AN = AD. 

(2)0,G = 026. 

证 明 ”如 图 2.365, 联 结 01D,02D,0,4. 

(1) 显然 有 

LO01DA = ZX 0;DA = 45° 


即 O01D 上 02D 

H RAABD CO Rt 人 A CAD, 0,D, 0,D 为 对 应 线段 ,有 图 2.365 
OD _ AD 
02D 7 CD 

故 R^ 0,D0; co RtA ABC 

所 以 Z 0,0;D = LACD 


从 而 <D0,N + LACD = 180 
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02,D,C,N 四 点 共 圆 ,所 以 

ZANO, = 人 02DC = 45 
故 AADO, L AANO, 
故 AM = AN = AD 

(2) 由 0, GF4 Z EGD ,0,G F4} Z PGD ,Bf Z 0,G0, = 90, 故 01,D 
0,,G 四 点 共 圆 ,人 0;026 = 人 01DG = 49,89 A 0,0,G 为 等 腰 直 角 三 角形 ， 
所 以 OLG = 026. 

由 以 上 所 证 可 知 人 0102G = ZANM = 45°, 故 0,G // 4C, 则 ZAFE = 
Z0;GF = Z0,;GD = Z0,0,D. ZWE A 0,D0, o ABDA, ñk Z 0,0,D = 
ZABD = LAFE, FÈK 

推论 E,B,C,F RHA. 

定理 8 ü A ABC 的 内 切 圆 与 BC 相 切 于 点 D, 则 公 4BD, 公 ADC 的 内 切 圆 
相 外 切 . 

证 明 设 全 48C 的 内 切 圆 与 4B ,4C 分 别 切 于 点 6,F， 4 
Z ABD 的 内 切 贺 与 4D 切 于 点 在 (图 2.366) , 则 E, £ 

2AH = AB + AD - BD 
而 AB - BD = AB - BE = AE eH Ç 
则 2AH = AD + AE 图 2.366 
同 理 , 若 AADC 的 内 切 圆 与 4D 相 切 于 点 好 , 则 
2AH' = AD + AF 
而 AE = AF,M AH = AH',BI H 5jH' 重合 , 故 公 4BD 1 A ADC 的 内 切 贺 相 外 
切 . 

定理 9 设 A4D 为 Rt 人 4BC 斜 边 BC 上 的 高 , 公 4BD, 公 ADC, 公 ABC 的 内 切 
圆 圆 01, 圆 0,, 圆 0 分 别 与 各 自 的 斜 边 切 于 点 必 ,N,E, 则 

(1) ri + ra + r = AD. 

(2) (pi + ri)? + (p2 + r2} = (p + r’. 


(3) 40 = 0,02. 
(4)AM > AB + CN + AC = CE - BC. 不 
此 类 三 角形 的 许多 结论 可 参见 直角 三 角形 的 性 ， AD) 
质 定理 2, 定 理 4, 定理 6 等 . EAN 
证 明 ”如 图 2.367, 联 结 0,D,02D, 则 个 四 
L01D0; = 9% 


图 2.367 
《1) 利用 前 述 引 理 有 


[m)r S So aE ==— = 


X 几何 瑰宝 


2r = AD + BD - AB,2r; = AD + DC - AC,2r = AB + AC - BC 


三 式 相 加 即 得 r + rm tr = AD. 
(2) 显然 RI 和 DB4 co RtA DAC o RtAABC , 则 
F Sate PS É B 
几 e7 p? S Pry 
% BS, + S, = 5, 则 
2 £: 2 
š TE EEEE ET 
£ 故 Rehar ®© 
ka pl+ pš = p2 @ 
Tipi + rzpa = p @ 
#H O + @ + 2 x @ #8 


(pi t ri)? + (p2 £ ra)? = (p £ r)? 
(3) 因 0,,0;, O 是 对 应 点 , 则 


网 DOÎ + DO _ AB? + AČ _ | 
A0? BC? 

则 AO? = D01 + DO3 = 0,01 

即 40 = 0.0; 

(4) 因 AM, CN, CE 是 一 组 对 应 线段 , 则 

4M CN OCE y 
AB " AC = BC " 

故 AM = MB,CN = kAC, CE = kBC 

则 


AM - AB + CN - AC = kAB? + kAC? = kBC? 
而 CE - BC = kBC?, 故 
AM .4B+ CN + AC = CE - BC 
定理 10 公 4BC 中 ,D1,D; 为 BC EPA , H ABD, , AAD, D1, AADC 
的 内 切 圆 是 等 圆 , 记 ! = AD, + AD, W 1 是 三 次 方程 x - 3p(p - a)x - 
p.p -a) - p(p - a) = 0 的 一 个 根 .( 其 中 BC = a,AC = b,AB = c,p = 


去 (a +b +c))® 


O 邻 黎明 .一 个 有 趣 的 分 等 贺 问 题 []]. 福 建 中 学 数学 ,1994(5):9-10. 
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为 了 方便 , 称 前 面 定理 1 中 的 AD 为 二 等 分 圆 线 ,定理 10 中 的 AD), AD, 38 
三 等 分 圆 线 . 


证 明 ”如 图 2.368, 考 虑 AABD,, A AD, C, HE 2 
1,4D2 = plp - a) 有 
4AD? = (c + 4D2)? ~ BD} 0 


44D3 = (b + AD1)? - D,C? 
Sam, _ BD, c + BD; + AD; + 2AD;, 


人 图 2.368 
由 等 比 定理 知 
BD, _ c + AD, + 24D, 
a b+ c+2AD, + 2AD; 
c + AD; + 24AD 
则 BD: CT ° 
ORA OH 
((c + AD.)2- 44D?)( + c + 24D) + 24D2)? = a?(c + AD, + 24Di)2 
记 AD, + AD, = 1, 化 简 得 
(c + AD; ~ 2AD,)(b + c +21) = a?(c + AD, + 24D1) @ 
同 理 
(b + AD, - 2AD2)(b + c + 21)? = a?(b + AD, + 24D,) @ 
0-04 
(b +c- )(b+ e +21) = a(b + c43) 
展开 ,整理 得 
P -3p(p-a)1- p(p - a) - plp - a} = 0 
故 结论 获 证 . 
若 图 : @, 得 
c + AD; -24Di _ ° + AD, +2AD, 
b + AD, - 2AD, ` b + AD, + 2AD, 
由 等 比 定理 得 
AD, _ £+ AD, +2AD, 
AD; ` b + AD, +2AD, 
则 AD, _ c+ AD; 
AD, ` b+ AD, 
即 4D1 + MD = AD3 + cAD; 


推论 1 条 件 如 定理 10, 则 
AD? + MD = AD? + cAD, 


2< 


(e]|8ep aos = sam m= 


No 几何 瑰宝 


ON 
推论 2 AABC 中 4D 为 二 等 分 线 , 且 AD WEET) = 90. 
证 明 ”由 定理 1 HI 

z AD = V plp- a) 

JL be 

& X AD -JEn 

š plp -oa) = Ë 

w 由 此 易 得 b2 + cz = a 

H 故 4 = 90. 

E) 推论 3 AABC'F,AD, BE, CF 是 三 条 二 等 分 贺 线 , 则 AD? + BE? + CF? = 

P. 

证 明 ”由 定理 1 知 

@ AD? + BE? + CF? = plp-a+p-b+p-c)= p 
定理 11 设 AD,AE 是 AABC 的 等 角 线 A 


(BAD = 人 ChE, 如 图 2.369 所 示 ), 且 A ABD, A ACE 
的 内 切 圆 分 别 与 BC 相 切 于 点 和 和 N, 则 了 
1 1 1 1 


MB t MD = NC t NE P MD EN C 
证 明 。 如 图 2.369, 由 切线 长 公式 得 Eas 
MB = (AB + BD - AD) 
MD = + (AD + BD - AB) 
NC = (AC + CE - AE) 
NE = 1 (AE + CE - AC) 
所 以 ,有 
BD + NC - NE = BP(AC + CE - AE)(AE + CE - AC) = 
ED, CE? - AC? - AE? + 2AC + AE) = 
Ñ+(BD( CE? - AC? ~ AE?) + 2BD - AC - AE) ° 


包 ” 李 焰 文 .三 角形 等 角 线 的 一 个 新 性 质 []] .中 学 数学 ,2001(11): 封 底 ， 


CE - MB - MD = SËCAB + BD - AD)(AD + BD -4B) = 


Treasure 


CE( BD? - AB? - AD? + 2AB + AD) = 


于 (CE(BD? - AB? - AD?) + 2CE . AB . AD) 


Geometry 


@ 


不 妨 记 人 BAD = 人 CAE = a, 则 在 A ABD 和 AACE 中 应 用 正弦 定理 ,有 


于 是 ,有 


即 


从 而 ,有 


由 图 x@, 得 


BD( CE? - AC? - AE?) = 


BD _ AD 


CE AE 


sina sinB'sna ` sin C 


BD + AEsin B = CE ADsin C 
BD > AC · AE = CE > AB > AD 
再 在 AABD 和 AACE 中 应 用 余弦 定理 ,得 


BD? - AB? - AD? 


= = 2AB : ADcos a 


CE? - AC? - AE? = - 2AC - AEcos a 


BD? - AB? - AC? 


CE? ~ AC? ~ AFE? 


AB - AD 


# 0,0,0,0 四 式 ,有 
BD - NC > NE = CE > MB ` MD 


所 以 
即 
故 


4C， AE 


BD _ CE 
MB - MD = NC - NE 
MB + MD _ NC + NE 
MB: MD = NC: NE 
NE E PERE EEE 
MB ` MD ` NC t NE 


CE( BD? - AB? - AC?) 


@ 


定理 12 EA 人 4BC, 边 BC 上 的 高 为 h,N 为 边 BC 上 一 点 ,人 4BN 与 


A ANC 的 内 切 贺 半径 分 别 为 rm, >, 则 2 ABC 的 内 切 圆 半径 r 满足 0 


Fr = rl + 


显 见 , 式 @ 等 价 于 


2rir 
n- 


2r _ 2(rr + 2) 4rr 


和 h 


证 明 ”首先 看 一 个 简单 事实 ; 


O 令 标 .一 个 有 趣 平 几 公 式 的 三 角 证 法 [中 .中 学 数学 月 刊 ,1997(4):43. 
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引 理 在 人 4BC 中 , 若 r DADE, h HW BC 上 的 高, 则 有 2r = 1 - 
an Bun E, 
证 明 略 . 
现在 来 证 式 @， JÑ 
如 图 2.370, 记 4NB = 26, 则 
ANC = 180 - 26 人 个 人 从 、 
在 全 4BN $I AACN 中 ,由 引 理 , 知 N E 
zn =1- tan 2 tan 0 2.3 
) 
2n =l- tan Scot 0 
© 从 而 ntn) nn L 1- an B an 9 - tan Coot 0 ~ 
(1- tan lan 0)(1 - tan oot 0) = 
BR G2 
l- tan 2 tan > = a 


故 式 @ 得 证 . 
定理 13 已 知 公 4BC 中 , 边 BC 上 的 高 为 h, NN 为 边 BC 内 一 点 ,全 4ABN 与 
A ANC 的 旁 切 圆 ( 指 在 BAC 内 的 ) 半径 分 别 为 ri,r2, 则 A ABC 的 旁 切 贺 ( 在 
< BAC 内 的 ) 半径 r 满足? 
2rira 


r= ntn + ° 
显然 , 式 Q 等 价 于 


为 证 明 式 @@ ,我 们 先 给 出 如 下 一 个 引 理 ， 
引 理 Æ AABC 中 ,BC 边 上 的 高 为 h, 对 应 于 A 点 的 旁 切 圆 半径 为 r, 则 


证 明 略 . 
下 面 给 出 式 @ 的 证 明 . 
证 明 ”如 图 2.371, 不 妨 记 和 ANB = 20,0) Z ANC = 180P - 20,# AABN 


O FMX, KR. -个 有 趣 平 几 公式 的 对 偶 式 []] .中 学 数学 ,2002(11) :封底 


和 AACN 中 ,由 引 理 可 得 


zn = core 0 -1 
zm = cot Etan 0 -1 
从 而 ,有 
Auen), tan a eot Boot 0 1 + oot Stang -1+ Basn 
(cot Zoot 0 ~ 1) + (cot Stan 9 ~ 1) = 
cot Zoot È -l= zx 
故 式 © 得 证 ， 


综合 定理 12 及 上 述 定理 可 总 述 成 如 下 . 

ERII 已 知 公 4BC 中 边 BC 上 的 高 为 h,N 为 边 BC 上 的 任 一 点 , 设 7， 
ri, r2 39129 A ABC , AABN ,& ANC 的 内 切 圆 半径 或 为 这 些 三 角形 在 人 BAC 内 
的 旁 切 贺 半 径 , 则 


~ 2rir2 
KELA ETI 


式 中 的 “于 ”中 的 “- ”用 于 内 切 圆 的 情形 ,“+ "用 于 旁 切 贺 的 情形 . 
定理 14 ”三 角形 一 内 角 平 分 线 分 原 三 角形 为 两 个 新 的 三 角形 ,两 个 新 三 
角形 的 内 心 和 该 内 角 的 外 角 平 分 线 与 对 边 延 长 线 的 交点 三 点 共 线 .中 
证 明 ”如 图 2.372, 公 ABC 中 ,4D,AE 4 
分 别 为 Z BAC 的 内 ,外 角 平 分 线 ,D,E 分 别 A 
为 AD, AE 与 直线 BC 的 交点 ,1,1, 分 别 为 M| 
A ABD, A ADC 的 内 心 . B D C EE) 
看 一 个 引 理 ; 
引 理 ”如 图 2.373,1 为 人 4BC 的 内 心 ， 
过 点 工 的 直线 PQ % AB 于 P, 交 AC FWA 
1 _ AB+ BC + AC 
AP*AQ  AB:AC 
事实 上 ,联结 41, B1, CI, 过 1 作 1ID L BCFD,IE L AC + E,IF L AB T 
F, 于 是 有 ID = IE = IF = rr 为 和 4BC 的 内 切 圆 半径 ), 则 有 


图 2.372 


O 陈 四 川 .三 角形 的 一 个 共 点 线 [可 .中 学 数学 ,2002(11):22- 
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几何 瑰宝 
Saa, 2 二 (AP + 40)r _ Z/P ` AQsn A ' A 
Same F(AB+ BC+AC)r AB: ACsin A E 
o 
所 以 4Pp+40 1 1 _ AB + BC + AC ZS 
AP- AQ 7 APtAQ  AB:AC B Pe 
再 回 到 定理 证 明 .如 图 2.372, 设 直线 hX AB T.M, 图 2.373 
ZE AD 于 C, 交 4C 于 NN, 交 直线 BC 于 EE'. 
由 引 理 知 
_ 1 _ AB + BD + AD 
AM *AG™ 48.AD o 
1 1 _ AD + DC + AC © 
AGANT AD:AC 
0-04 


E eT SE ON . 
aM- aN = ap. AG Apl ^8 : AC + BD ° AC + 


AD + AC ~ AD + AB ~ DC > AB - AC - AB) 
AB _ BD 
x28 - BP w 

AB - DC = AC - BD 


1 1 _AD:-AC-AD:AB_ 1 1 
从 而 AM AN AB-AC-AD “AB AG 


š 
Ë 
š 


AM : AB © AN ° AC 
AM .CN . AB 
M MB `AN 4C "1! 9 
另 一 方面 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 知 
AM . BE . CN 
MB BC NA”! © 
ERRO O, TAE = BE memál = BE y E SE St, EEE 
R 石上 ,也 就 是 N, h, E ZARR. 
定理 15 ”三 角形 被 一 角 平 分 线 分 为 两 个 新 三 角形 ,它们 的 旁 心 ( 指 在 该 内 


Treasure "S Geometry Ne 
ON 
角 内 的 ) 和 该 内 角 的 外 角 平 分 线 与 对 边 延 长 线 的 交点 共 线 .中 
证 明 ”如 图 2.374, 公 4BC 中 ,AD,AE 分 别 为 A 
L BAC 的 内 、 外 角 平 分 线 ,Pb P 分 别 为 A ABD, J 
DADC 的 旁 心 ( 指 在 二 B4C 内 的 ) , 则 须 证 Pi, Pa， v 
已 三 点 共 线 .下 面 看 一 个 引 理 . ç p 
引 理 nÆ 2.375, A ABC 的 旁 心 ( 指 在 了 
BAC 内 的 ) 为 了 ,过 旁 心 1 的 直线 PQ 55 AB, AC 了 
所 在 直线 分 别 交 于 P,Q, W q 
1 1 _ AB- BC+ CA b 
AP + AQ  AB.AC = 
事实 上 ,如 图 2.375, 联结 PA, IB, PC, HA 六 分 别 š 
fEPD 上 BCFD,I'E LAC+E,PF | AB FF,W# I'D = 
PE = PF = r(r HYF A ABC 的 边 BC 的 旁 切 圆 半径 )， m 
有 0 


1 1 
Sa (AP + AQ)r ZAP- AQsin 4 


Same 3(AB- BC+ CA)r AB: ACsin A 


2 
右边 等 式 约 简 ,交换 内 外 项 , 即 得 


1 1 _ AP + AQ 全 -BC+C4 
AP t AQ 7 AP-AQ = AB: AC 


再 回 到 定理 的 证 明 .如 图 2.374, 设 直线 7; 与 直线 AB, AC, AD, BC 分 别 
ZFA P,Q,R BE. BIRA 


1 1 _ AB- BD + AD D 
AP t AP 7 B - AD 
_ 1 _AD-CD+AC © 
ARtAQ  AD:AC 
hO -四 ,得 
t> kuu 2 kus. a: f š 
AP - 40 = 4B -ap 4G(AB : AC - AC > BD + 


AD » AC - AB - AD + AB : CD - AB - AC) 
又 AD F5} Z BAC , H| 


O ERX ER. fi AIER hk” 命题 [了 ] .中 学 数学 ,2003(4):43. 


NG 
ZN 


.| 


即 
AB - CD = AC > BD 


从 而 1 1 _AD:AC-AB-AD_ 1 1 
AP- AQ7 AB-AD-AC “AB AC 
于 是 ,有 


Lu Z h t 2k. az ko 
AB ` AP = ACT 30 
AP-AB _ AQ - AC 
AB. AP = AC- AQ 
PB co 
AB - AP ` AC + AQ 
AP CQ AB, 
即 PB 40 `AC = 1 
又 因 直线 POE 是 A ABC 的 截 线 , 由 梅 涅 劳 斯 定理 , 知 有 
AP .BE' .CO 


PB ` E'C QA 


=1 


比较 回 ,@ 两 式 , 知 
AB _ BE' 


AC 7 E'G 
但 由 于 AE 为 Z BAC 的 外 角 平 分 线 ( 交 BC 延长 线 于 点 E), 所 以 有 


HE EURA, E 在 直线 TP， 上 ,所 以 ,这 表明 lila, E 三 点 共 线 . 
同时 ,我 们 还 得 到 关于 三 角形 的 一 个 四 线 共 点 命题 . 


推论 ”三 角形 某 个 内 角 平 分 线 将 原 三 角形 分 成 的 两 个 新 三 角形 的 内 心 连 
线 \ 旁 心 ( 指 在 该 内 角 内 的 ) 连 线 ,该 内 角 的 外 角 平 分 线 及 该 角 对 边 所 在 直线 四 


线 共 点 . 


党 相交 两 圆 的 性 质 定理 


定理 1 ”相交 两 圆 的 连 心 线 垂直 平分 公共 弦 ， 


定理 2 ”以 相交 两 圆 的 一 交点 为 顶点 ,过 另 一 交点 的 制 线段 为 对 边 的 三 角 
形 称 为 相交 两 圆 的 内 接 三 角形 , 则 相交 两 圆 的 内 接 三 角形 的 三 个 内 角 均 为 定 


值 . 
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推论 1 ”在 相交 两 圆 中 ,内 接 三 角形 都 相似 . 

推论 2 ”在 相交 两 圆 中 , 若 公共 弦 与 内 接 三 角形 的 一 边 垂直 , 则 另 两 边 分 
别 为 两 圆 直径 .反之 亦 真 . 

推论 3 ”在 相交 两 圆 中 ,内 接 三 角形 的 非 两 圆 交点 的 两 顶点 处 的 切线 交点 
与 内 接 三 角形 三 个 项 点 四 点 共 圆 . 

定理 3 ”两 相交 圆 的 公共 弦 所 在 直线 平分 外 公 切 线 线段 . 

定理 4 ”以 相交 两 加 的 两 交点 为 视点 ,对 同一 外 公 切 线 线段 的 张 角 的 和 为 
180?. 

定理 5 ”过 相交 两 圆 的 两 交点 分 别 作 割 线 , 交 两 圆 于 四 点 , 同 ~- 圆 上 的 两 
点 的 弦 互 相 平行 ， 

定理 6 ”两 相交 贺 为 等 加 的 充 要 条 件 是 下 述 条件 之 一 成 立 : 

(1) 公共 弦 对 两 圆 的 张 角 相 等 ， 

(2) 过 同一 交点 的 两 条 割 线 交 两 加 所 得 的 两 弦 相 等 . 


学 三 个 相互 外 离 的 圆 的 位 似 中 心 问题 


P: 


对 于 两 个 外 离 的 圆 ,两 个 位 似 中 心 (外 位 似 中 心 与 内 位 似 中 心 ) 将 连 心 线 
内 分 与 外 分 为 半径 的 比 .对 于 三 个 相互 外 离 的 圆 , 它 们 的 位 似 中 心 有 下 列 结论 ， 
这 些 结论 可 由 塞 甩 定理 与 梅 涅 劳 斯 定理 推出 .或 者 运用 升格 的 思想 ,把 这 三 个 
圆 看 做 是 在 平面 a 上 的 三 个 球 ,那么 从 上 往 下 看 时 ,每 两 个 球 可 确定 共 顶 点 一 
个 圆锥 面 或 两 个 同 母 线 的 图 锥 面 , 两 条 外 (或 内 ) 公 切 线 成 了 圆锥 面 的 两 条 母 
线 , 外 (或 内 ) 公 切 线 的 交点 就 是 圆锥 面 的 顶点 .由 于 这 三 个 圆锥 面 平 躺 在 平面 
a 上, 故 三 顶点 必 在 平面 内 . 另 取 一 平面 8, 将 它 搁 在 这 三 个 球 上 . 同 理 可 知 三 
个 圆锥 面 的 顶点 必 在 平面 8 内 .显然 平面 a 与 8 必 相交 于 一 直线 !, 故 三 个 圆锥 
面 的 顶点 必 在 直线 1 上 , 这样 便 证 得 前 面 的 2 个 结论 成 立 . 

定理 1 三 个 圆 的 外 位 似 中 心 共 线 . 

定理 2 任意 两 个 内 位 似 中 心 与 第 三 个 外 位 似 中 心 共 线 . 

定理 3 ” 设 每 个 圆 的 圆心 与 男 两 个 圆 的 内 位 似 中心 相 连 , 则 三 条 直线 共 
点 . 

定理 4 设 一 个 圆心 与 另 两 个 圆 的 内 位 似 中 心 相 连 ,其 他 圆心 与 相应 的 外 

位 似 中 心 相连 , 则 三 条 连 线 共 点 . 
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定理 1 两 圆 内 切 ,是 以 公 切 点 为 外 位 似 中 心 ,以 两 圆 半径 之 比 为 位 似 系 
数 的 位 似 图 形 ; 此 时 ,两 贺 心 间 的 距离 等 于 大 贺 半 径 与 小 圆 半径 的 差 . 

定理 2 ”两 圆 内 切 于 点 了 ,过 了 作 任 意 两 弦 TAC , TBD 分 别 交 小 圆 于 4 ,有 ， 
交大 圆 于 C,D, 则 AB // CD. 

事实 上 ,由 定理 1 即 得 ,或 者 如 图 2.376, 过 了 作 两 圆 
的 公 切 线 TL, 由 BAT = Z BTL = Z DTL = 人 DCT, 从 ZN 


Ti AB / cD. 3* 
定理 3 ”两 如 内 切 于 点 7, 一 条 直线 依次 与 这 两 个 
圆 交 于 点 M,N,P,@, 则 人 MTP = 人 NTQ( 或 人 MTN = 
Z PTQ). TT 
事实 上 ,由 定理 1 即 得 ,或 者 如 图 2.377, 过 了 作 两 圆 
的 公 切 线 TL, H LMT = Z QTL,ZPNT = 人 PTL, 有 
LMTN = Z PNT - Z QMT = ZX PTL - ZQTL = Z PTQ 
故 
LMIP = Z MTN + ZNTP = ZNTP + LPTQ = ZNTQ 
定理 4 ”两 加 内 切 于 点 7, 大 圆 的 弦 PQ 与 小 圆 切 于 M 
点 天 , 则 ZK 平分 Z PTQ. 
事实 上 ,此 定理 为 定理 3 的 特殊 情形 ,由 此 而 证 ， 
或 者 如 图 2.378, 设 PT, QT 分别 交 小 圆 于 4,8 ,联结 
48, 则 由 定理 2 知 ,PQ // 4B, 此 时 ,对 于 小 团 , 有 AK = 
隔 ( 司 一 个 加 中 , 夹 在 两 平行 弦 或 一 弦 一 切线 间 的 弧 相 
等 ) ,从 而 Z ATK = Z KTB , 故 KT 平分 Z PTQ. 
定理 5 ”两 圆 内 切 于 点 了, 大圆 的 弦 PQ 与 小 圆 切 于 
AK, 直线 TK 交大 团 于 MM, 则 点 MM 为 隐 的 中 点 , 且 “ 
MP’ = MK - MT. 
事实 上 , 可 由 定理 4 即 得 , 其 中 注意 到 人 MPQ = 
Z MTQ = LPTM 有 人 人 MPT A MKP BTJ. 


D 


O 沈 文选 .两 图 内 切 的 性 质 及 应 用 []]. 中 学 数学 教学 参考 ,2010(1-2):121-123. 
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定理 6 设 半径 分 别 为 R,r(R > r) 的 两 个 圆 内 切 于 点 7, 自 大 团 上 任 一 
A 向 小 图 作 切 线 (P 与 7 不 重合 ), 切 点 为 0, 则 PT = PO .AR 


事实 上 ,如 图 2.379, 设 半径 分 别 为 R,r 的 两 圆 为 贺 P 
0, 圆 01, 则 0,0,,7 三 点 共 线 . 设 PT % B] 0, 于 点 4. 联 
结 0P,014, 则 


LOAT = LOTA = LOPT 
从 而 014 // OP( 也 可 由 位 似 得 ). 
由 和 OUM47cAOPT, 有 


PT” OP "` R 图 2.379 
PA _ PT - AT R- 
即 有 PT” PT =1 -下 = r=: ° 
又 由 切割 线 定理 ,有 
PQ? = PA- PT @ 
H O,OH, PE = PT. Rar ik Pr = pQ ` J EË. 


定理 7 ”两 圆 内 切 于 点 ,大圆 的 内 接 信 4BC 的 边 4B , AC 分 别 与 小 圆 相 切 
于 P,Q, 则 PQ 的 中 点 1 为 人 4BC 的 内 心 .( 曼 海 姆 定理 , 见 三 角形 半 内 切 贺 定 
理 2) 
事实 上 ,如 图 2.380, 设 直线 TP 交大 圆 于 履 , 则 由 定 4 
M, 


理 5, 知 M HAB 的 中 点 ,从 而 MC 为 ZACB 的 平分 线 . 
同 理 , 设 直线 TQ 交大 圆 于 N, 则 NB 为 Z ABC 的 平 


分 线 . 
在 圆 内 接 六 边 形 ABNTMC 中 ,由 帕斯卡 定理 , 知 P. p » 
Q 15 BN 和 CM 的 交点 ( 即 A ABC 的 内 心 ) 共 线 . 
而 4P = AQ , £ BAC 的 平分 线 交 PQ 于 PQ 的 中 点 . 故 
PQ 的 中 点 1 为 A ABC 的 内 心 . 2.30 


定理 8 ”两 圆 内 切 于 点 T, UAWR BC 为 公共 边 ,分 别 作 两 圆 的 外 切 三 角 
JÉ, A ABC 的 边 4B8,4C 切 大 圆 于 已 ,下 ,人 DBC 的 边 DB,DC 切 小 圆 于 G,H, 则 直 
线 EF, CH, BC 相互 平行 或 相交 于 一 点 . 

事实 上 , 当 了 为 BC 的 中 点 时 , 公 4BC, 公 DBC 均 为 等 腰 三 角形 ,此 时 EF, 
GH ,BC 三 条 直线 相互 平行 . 

当 了 不 是 BC 的 中 点 时 ,如 图 2.381, 设 直线 EF 与 BC 交 于 点 P, 下 面 证 G, 
H,P 三 点 共 线 . 
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由 切线 长 定理 , 知 AE = AF, 
DG = DH,BE = BT = BG,CF = 
CT = CH. 于 是 ,对 A ABC 及 截 线 
EFP 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


1=-4Æ.BP CF _ AE BP CF 
EB `PC FA `AF PC EB 7 E 


DG , BP CH _ DG BP , CH É 
DH ` PC ` BG = GB ` PC ` HD 


从 而 ,对 A DBC 应 用 梅 涅 劳 
斯 定理 的 逆 定 理 , 知 G, H.P 三 点 B we P 
共 线 . 

定理 9 Mo 内 切 圆 O 于 点 
T1, 贺 0 内 切 圆 0 于 点 ma, 且 与 圆 O, 交 于 点 M,N, 4 为 图 0 上任 一 点 , 弦 ATI， 
AT, 分 别 交 圆 0,, 圆 O, F B1, B,, M) p, B, 是 圆 O, 50 O; 的 公 切 线 的 充 要 条 
件 是 点 4 在 直线 MN E. 

事实 上 ,如 图 2.382, 可 设 与 圆 O, 切 于 点 Bi 的 直线 
交 贺 0 于 点 C1,D1, 与 加 0, 切 于 点 B, WARKA 0 于 g 
点 C2,D2, 则 由 定理 5, 知 4 分 别 为 GiD1, G2D; 的 中 点 , 且 
AC? = AB1* ATI, AC3 = AB, ° 472, 于 是 B, B, ÈM 01 与 
O, HADR = 3 C1D1 与 弦 C,D, 重合 AC = 
ACG3=AB, + AT, = AB, AT2e 点 A 关于 加 01, 圆 0 的 
SEAS <> M À EIB] O, 与 加 0 的 根 轴 上 点 4 在 直线 238 
MN k. 

定理 10 B O, 内 切 圆 0 于 点 71, 圆 O, 内 切 圆 FAT, BSE 0, 交 于 
点 MH,N, 直 线 MN 交 贺 0 于 4, 有 B, 弦 T T, % AB FAG, H HAB 的 中 点 , 则 点 
HEAR MN 上 (外 ) 的 充 要 条 件 是 点 G 也 在 公共 弦 MN 上 (外 ), E. 
LETIN = ZMT IH. 

事实 上 ,可 过 7, 作 公 切 线 与 直线 48 交 于 点 P, 则 知 P 为 根 心 ,联结 0P, 则 
OP L TiTa. 

用 “~” 表示“ >” BR“ =” R“ <” WA H EARRMN 上 (外 )e 点 6 在 公 
35k MN 上 (外 )es 人 TIHP ~ ZT MP BR, ZTT,P ~ ZNT P. 

XA H 238 AB 的 中 点 属 人 OHP = 90 ,注意 到 人 OTIP = W0, T, P, H 
四 点 共 圆 oL TTP = 人 TLOP = LT HP, EA | ZTT P - 人 NTIP1= 

GTIN, LZMTIH = | LTIHP - ZT, MP | B. LNTIP = Z TI MNesZ GT IN = 


图 2.381 


ZLMTIH 
图 2.383 中 的 情形 是 点 H IMN 上. 


学 两 圆 外 切 的 性 质 定理 9 


定理 1 ”两 圆 外 切 ,是 以 公 切 点 为 内 位 似 中 心 ， 
以 两 圆 半径 之 比 为 位 似 系数 的 位 似 图 形 , 或 以 两 圆 


外 公 切 线 所 在 直线 的 交点 (包括 无 穷 远 点 ) 为 外 位 似 V 

中 心 的 位 他 图 形 ;此 时 ,两 圆心 间 的 距离 等 于 两 图 半 N 

径 之 和 . Ë 
定理 2 ”两 圆 外 切 ,过 切 点 任 作 一 条 制 线 分 别 图 2.383 


与 两 圆 相交 ,交点 处 的 两 条 贺 的 切线 平行 . 
事实 上 ,这 可 由 定理 1 即 得 . 
定理 3 ”两 圆 外 切 , 过 切 点 任 作 两 条 割 线 ， Ra 
同一 圆 上 两 交点 所 得 的 弦 平 行 . 
事实 上 ,由 定理 1 即 得 .或 者 如 图 2.384, 过 
WA THEIR LK, HFR AD, BC 均 过 点 T， 
则 ZABT = ATL = ZDTK = ZXDOCT, #& 
AB // CD. 
定理 4 ”两 圆 外 切 于 点 7, 与 其 中 一 圆 相 2:38 
切 于 点 大 的 直线 交 另 一 圆 于 P,Q, 则 TK 平分 和 PTQ 的 外 角 ， 
事实 上 ,如 图 2.385, 延 长 PT, 0T 交 另 一 圆 
分 别 于 P,G, 联结 Q'P', 则 由 定理 3 知 
Q'P' // PQ. 
联结 KQ' , 则 
LKTP = LTPQ - LTKP = 
LTP'Q' - LTK = 
20K? - Kh) = 


À 
1 
于 
IK 


z Q = LKO 
故 天 平分 全 PTQ' , 即 KT 平分 PTO 的 外 角 . 


D 沈 文 选 .两 图 外 切 的 性 质 及 应 用 [中 ,中 学 数学 教学 参考 ,2010(3):58-60. 
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推论 ”两 圆 外 切 于 点 T, 与 其 中 一 圆 相 切 于 点 的 直线 交 另 一 圆 于 P,0， 
联结 KT 并 延长 与 P,0 所 在 圆 交 于 点 M, W M 为 优 弧 PO 的 中 点 , 且 MP? = 
MK + MT. 

事实 上 , 如 图 2.386, 过 点 M 作 圆 的 切线 
ML, 则 由 定理 2, 知 KPQ / ML, 则 PWM = MO, 即 


M 为 优 弧 PQ 的 中 点 . 

联结 TP,MQ, M| ZPTM = 180 - 
LPQOM =18p - ZQPM = 人 KPM， 从 而 
A PTM 人 KPM, 故 有 MP? = MK MT. 

定理 5 ”两 圆 外 切 于 点 了, 一 直线 依次 与 
两 圆 相交 于 P,Q,K,L 四 点 , 则 

ZPTL + Z QTK = 180 

事实 上 ,如 图 2.387(a) ,过 T 作 两 圆 的 公 
切线 , 交 QL 于 $, 则 
LPTL + ZQTK = ZPTL + LQTS + ZSTK = 

LPIL+ Z TPQ + 
Z KLT = 180 

推论 1 ”两 圆 外 切 于 点 了, 一 直线 与 其 中 
一 圆 相交 于 P, Q, 且 与 另 一 圆 切 于 点 K(L), 
JJ ZPTL + Z QTK = 180 TK FA} APOT 
的 外 角 ,如 图 2.387(b) 所 示 . 

推论 2 ”两 圆 外 切 于 点 7, 作 两 圆 的 外 公 
切线 P(Q)K(L), 则 PTL + Z QTK = 180 
或 人 PTK = 90?, 如 图 2.387(c) 所 示 . 

定理 6 ” 设 半径 分 别 为 R,r 的 两 个 圆 外 
切 于 点 7, 自 一 圆 上 任意 一 点 P( 异 于 点 T) 向 
另 一 圆 作 切 线 , 切 点 为 8, 联结 PT, 则 PT = 

(o) 

Po: E F: 

事实 上 , 如 图 2.388, 设 半径 分 别 为 R,r 
的 两 圆 为 圆 0 , 圆 01, 则 01,7,0 三 点 共 线 ,又 设 直线 PT XA O T 4 ,联结 
014,OP, 则 


图 2.387 


LOAT = ZO TA = LOTP = LOPT 


Treasure N Geometry 


从 而 014 // OP( 也 可 由 位 似 形 得 ). 于 是 ,有 Q £ Nr 
A0,AT o A0PT BHI AT = x =m V 
PA _ PT + AT R 
P= PF -14+ 丰 =- R O S 
又 由 切割 线 定理 ,有 
PQ? = PA ° PT @ 图 2.388 
Hh O,Q@ I 


PË = PP. RH 


故 PT = Po pe 


定理 7 ”两 圆 外 切 于 点 7, 内 公 切 线 与 外 公 切 线 AB 或 CD 的 交点 MM 或 N 是 
IARR HK, OATB, ACT 是 直角 三 角形 , 且 内 公 切 线 被 两 条 外 公 切 
线 所 截 得 的 线段 MN 等 于 外 公 切 线段 48 或 CD 的 长 . 

事实 上 ,如 图 2.389, 由 MA = MT = MB, 

NC = NT = ND, BISI M 为 4B 的 中 点 ,N 为 CD 
的 中 点 ,显然 A ATB , A CTD 为 直角 三 角形 . 

此 时 ,有 4B = MN = CD. 

定理 8 i 7 是 凸 四 边 形 4BCD 内 的 一 点 ， 

全 BCT 与 人 ADT 的 外 接 圆 切 于 点 7 的 充 要 条 件 5 
是 人 人 ADT + Z BCT = 人 ATB. 

事实 上 ,如 图 2.390, 若 人 BCT 与 A4DT 的 
外 接 圆 切 于 点 7, 过 T 作 这 两 个 圆 的 公 切 线 与 
AB 交 于 点 Z, 于 是 
LADT + LBCT = ZATZ + LBTZ = LATB 

反之 , 若 人 ADT+ Z BCT = 人 47B ,过 点 了 
作 直 线 TZ ,与 AB ZFA Z, HWE ZATZ = 
ZADT,ZBTZ = 人 BCT, 于 是 ,72 与 AADT 
的 外 接 圆 相 切 , 也 和 < BCT 的 外 接 圆 相 切 , 故 
这 两 个 圆 切 于 点 T. 


Ë “显然 , 若 了 是 梯形 4BCD( 其 中 AD // BC) 两 对 角 线 AC, BD 的 交点 , 则 入 BCT 与 
A ADT 的 外 接 图 切 于 点 7. 


定理 9 ”两 贺 外 切 于 点 7 了 ,过 点 了 的 割 线 分 别 交 两 圆 于 4A,D, 过 点 4 的 切线 


NO 
AN 


Laj rosox=nzwgr = 


NO 
AN 
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A A A = 


与 过 点 DD 的 割 线 相交 于 点 8, 设 BD 与 点 D 所 在 D 


的 国 交 于 点 C, 则 A,B,C, TASHA. Z 
事实 上 ,如 图 2.391, 联 结 7C ,过 点 T ED) 
# TL, WJ < TCD 等 于 人 4TL 的 对 顶 角 , 即 有 © 
ZTAB = ZATL = 人 TCD A 


从 而 ,4,B,C,T 四 点 共 圆 . L B 
定理 10 ”两 圆 外 切 于 点 7, 过 点 了 的 制 线 
分 别 交 两 圆 于 4,8B, 设 两 贺 的 外 公 切 线 分 别 对 
应 交 两 圆 于 P,Q ,直线 AP 与 BQ 交 于 点 C， £ 
则 这 样 得 到 的 OABC 均 是 相似 的 . 


事实 上 ， 如 图 2.392， 按 题 设 作 L 
AA'B'C', 联结 PT,QT, W 人 PA'T = 


ZPAT,ZQB'T = 人 QBT, 即 有 人 LC'4'B' = | 
Z CAB,ZCB'A' = LCBA, 故 人 A'B'C' cO 
A ABC. 


圆 与 圆 的 相 切 有 外 切 和 内 切 ,这 里 的 三 圆 的 相 切 , 既 有 外 切 又 有 内 切 的 情 
形 组 合 在 一 起 .三 圆 的 相 切 有 许多 有 趣 的 结论 ,@ 

定理 1 ”两 圆 外 切 于 点 7, 且 均 与 一 大 圆 内 切 , 切 点 分 别 为 71,72, 则 Ti, 
T, T, 共 线 的 充 要 条 件 是 弦 Ti T, 为 大 圆 的 直径 . 

事实 上 , 设 大 图 、 两 个 小 圆 的 圆心 分 别 为 0,01， 
02, 如 图 2.393 所 示 . 

充分 性 .车 T| T, 为 圆 0 的 直径 ,由 于 0,00, = 7 
ARRA 01 在 T1T, 上 . 同 理 , 02 也 在 T, T, E, X. O, 
7,0, 三 点 共 线 ,从 而 了 在 Ti7. 

DEHE T, T, TZARRI T, T, TE 
切线 Tili, TL, Til, MJ ZTT = LT, 图 2.393 
LIT = ZTITL,ZT,TL = LTL, 于 是 ZT TL = ZT,TL, B TL L 


O 沈 文选 .三 贺 的 相 切 问题 及 求解 []]. 中 学 数学 杂志 ,2009(12):24-27. 
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Tı T2, A TiL, L TiTa, Tala L TiTa BBA T L, /TzL2, 故 Ti T, 为 大 圆 的 直 
径 . 

定理 2 ”两 圆 外 切 于 点 7, 则 在 过 了 的 切线 夹 在 两 条 外 公 切 线 以 外 的 部 分 
上 任 一 点 P, 可 同时 作 两 个 圆 ,一 个 与 前 面 的 两 圆 外 切 , 另 一 个 与 前 面 的 两 圆 内 
切 . 

事实 上 ,如 图 2.394, 设 T T,, T' | T”, DEEP 
为 两 已 知 外 切 圆 的 公 切 线 , 71,7;, Ti 
7, 为 切 点 ,联结 PT, PT, 分 别 交 两 已 知 
圆 于 另 一 点 Pi, Pa, Wt P,P, P, 可 作 
Bl 0 分 别 与 两 已 知 圆 外 切 , 这 是 因为 
PT, PP = PT? = PT PPx, Ë Pi, Tis pi 
T,,P, 四 点 共 圆 从 而 XPP P, = 
LPLT,. 

设 两 已 知 圆 中 的 圆 O; 在 P, 处 的 切 
线 为 EF, W 人 PT727 = ZEP,T, = 
£PP,F,ZPP,F = Z PP,P;, IB k, EF 图 2.394 
也 与 圆 O 相 切 ,于 是 圆 O 与 圆 0, 相 切 . 

同 理 , 圆 0 与 圆 0, 也 相 切 ， 

反之 , 若 圆 0 过 尸 并 且 分 别 与 圆 0,, 圆 0; 切 于 点 P, Pa Bt PP, PP? 分别 
再 交 圆 0,, 圆 O, 于 Ti, 72, 则 易 知 T T, 是 圆 0 , 圆 O, 的 公 切 线 . 

因此 ,过 点 P 可 作 贺 0 与 圆 01, 圆 O, 均 外 切 ， 

同 理 ,过 点 P 可 作 贺 0' 与 圆 0,, 圆 O, 均 内 切 ,如 图 2.394 所 示 . 

定理 3 MAA 0, DU 0 内 切 于 点 71, 过 7 作 制 线 交 小 圆 圆 O, 于 7, 交 大 
圆 圆 0 于 7, 过 点 T, 作 与 O, T, 垂直 的 直线 交 圆 0 于 点 Q ,过 点 T, 且 与 圆 0 
相 外 切 于 点 TAII O, XAR 072 于 点 P, 则 QT, = T,P. 

事实 上 , 设 mi, 7 ÈT, T AFHR O, T 的 对 称 
点 , 则 Ti, T ENO, E, B. TT / T'T // OP, 如 
图 2.395 所 示 . 

过 点 了 作 圆 0 与 圆 O, 的 公 切 线 FE , WJ 

LTT T = LETT, = Z FTT, = Z TPT, 

又 ATITT = 人 7TT2P, 因 此 ,Ti,7, 忆 三 点 共 


同 理 , TT, 三 点 共 线 . 


NO 
AN 


(e)-pso<— ag = =— = 


Esa Bm Zara 


A ü Zm = 


于 是 ,直线 77" 与 PT 关于 直线 O T, 对 称 , 而 忆 在 直线 7T", 上 , Q 在 直 
RTT 上 ,从 而 己 与 0 关于 直线 O T, 对 称 , 故 QT, = T,P. 

定理 4 设 圆 0, 圆 1 分 别 为 人 4BC 的 外 接 圆 和 内 切 圆 . 

(1) 过 项 点 4 可 作 两 圆 圆 P, 圆 O, 均 在 点 4 处 与 圆 0 内 切 , 且 圆 P, 与 圆 
7 外 切 , 圆 CO4 3081 内 切 ， 


(2) 设 圆 0 的 半径 为 R, 则 P,Q, = 


EXE, (1) 如 图 2.396, 过 点 / fE 
EF // 40 ,此 直线 交 圆 1 于 E,F, 联 结 AE 
交 贺 1 于 点 7, 直 线 IT 交 40 于 点 Pa, 以 PA 
为 圆心 ,以 4P 为 半径 作品 , 则 贺 Pi 符合 
题 设 ,这 是 因为 ,40 // FE, 有 人 人 PAT = 
ZIEF = LITE = LP4TA, 即 知 PA = 
PaT. 从 而 知 圆 P, 与 圆 1 外 切 .显然 圆 P, 
500 内 切 . 

设 过 点 A, T 的 公 切 线 交 于 点 5, 从 点 图 2.396 
S 作 圆 ! 的 切线 , 切 圆 【于 点 K, 直 线 KI 交 
AO F Qu VA Q4 为 圆心 ,以 Q K 为 半径 作 圆 , 则 圆 04 符合 题 设 ,这 是 因为 ,点 
5 为 根 心 , 由 此 即 证 得 RIA4SQo4 安 Rt 人 KSQ4, 有 Qu = QnK. 故 得 证 . 

(2) 设 圆 P, , Ë) Q, 的 半径 分 别 为 u,v, 圆 1 的 半径 为 r, 则 AP, = u, P40 = 
R-u, IP =r+u. 

在 A A0I 中 应 用 斯 特 瓦尔 特定 理 , 有 

Gra OF + (R=) KCR- u) 


将 欧 拉 定理 01 = VRR -27) 代入 ,得 uw = R 


X A = — = 4R sint ° sin Š, 
sin 5 


2 
(4R) -+ it. sir? £ + 66 24 


š 2 
(4R)? + sin È + sin £(sin 和 4 ns. -sin $) 


‘R= 


sind. sin É co? $ 
2 2 2. 

ams nE * iné 

x 2 2 
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同 理 ,由 404 = v, Q40 = R - x, IQ, =v-r, 有 
Cu- r? s HOPER- Ry) 


2 2 
则 oe UPAR oA,R 
TA 2 
4 
sin $- cog — 
故 PO ti 


定理 5 PHAR o, A 0 外 切 于 点 7, 且 均 与 大 圆 圆 O 内 切 , 切 点 分 别 为 
Ti, 7T2( T T, 不 为 圆 0 的 直径 ) , 弦 T,T 交 圆 0 于 另 一 点 4, 弦 TIT % N 0 于 另 
一 点 B, 如 图 2.397 所 示 . 

(1) RER AT, 与 BT, XFA C, 则 7 为 ç 
A ABC 的 垂 心 . 

(2) 设 过 点 T 的 内 公 切 线 与 48B 交 于 点 D， 
W TA < T, DT, 的 内 心 ， 

(3) 设 过 点 T WJ 12: DR t p T, 交 于 点 
P, 则 4,01,P 三 点 共 线 ,8,0,,P 三 点 也 共 线 . 

(4) 设 过 点 了 的 内 公 切 线 交 圆 0 于 点 0, 则 


好 - ELE doh nrar AAWE O, M ° 


02, 0 的 半径 ， 
(5) 直线 OT, 017,, T101 三 线 共 点 . 
(6) 人 0020 = 2ZTT,T;,Z00,0, = 

2ZTT,T,. 

(7) 设 圆 01, 贺 02, 圆 0 的 半径 分 别 为 mh ra, r, W 
4r2 rr: 
站 下 = TO 
事实 上 ,(1) 注意 到 两 圆 内 切 性 质 , 两 圆 内 切 于 点 T, KARK sQ 与 小 贺 
切 于 点 7, 直 线 727 交大 圆 于 点 4 , 知 点 ANSO 的 中 点 ,如 图 2.397 所 示 . 


同 理 ,8 为 男 一 段 弧 50 的 中 点 ,从 而 AB 为 圆 0 的 直径 , 即 0 在 48 上 .于 是 
AT, 上 BC, BT, L 4C, 故 了 为 人 4BC Hid. 
(2) 设 过 T,, T, 的 圆 的 切线 交 于 点 天, 则 知 K BIO , N 01, 圆 O, 的 根 心 ， 


又 由 OD 上 SQ, K,T, 0,D,T, EAE, HETK = Kh, 即 知 KD 平分 


NG 
AN 


[wj 器 3OK azu az = 


NO 
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ZT DT,, X KT, = KT = KT2, 由 三 角形 内 心性 质 的 逆 用 , 知 T 为 A T, DT, WA 
心 . 
(3) 由 于 加 O) 与 圆 0 内 切 于 点 7, 设 AC 与 圆 0, 的 第 二 个 交点 为 W, 则 知 


NT R O, 的 直径 , 即 N,01,7 三 点 共 线 , 且 NT // 48. 此 时 ,有 人 = CD. 


在 完全 四 边 形 CT ATBT: 中 ,由 对 角 线 调和 分 割 的 性 质 ,有 P, D 调和 分 割 


-CD _ CP CA _ CP 
CT,BDT SF = FT' 于 是 ,有 Ay = PT: 

注意 到 ,NO = OTSA. Oa AB = 1. 于 是 ,对 人 CNT 应 用 梅 湿 这 斯 
KWEH, R A, 01,P 三 点 共 线 . 同 理 , 8,0,,P 三 点 共 线 . 

(4) 由 于 圆 0 与 圆 0, 内 切 于 点 兄 , 则 0,02,7 三 点 
共 线 ,如 图 2.398 所 示 , 设 QT, 交 圆 O, 于 F, 联 结 OF, 
00, 则 由 人 02FT2 = Z0,;T,Q = 人 0072, 知 0,F // 

TF OF rn mF -QT - FT, _ 
00Q ,于 是 ,有 有 0 = og = 了, 亦 妈 07 = = 
torn 

r 


注意 到 07? = QT,- QF, 则 QT? = gj. =, Bl 
Qn = QT 


r- T 
同 理 , 01 = QP. iR = ron 
(5) 由 于 0, 01, Ti; 0, 02, T2; 01, T, 0; 分 别 三 点 共 线 ,在 A 00,0, th , H 


于 
OTi DT O; r G f 
T.O, TO, TO “n n r” 
由 塞 瓦 定理 之 逆 知 OT, 0 T,, T, O, 共 点 . 
(6) 由 Z00;0, = 180p - (ZT.OT; + L00102) = 180 - ((180' - 
2LOTIT - 2Z TT T.) + 2⁄ 0T T) = 2⁄Z Tr T; 即 证 . 
HÆ, Z 00,0, = 2ZTT,T,. 
(7) 如 图 2.398, 分 别 在 2 00,0,,2 0T,T, 中 应 用 余弦 定理 ,有 
001 + 003 - 0102 _ (r = r) + (r - n) — (ri + n)? 
200, - 00; > 2(r - ri)(r - r) 
OT + OR- T. _ 22 - T.T 
207 0h 7 25 


cos Z 0,00, = 


cos ZT 0T, = 


Ceometry 
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PN dias 4r?» rir 
从 而 TB = GC- P 
定理 6 ”车 半 径 分 别 为 rura rs 的 三 个 圆 两 两 外 切 , 又 都 与 半径 为 r 的 贺 M 
H 
外 切 , 则 w 
Tir2r3 B 
r= ~ M 
2./ riraral ri + r2 + r3) + rira + rara + 3r, T 
事实 上 ,如 图 2.399, 令 0,02 = ri + ra = a, 3 
0,03 = ri + rs = b, 0203 = r; + rs = c, 00; = Q 
ra+r=x,00,= r+r=y,00 = ri+r==z, z 
£0,00, =a, 0,00, = B,Z0,00, = y, WJ 3 
a +B +y = 180P. 
HREM, A 
人 R TT 
Y + z -Qa z + x° -bb 
cosa = 2yz cos B= 2 图 2.399 e@ 
O si 
_ 2 + 2 = c: 
998 7 = 2xy 


而 cos y = cos(a + B) = cosa + cos 8 - V (1 - cos? a)(1 — cos28) 
将 余弦 式 代 人 上 式 化 简 得 
22(e + 2 - 2)- (y + n O a2)( e + 2 - P) = 
- / (422 = (2 + 2 = a22) (422 (Z + x? — bY) 


上 式 两 边 平方 化 简 再 回 代 , 即 证 得 结论 成 立 . 


学 周 达 定 理 


周 达 定理 ” 设 在 互相 内 切 的 两 圆 间 耻 中 , 依 
次 作 四 个 内 切 圆 . 若 所 作 四 圆 除 首 末 二 者 外 各 依 
次 相 外 切 , 则 所 作 四 圆 的 半径 ris ras ras ra 满足 
2 323 2 Al, 


六 n 六 ra 
证 明 ”如 图 2.400, 设 已 知 两 圆 为 圆 0, Bl 
0' ,所 作 四 圆 为 圆 01, 贺 0,0 03, 0 04, 它 们 依 
次 相 切 于 ho, Ai, A2, 43, A4. 
注意 到 三 圆 的 相 切 问题 中 的 定理 5(7), 4 Bl 


几何 ”瑰宝 


NO 
ON 


0, 圆 0' 半径 分 别 为 R,ro 时 ,有 


Ferg mE B aan 


Aod: = 2R V rori EE 2R/rir2 
VR- R-n) VCR-mJR- r) 
2R Vrar3 2R Vara 
4243 = = ,A3A4 = 
2 VR- mR-r)’ SR- rR r) 
2R V rory 2R ror3 
4o42 = ,4o43 = 
02 = SR- rR ra) VUR- rR rs) 
对 四 边 形 4o4,424 应 用 托 勒 密 定理 ,有 
44 = RYN —_ 
] 1 5 VR- nR- r) 
同 理 
4R rara 4R JTT 
44 = ,A1A4 = 
e Mie FR A Fani- 


b 
再 注意 到 Saas = SR. B SAAAA. = Sanaa, + Sanad, = SaAAA, + 
54,4,4,， 利 用 上 述 面 积 等 式 , 求 得 
AAA 4142，4144 + 4243，4344 


AA, AAA. AzA4 + 4142，4244 
由 前 各 式 代入 整理 即 得 结论 . 


注 ” 周 达 (1878 一 1942) 为 中 国 数学 家 . 


分 割 问题 ” 


设 两 点 C, D 内 分 与 外 分 同一 线段 48 成 同一 比值 , 即 从 = AD ME C 
和 DD 调和 分 割 线段 48. 显 然 , 当 C,D 调和 分 割 48 时 ,也 可 称 A, B 两 点 调和 分 
割 CD. 有 时 也 称 点 C 是 六 关于 线段 48 HIMA. 

若 从 共 点 直线 外 任 一 点 P 作 射线 PA4, PC, PB, PD, 则 可 称 射线 束 成 调和 线 
X, E PA 与 PB8 共 颖 ,或 PC 与 PD JS. 

定理 ! 设 4,C,B8,D 是 共 线 四 点 ,点 M 是 线段 4B 的 中 点 , 则 C, D 调和 


O 沈 文选 .线段 调和 分 割 的 性 质 及 应 用 []]. 中 学 教研 (数学 ),2009(9) :28-33 
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分 割 线段 AB 的 充 要 条 件 是 满足 下 述 六 个 条 件 之 一 : 


CA 


AD 


a) a A,B a cp. 
2. 


Gy 在 + me 
(3)AB * CD = HAD: BC = 24C : DB. 
(4)CA : CB = CM. CD. 

(5)DA - DB = DM > DC. 

(6) MA? = MB? = MC - MD. 


证 明 meza (1) 46 = 4DQ 2 m e 5 
y 2.401 
= EB SA, B 调和 分 割 CD. 
(2) 4C - AD AC  _4D AB -AC _ AD- AB 
CB ` DB® AB - AC 7 AD - AB? AC = AD ® 
2 
AC t AD ” AB 
(3) AG = ADAC DB = BC + AD = BC- (AC + CB + BD)es 
2AC > DB = AC - DB + BC - AC + BC? + BC - BD = 
(AC + CB) -+ (BD + BC) = AB - CDe 
AB - CD = 24C .DB = 2BC - AD 
1 
AB 
Ap 2 MB 
(4)AB - CD = 2BC ° AD bh = Be = BCO 
AC + CD _ MC + CB 
CD. U i 
AC _ MC s 
čp = Cg = CA CB = CM - CD 
1 
5AB 
4C 2% MB 
(5)AB + CD = 24C ; BD e Cp = BD = BD > 
AC + CD _ MB + DB 
ch = pg * 


AD _ MD N 
6D = Bp DA ` DB = DM + DC 
y AD AM+MC MD+ AM AM+MC _ MD+AM 
DB ® BM - MC ` MD - BM® AM - MC ` MD - AM? 
2AM 2 
2MC = 


(6 


«MC .MD = MA? = MB? 


定理 2 设 4,C,B,D Trena Masa ah —a P 引 射 线 PA, PC, 


NO 
oN 


(m)ecg<saoc<a— Eu ==— =s 


下 于 着 淮 兰 风 次 记 加 说 己 梧 长 


几何 瑰宝 


PB, PD , 则 c, p 调和 分 割 线段 4B 的 充 要 条 件 是 满足 上 述 两 个 条 件 之 一 : 

(D E PA, PC, PB, PD 中 一 射线 的 任 一 平行 线 被 其 他 三 条 射线 截 出 相 
等 的 两 线段 . 

(2) 另 一 直线 ! 分 别 交 射线 Ph , PC,PB,PD 于 点 4',C',B',D' 时 ,点 C, 
D' 调和 分 割 线段 4'B'. 

证 明 (1) 如 图 2.402, 不 失 一 般 性 , 设 过 点 B fE 
GH // AP ZHR PC 于 6, 交 射线 PD FH. 

i = 外 = 注意 cn 7 Aap, AiE = 46 
AD = ben = BH. 


(2) 如 图 2.402, 不 失 一 般 性 , 设 过 点 B' EGH // 


A 


AP 交 射 线 PC FC , 交 射 线 PD FH, W GH // GH. of 


Ae = AD B HCH NPR e ER CH / CH, M 2.402 
知 B' 为 GH WPR SAC = EP -AR AD C, D 调和 分 制 线段 
A'B'. 

推论 1 ”梯形 的 两 腰 延 长 线 的 交点 ,两 对 角 线 的 交点 ,调和 分 割 两 底 中 点 
的 连 线段. 

证 明 ”如 图 2.403, 在 梯形 BCEF 中 ,BF // CE ,A 是 £ 
WE E Kek 00268 , D 是 两 对 角 线 的 交点 ,联结 AD 3E3E ZIN 
长 交 BF T. M , 交 CE FN, W B, F 


BM _ MD _ MF BM _ AM _ MF K< 
NE " DN = CN'CN = AN = NE LIN 


即 BM _ MF BM _ MF £ N E 
NE = CN'CN " NE 
此 两 式 相 乘 , 相 除 得 2A 
BM? = MF°, CN? = NE? 
Bp BM = MF,CN = NE 


亦 即 M,N 3AA BF, CE 的 中 点 . 

联结 ME , 则 对 线束 EA, EM, ED , EN 来 说 ,BF // NE 有 BM = MF, 则 由 定 
理 2(1) 知 A, D WARE MNOGKADI MAM = BE = 4 而 证 .) 

推论 2 ”完全 四 边 形 的 一 条 对 角 线 被 其 他 两 条 对 角 线 调和 分 割 ， 

证 明 ”如 图 2.404, 在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 ,4D, BF, CE 是 其 三 条 对 角 
线 , 设 直线 AD 交 BF FM, CE 于 NN. 若 BF // CE, 则 由 推论 1 知 ,点 M,N 调 
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和 分 割 线段 AD. 若 BF 不 平行 于 CE, 如 图 
2.404, 设 直线 BF 与 直线 CE 交 于 点 G. 联结 
4G, 过 点 也 作 直线 于 // CGAC FT, 3 AE F 
5, 交 BC T K,3 AG 于 上 , 则 分 别 在 A pcG, 
AACG,A FCE 中 ,有 è 

TD _ CE TS _ CE DS _ CE 

DK = EG'SL ` EG'SK ` EG 
从 而 DK = KL 

又 过 点 M fE MH // CG Ë AG + H ,W| MH 

/ DL. 联 结 AK 并 延长 交 MH T 1,28 NG FJ, Wh K DL 的 中 点 , 知 1 为 MH 
的 中 点 ,J 了 为 NG 的 中 点 ,在 梯形 MNGH 中 ,点 K 在 MG 上 , 则 由 推论 1 知 ,4,K 调 


Ar. AJ 
HAMIDAH = A, 
FE HPTR AAA = A,A M,N 调和 分 宙 线 段 4. 


联结 DC 并 延长 交 4C 于 点 已 , 交 EF 于 点 Q@, 则 由 上 述 证 明知 ,在 完全 四 边 
JÉ GFBDCE 中 , Q, P 调和 分 割 线段 GD, 对 线束 AC, AN, AE ,46C, 由 定理 2(2)， 
SM, G 调和 分 割 BF,N, G 调和 分 割 CE. 


图 2.404 


£ BF / CE 时 ,也 可 看 做 直线 BF 5 CE 相交 于 无 穷 远 点 6, 此 时 , 亦 有 M,C 调和 
分 割 BF,N, G 调和 分 割 CE. 

推论 3 ”过 完全 四 边 形 对 角 线 所 在 直线 的 
交点 作 另 一 条 对 角 线 的 平行 线 , 所作 直线 与 平 
行 的 对 角 线 的 同一 端点 所 在 的 边 (或 其 延长 线 ) 
相交 ,所 得 线段 被 此 对 角 线 所 在 直线 上 的 交点 
平分 . 

证 明 如 图 2.405, 点 M,N, G 为 完全 四 
边 形 4BCDEF 的 三 条 对 角 线 4D, BF , CE 所 在 直 
线 的 交点 ,过 点 路 与 CE 平行 的 直线 ,与 8B, EA 
ZFA 1,J 了 ,与 C4, CF 交 于 点 7T,5, 分 别 对 线 
XK EA,EM,ED,EN;CA, CM, CD, CN 应 用 定 
理 2(1) 知 MI = MJ,MT = MS. 

同 理 ,可 证 过 点 N 与 BF 平行 的 直线 的 情 
形 ,过 点 G 与 4D 平行 的 直线 的 情形 . 


NO 
ON 


{wj) 记 口 导 心 妆 四 科 工 岂 攻 加 


NO 
ON 


Finraen gmk 


a/a 


EEI IRE AB 的 内 分 点 C 和 外 分 点 D, 以 及 直线 AB 外 一 点 已, 给 出 如 
下 四 个 论断 : 
OPC 是 LAPB 的 平分 线 . 
@PD 是 LAPB 的 外 角 平 分 线 ， 
图 C,D 调和 分 割 线段 48 
@PC 1 PD. 
以 上 四 个 论断 中 ,任意 选取 两 个 作 题 设 , 另 两 个 作 结 论 组 成 的 六 个 命题 均 
为 真 命题 . 
证 明 (DHOOL, AE = P = AD DIA PCL PB. 
(2) 由 O,@ 推出 @,@. 此 时 ,可 过 点 C 
fE FE // PD, 交 射线 PA 于 下 , 交 射 线 PB + E, 
如 图 2.406 所 示 , 由 定理 2(1) 知 , FC = CE, 从 
而 PC L FE, 亦 知 PC LPB. 亦 即 有 PD 平分 L 


LAPB 的 外 角 . 4 C yA D 
(3) 由 @,@ 推 出 四 ,@. 此 时 , 推 知 PD 是 

LAPB 的 外 角 平分 线 , 由 此 即 知 C, D Wy E zang 

线段 4B. 


(4) 由 @,@ 推出 中,@. 此 时 ,结论 显然 成 立 , 

(5) h @,@ 推出 了 ,四 .此 时 ,结论 显然 成 立 , 

(6) 由 国 ,@ 推 出 @,@. 此 时 ,不 妨 设 人 4PC = a,Z BPC = 8. 由 PC 上 
PD,% LAPD = 9 + a ,Z BPD = 9 - B. 由 三 角形 正弦 或 共 角 比例 定理 ,有 


Ph'sina _ PA -sin APC _ AC _ AD _ PA- sin Z APD _ PA- cos a 
PB + sin 8 ` PB + sin Z BPC ™ CB ™ DB ` PB - sin Z BPD ` PB + cos 8 


亦 即 有 sin B = bos evsin a ` cos f — cos a * sin B = Oessin(a — B) = Oea = 
A 
从 而 知 PC 平分 人 4PB. 由 此 亦 可 推 知 PD 是 Z APB 的 外 角 平 分 线 . 
推论 1 三 角形 的 角 平 分 线 被 其 内 心 和 相 È 
MOMAN. Kf. 
事实 上 , 如 图 2.407, 圆 C, 图 D 分 别 为 AN 
E 


A AEF 的 内 切 圆 和 切 EF IHi, AB 为 
一 BR 的 角 平 分 线 . 由 定理 1, 知 C, 刀 调和 分 割 
4B 图 2.407 


推论 2 不 相等 且 外 离 的 两 贺岁 心 的 连 线 
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ARARA REAA AREA. 

事实 上 ,如 图 2.407, 圆 CAAD 为 不 相等 且 外 离 的 两 圆 ,4 ,B 分 别 是 其 外 
公 切 线 的 交点 和 内 公 切 线 的 交点 ,由 定理 1, 知 4,B 调和 分 割 CD. 

推论 3 若 C,D 两 点 调和 分 割 圆 的 直径 48, 则 圆周 上 一 点 到 C, DRAE 
离 的 比 是 常数 ， 

推论 4 ”从 圆周 上 一 点 作 两 割 线 , 将 它们 与 圆 相交 
的 非 公共 的 两 点 连 线 , 垂直 于 这 条 直线 的 直径 所 在 的 直 
线 与 两 割 线 相交 , 则 这 条 直径 被 这 两 割 线 调和 分 割 ， 

事实 上 ,如 图 2.408, 直 径 4B | 3⁄2 OR, 有 08 = BR, 
则 PB 平分 人 DPC, 又 人 4PB = 90, 则 PA 平分 Z DPC 
的 外 角 . 故 由 定理 3, 知 CD 被 ,4 调和 分 割 , 亦 即 AB 被 


C, D 调和 分 割 mam 
推论 5 一 加 的 直径 被 另 一 加 周 调和 分 市 。 ,一 =~、、 
的 充 要 条 件 是 这 个 回 周 与 过 两 分 割 的 任何 加 局 /Sf-~、 


相交 成 直角 . H 
事实 上 , 如 图 2.409, B| 0 的 半径 的 平方 4 

0C2 ,等 于 点 0 对 于 贺 O (Bl 0, 过 A,B 两 点 ) 

E OA ` OB. ` ~ 
推论 6 设 点 C 是 公 4EF 的 内 心 , 角 平 分 Br 

线 AC 交 边 EF 于 点 已 ,射线 AB X A AEF 的 外 图 2.409 


EDTA 0, 则 射线 AB 上 的 点 为 A AEF 的 旁 心 的 充 要 条 件 是 作 = DO. 


事实 上 ,车 思 为 人 4EF 的 旁 心 , 则 由 定理 3 的 推论 1 知 ,有 人 = AD. A 
C,E,D,F çI R. O 为 圆心 . 
由 定理 1(6) 的 证 明 , 知 
AC _ AD _ 20Ç OC _ DO 
7 20B OB OB 
ZEAE = DO , 则 可 用 同一 法 , 推 证 得 点 D 为 人 4EF 的 旁 心 . 
推论 7 和 4BF 的 角 平 分 线 4B 交 EF 于 8, 交 A AEF 的 外 接 图 于 0, 则 
DE? = OF? = 04. OB. 
定理 4 ”三 角形 的 一 边 被 其 边 上 的 内 ( 旁 ) 切 圆 的 切 点 和 另 一 点 调和 分 割 
的 充 要 条 件 是 , 另 一 点 与 其 余 的 两 个 内 ( 旁 ) 切 贺 的 切 点 三 点 共 线 . 
证 明 ”如 图 2.410,D,E,F 分 别 是 人 4BC 的 内 ( 旁 ) 切 圆 切 AB, BC , CA 所 
在 直线 的 切 点 . 


NO 
AN 


(a) aos aga ag=— = 


NO 
oN 


EübaËBmisnS=r==ta 


几何 瑰宝 
对 ACAB 而 言 ,F,E,G 三 点 共 A 
线 4AG.BE.CF AGBE 
GB EC FA GB FA 
le AE. DB .16,4D AG UD G X 
GB ` AD DB = BG cs 
调和 分 割 AB. . 
同 理 , 可 证 D,E 与 男 一 点 或 D,F f — 
与 另 一 点 的 情形 . 网 = 
在 此 还 须 指出 的 是 , 若 过 两 切 点 
的 直线 与 另 一 切 点 所 在 的 边 平行 , 则 W240 


可 视 为 交 于 无 穷 远 点 ,此 时 ,结论 仍然 成 立 . 

推论 1 车 凸 四边形 ABNM 有 内 切 圆 , 且 两 组 对 边 延长 后 相交 于 G, C, WN 
凸 四 边 形 的 边 被 其 边 上 的 切 点 和 与 对 边 延长 线 的 交点 调和 分 割 .( 例 如 D, G Wl 
AMH) AB, E, C 调和 分 割 BN 等 ). 

推论 2 ”车 凸 四 边 形 有 内 切 圆 , 则 相对 边 上 的 两 切 点 所 在 直线 与 凸 四 边 形 
一 边 延长 线 的 交点 ,这 一 边 上 的 内 切 圆 切 点 ,调和 分 割 这 一 边 . 

定理 5 ”从 圆 0 外 一 点 4 引 圆 的 割 线 交加 0 FCD, ANR ACD 与 点 4 的 
切 点 弦 交 于 点 B, 则 弦 CD WA, B 调和 分 割 . 

证 明 ”如 图 2.411, 过 4 作 圆 0 的 切线 4P,4Q , 切 点 
为 P,Q@, 则 PQ 为 点 4 的 切 点 弦 , 即 点 B 在 PQ 上 . 

联结 40 交 PQ FAL, t PC, LD, OC, OD, WJ rH 
AC + AD = AQ? = AL: 4A0, 知 C,L,0,D 四 点 共 圆 ,从 而 
LALC = LCDO = Z 0CD = OLD, BPO AL žy A LCD 
的 内 角 Z CLD 的 外 角 的 平分 线 , 又 PQ L AL, WAER 
NLK CD 被 4,B 调和 分 割 . 


Æ ”也 可 这 样 证 ,过 0 作 OM 上 CD 于 1W, 则 MW 为 CD 的 中 点 ， 
由 A,P,0,M, Q 共 圆 , 知 AABO cm AAQM, 从 而 AB + AM = 图 2.411 
AQ? = AC - AD. HEM 1(5) 知 A, B 调和 分 割 CD. 

推论 AE 0 外 一 点 4 引 圆 的 两 条 割 线 交 圆 于 四 点 ,以 这 四 点 为 顶点 的 
四 边 形 的 对 角 线 相交 于 点 8, 设 直线 4B 交 圆 0 于 C,D, 则 4,B8 调 和 分 割 弦 CD. 

证 明 ”如 图 2.412, 割 线 AGH, AFE 交 圆 0 TG,H,F,E,ËL A fEDJER AP , 
AQ, P, Q 为 切 点 , 则 PQ 为 点 4 的 切 点 弦 . 设 PQ 与 GH 交 于 点 5, HQ 与 GE XF 
点 T, GQ 与 HF 交 于 点 R. 由 于 

HS _ Sapys _ PH : sin Z HPS 


SC Sapse PG- sin Z SPG 
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CR _ CF - sin ZGFR QT _ QE: sin Z QET 
RQ = FQ > sin ZRFQ ' TH = EH + sin Z TEH 
B AAPG AAHP, AAGF o AAEH , A AQF o AAEQ 


即 有 PH _ AP GF _ AG QE _ AE 
PG 7 AG'EH ` AE'FQ ` AQ 
HE Z HPS = Z RFQ,Z GFR = Z TEH 
ZSPG = Z QET,AP = AQ 
从 而 HS. GR OT 1 


共 点 , 即 知 GE , HF, PQ 三 线 共 点 于 8B, 亦 即 点 B 在 切 点 
弦 PO 上 .由 定理 5 知 ,4,8B 调和 分 割 弦 cp. 


注 ” 若 运 用 完全 四 边 形 密 克 点 的 性 质 可 得 如 下 简 证 :过 8 作 OM L 直线 4B 于 M, 则 M 
为 完全 四 边 形 AGHBEF 的 密 克 点 , 且 A, P,O, M, 0 五 点 共 图 ,有 AB* AM = AF + AE = 4Q?， 
FI AABQUAAQM ,#i ZABQ = 人 AQM. 同 理 人 4BP = 人 AMP. 而 人 APM + ZAQM = 
180 , 则 Z ABP + Z ABQ = 18P, 即 P, B, Q 三 点 共 线 . 故 A, B WAMAN CD. 

ERG BAM 0 外 一 点 4 任意 引 一 条 割 线 交 圆周 于 点 C 及 DD, 则 点 4 对 
FIX CD VIRINA B 的 轨迹 是 一 条 直线 . 

证 明 ”由 定理 1(6) ,线段 AB 的 中 点 M 满足 等 
式 : AM? = MC : MD. 而 此 式 表 明 : 点 M 所 在 的 直线 
为 已 知 圆 O 和 点 4 的 根 轴 !. 因 此 ,点 B 在 一 条 定 直 
线 上 ,如 图 2.413 所 示 . 

在 定理 6 中 ,点 8 的 轨迹 常 称 为 点 4 对 于 圆 0 的 
极 线 ,而 点 4 称 为 这 极 线 的 极点 . 

显然 ,点 4 的 极 线 垂直 于 点 4 和 圆心 0 的 联 线 ， 图 2.413 
且 交 此 连 线 于 定点 P,P 与 4 在 点 O 的 同 侧 , 又 由 下 式 确定 ( 设 R 为 贺 0 的 半 
径 );:04. OP = 到 .此 式 亦 表明 点 4 和 P 调和 分 割 直线 40 上 的 圆 0 的 直径 . 

由 上 可 知 : 若 点 4 在 圆 外 , 则 其 对 于 圆 的 极 线 就 是 由 点 4 所 作 两 切线 的 切 
点 的 连 线 ( 也 可 由 定理 5 推 知 ); 若 点 4 在 圆周 上 , 则 其 对 于 圆 的 极 线 为 过 点 4 
的 切线 . 

命题 1 E 4 在 圆 内 且 异 于 圆心 ,其 对 于 圆 的 极 线 在 圆 外 , 设 以 点 4 为 
中 点 的 弦 为 5T, 过 两 端点 $,7 作 圆 的 切线 交 于 点 已 , 则 极 线 为 过 点 P 且 与 04 E 
直 的 直线 h. 

证 明 ”如 图 2.414, 设 已 知 圆 为 圆 O ,其 半径 为 R. 

由 题 设 条 件 知 ,有 OA» OP = 到 .由 此 即 证 . 
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或 者 , 设 过 点 4 的 直线 交 贺 0 FC, D, XÉ 
线 l, F B, WERE AB 的 中 点 的 轨迹 是 线段 4P 的 
中 垂 线 , 故 点 B 就 是 点 4 对 于 弦 CD KININE 
点 . 

命题 2 若 点 4' 在 点 4 对 于 圆 0 的 极 线 上 ， 
那么 点 4 也 在 点 4' 对 于 圆 O 的 极 线 上 ( 圆 0 的 
半径 为 R). 

证 明 ”如 图 2.414, 设 4 在 4 对 于 圆 0 的 极 图 2.414 
线 I, 上 ,那么 它 在 直线 OA 上 的 射影 P 满 足 04. OP = R?. 设 P' 是 4 在 直线 04' 
上 的 射影 , 则 四 边 形 4P'4'P 为 圆 内 接 四 边 形 . 

于 是 ,OP' .04' = OP OA = 到 ,所 以 直线 4P' 是 点 4' 对 于 圆 O 的 极 线 . 

对 于 命题 2 中 的 点 A, A ,我 们 可 称 为 对 于 圆 O 的 一 对 共 办 极 点 . 

推论 1 M OHRA, A 调和 分 割 直线 A4' REA O 的 弦 . 

命题 3 ” 设 过 圆 外 一 点 C 引 两 割 线 CBA, CDF ,并 将 此 两 割 线 与 圆周 的 交 
M A,B, D, F 两 两 相连 ,那么 所 得 的 直线 相交 于 E,G, 如 图 2.415 所 示 . 当 制 线 
绕 点 C 旋转 时 ,此 两 点 E, G 的 轨迹 是 点 C 的 极 线 . 

证 明 ”如 图 2.415 所 示 , 由 于 为 
直线 4F 和 BD 的 交点 ,6 为 AD 与 BF 的 交 
点 ,应 用 定理 2 的 推论 2 知 直线 EG MIK 
FD 及 4B 的 交点 MH,W 是 点 C 对 于 此 两 弦 
的 调和 共 酸 点 .因此 , 直线 EG 是 点 C 对 
于 圆 的 极 线 ， 


注 ” 同 理 ,直线 CG 是 点 已 对 于 圆 的 极 线 ; 
又 由 命题 2, 知 直线 CE 是 点 G 对 于 图 的 极 线 ,由 
此 又 可 简捷 推 证 推论 1. 

推论 2 ” 设 圆 内 接 凸 四 边 形 ABDF 图 2.415 
的 两 双 对 边 4B 5 FD , AF 与 BD 的 延长 线 分 别 交 于 点 C ,已 ,如 图 2.415 所 示 , 若 
点 C 对 于 圆 的 极 线 交 贺 于 P,Q, 点 对 于 圆 的 极 线 交 贺 于 5 ,7, 则 过 点 P,8 的 
两 切线 的 交点 为 AD 与 BF 的 交点 G 关于 弦 ST HVAMMI. 

证 明 ”由 于 P,Q 是 点 C 对 于 圆 的 极 线 EG 与 圆 的 交点 , 则 知 PQ 为 点 C 的 
HAIZ BILA P, Q 的 两 切线 的 交点 即 为 C, 而 点 6 在 PO 上 ,由 定理 5 的 推论 
知 ,点 C 为 点 6G 关于 弦 ST IIIA. 

推论 3 ” 若 凸 四 边 形 有 内 切 圆 , 且 一 组 对 边 上 的 两 切 点 分 别 关 于 所 在 边 的 
调和 共 办 点 重合 , 则 另 一 组 对 边 上 的 两 切 点 分 别 关 于 所 在 边 的 调和 共 轿 点 也 重 
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合 . 
证 明 ”如 图 2.416, 凸 四 边 形 HLK 有 内 E 
切 圆 , 设 S,P,T, 0 分 别 为 边 KH, HI, 1J, JK í“ 
上 的 切 点 , 且 点 P, Q 分 别 关 于 边 HI, JK 的 调 
3028398 25329 C. 
此 时 ,点 C 的 极 线 为 PQ ,注意 到 定理 4 和 


定理 5, 点 C 关于 弦 ST BES AP H -一 人 
F. 图 2.416 
又 由 定理 4 与 5 知 点 7 关于 林 的 调和 共 轧 


点 E' 也 为 点 G 关 于 弦 PC 的 调和 共 思 点 ,点 5 关于 HK 的 调和 共 固 点 本 也 为 点 
G X: 3k PQ KIRIA, AT E 与 所 重合 ,重合 于 边 LJ, HK 的 延长 线 的 交 
ÑE. 
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